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Vorrede  ua  zweiten  Auflag 


Du  TMÜagands  Lahriradi  d«r  Iog«iüeur-U«chu>ik  WM.  4«ii 
iw«tao  Tlwl  des  LehriiaelnB  der  bOh«rNi  Uschutik  und  mUitlt, 
ala  fi^&oiaiig  des  dia  ual;rti3di«  Ueehuik  belttndtliiiiMi  «rtUn 
Tbailfls,  eins  Baihe  Ton  solchm  Untunidiuitgen,  dcrra  Rcaaltet« 
bei  dra  FtMlistadiea  der  L^enieurwiraensohtften  tur  Anwendung 


In  der  Deaan  Anflage  worde  den  Tielfkch  in  Ais  Gebiet  der 
Mechanik  eingreifenden  Untenuchangen  der  mechaniscben  Wftrtne- 
theorie  ein  grosserer  Baam  gewidmet,  und  lu  den  in  der  ersten 
Anflt^  bereits  enttialtenen,  Kusscbliesslicti  die  permaneoten  Oue 
betrefiFendea  Üntenoclinngen  noch  die  Anwendung  der  meohtoiEclien 
Wftrmetheorte  aaf  den  Wasserdampf,  sowie  auf  die  dampfhalÜge 
atmosphärische  LuFt,  hinzugefQgt.  Mit  RQolcsicht  auf  die  hier- 
dnndi  bedingte  erhebliche  Erweiterung  des  Umfangs  enahlen  es 
lathsam,  alle  diejenigen  Untersuahungen,  welche  auf  die  Wirkung 
der  Wärme  sich  beziehen,  der  leichteren  Uebarsicbt  wegen  In  eiuem 
besonderen  Abschnitte  smammeniustellen. 

Aachen,  den  14.  Uai  1886. 
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Vorrede  zur  dritten  Auflage. 


In  der  vorliegenden  dritten  Äufl^e  ist  der  Inhalt  des  Bach» 
mebrfocb  durch  Zusätze  und  neue  Figuren  bereichert  worden. 

In  den  Paragraphen  26,  28,  30  wurden  graphische  LOsuDgen 
der  dort  bebandelten  Aufgaben  eingeschaltet. 

In  §  &9  wurde  die  Abhängigkeit  des  Biegungswideratandes 
eines  belasteten  Balkens  von  der  Lage  der  Querscbnittsebene  dordi 
neue  Figuren  erläutert. 

In  §  75  wurde  die  Spannung  in  einem  von  verticalen  Wän- 
den und  borizootaler  Bodenfläche  unterstützten  belasteten  Ereisringe 
berechnet 

Die  Paragraphen  140  .  .  143,  enthaltend  die  Theorie  der  Eetten- 
linie  für  Wasserdruck,  wurden  theilweise  umgearbeitet. 

Die  beiden  Paragraphen  199  und  234  der  vorigen  Auflage, 
enthaltend  die  Berechnung  der  Temperaturerhöhung  bei  Ueteoriten- 
fällen  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls,  wurden 
gestrichen  und  in  der  vorliegenden  Auflage  ersetzt  durch  die  nea 
bearbeiteten  Paragraphen  201  ..  .  206,  enthaltend  eine  etwas 
weiter  durchgefohrte  Untersuchung  Qber  die  Fortpflanzung  der  Zn- 
standsänderungen in  atmosphärischer  Luft,    wobei   fOr  die  in  den 
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gestriebenm    beideo    Puagnphen    behaiid«lton   Probleme-  iQglsicb 
ein&chet«  LOsnngen  gefunden  wurden. 

Der  IntuH  des  gleich&Us  gestricbesenea  Anhangs  der  Torigen 
Auflage  wnrde  ftnf  die  Paragraphen  ilO .  .  143  rertheilt. 

Aachen,  den  27.  Juli  1898. 
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ERSTES  ABSCHNITT. 

Theorie  der  elastischen  Linie. 


§1- 

Zi|h  ntd  Dnck-Spuiwiigen. 
Naeh  dem  ElasticitfttBgesetzo   wftcfast   die  Verlftngening   eiaer 
prismatiBcfaen  Stsnge,  welche  in  ihrer  Lftngeimclitaiig  gezt^en  wird, 
proportional   der   TerUngernden  Kraft  —  so    lange  die  Spaonnog 

iDoerhalb  der  ElasticitAtsgrenzen    bleibt.     Wenn  mit  -^  daa  Ver- 

l&ngemngB-yerli&ltoias  bezeichnet  wird,  welches  in  einer  am  oberen 
Endpunkte  aufgehängten  Stange  Ton  ID'™  Qaerstdinitt  durch  ein 
unten  angehängtes  Gewitdit  von  1  EU.  herrorgebracht  wird,  so  ist 
das  VerlftngeruDga-VerhftUniss,  welches  in  derselben  Stange  bei 
einer  Belastung  von  S  Eilogrammen  eintritt,  zu  bestimmen  ans  der 
Gleichung : 

.)  8  =  1. 

Um  das  VerUngerungB-Verh&ltniss  zu  berechnen,  welches  einer 
aus  demselben  Uateriale  bestehenden  Stange  vom  beliebigen  Quer- 
schnitte F  durch  eine  beliebige  verlängernde  Kraft  K  ertheilt  wird, 
hat  man  nach  der  Gleichung: 

2)    S  =  ^ 

zunächst  die  Spannung  pro  Qnadratmillimeter  des  Qaerschnitts  zu 
berechnen,  worauf  dann  wiederum  nach  Gleichung  1)  das  herror- 
gebracbte  Verlftugernngs-VerhllltniBS  bestimmt  werden  kann. 

Die  Zahl  E  wird  der  Elasticitäts-Modulus  (oder  Elaati- 
citSts-Goefficient)  des  betreffenden  Materials  genannt 

Diejenige  QrOsse,  bis  m  welcher  die  Spannung  einer  Stange 
Ton  ID*""  Querschnitt  höchstens  gesteigert  werden  kann,  ohne  dass 
ein  soforügM  Zerreissen  derselben  eintritt,  wird  der  Festigkeits- 
Coefficient  des  betreffenden  Materials  genannt 

Blttar,  Iiigenl*nr-lfach*nlk.    S.  AdD.  1 
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2  Eistet  Abschnitt    9  1. 

TlDter  ElaaticitätsgrenEe  reisteht  man  diejenige  Grenze, 
bis  zu  weicher  die  Spannung  jener  Stange  von  IC""*  Querschnitt 
hfichsteoB  gesteigert  werden  darf,  wenn  nicht  eine  bleibende  Ver- 
längerung in  derselben  hervorgebracht  werden  soll,  d.h.  eine  Ver- 
längerung, welche  nach  Beseitigung  der  TerlAngeniden  Kraft  nicht 
wieder  verschwindet. 

Verkäranngen  kdnnea  als  negative  Verlängerungen,  nnd 
D  r  u  c  k  -  Spannungen  als  negative  Z  n  g  -  Spannungen  aufgeEsast 
werden.  Hau  kann  daher  die  obigen  Oleichangen  auch  benutsen 
ZOT  Berechnung  der  Verkärznng  einer  Stange,  welche  in  ihrer 
LäDgenrichtung  gedrfickt  wird.  Der  Elasticitäts-Uodulns  hat  für 
Dmck-Spannnngen  stets  dieselbe  GrOsse  wie  f3r  Zug- Spannungen. 
Was  dag^en  die  Grfisae  des  Festigkeits-CoefBcienten  und  der  Span- 
nung an  der  Elastioitätsgrenze  betrifft,  so  findet  bei  einigen  Kör- 
pern ein  Unterschied  statt  zwischen  ihrer  WideretandsAbigkeit  gegen 
Dmck  -  Spannungen  nnd  ihrer  Widerstands^igkeit  gegen  Zug- 
Spannungen,  wie  aus  der  nachfolgenden  Tabelle  zu  ersehen,  in 
welcher  die  [Qr  die  Druck -Spannungen  geltenden  Zahlenwerthe  in 
Klammem  eingeschlossen  sind. 


ElatticitSta- 
Hodoloa. 

Spannung  an 

derEIaaticitSts- 

grenze. 

Fertigkeit^ 
Coeffident. 

Onweiwen 

Schmiedeieeu 

Eiiendrabt 

Stahl 

Ooisetahl 

Knpfer 

Kaprerdraht 

ZiüV 

Zinn 

Hening 

Heningdraht 

Bronie 

Bl«i 

AlamiDium 

Silber 

Gold 

Platin 

Glai 

Hol» 

HanfKil 

Lederriemen 

Stein 

Ziegelrtein 

Mörtel 

10000 

20000 

20000 

20000 

80000 

10000 

10000 

9&00 

8500 

6500 

10000 

«000 

600 

6750 

7300 

8000 

16000 

7000 

1000 

700 

7.5      [15] 

25 
«5 
8 
12 

S 
18 
8 
1 

11 
13 
27 

l       [1.8] 

12      [70] 

80 
100 
25      [50] 
40 

4 

8 

12     [100] 
86 
25 

1,5 
20 
29 
27 
84' 

i  "1 

M 

Ml 

M 
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Biagvngt-SpuiBiuigui. 


Die  Spannungeo,  welche  durch  reditwinkelis  snr  L&ngeniich- 
timg  ainee  Balkens  wirkende  Etlfte  im  Inneren  desselben  heiTOi> 
gebracht  werden,  sind  angleiehfitrmig  rertheilt,  sowc^  Aber  ^ 
L&nge  des  Bilkens,  ftia  anch  Aber  die  Flfiehe  eines  jeden  Quer- 
BehnittB,  and  das  Geseti  dieser  Vertheilnng  Iftsst  sidi  aaf  folgende 
Welse  ermiäel». 

Denkt  man  sich  das  eine  Kide  eines  prismatischen  Balkens  in 
horixontaler  lAge  «ngespannt  und  das  andere  finde  mit  einem  Qe- 
iricfate  K  belastet,  so  erkennt  man  snnächst,  dass  durch  diese  Be- 
'lastnog  jeden&Us  eine  Biegung  des  Balkens  hervorgebracht  wird. 
Der  vorher  geradlinige  Balken 
^CT- 1-  nimmt   eine   krummlinige   Fonn 

an,  und  die  conrexe  Seite  Atst 
ErflmmuDg  ist  nach  oben  ge< 
richtet  (flg.  1).  Betrachtet  mau 
den  Balken  als  ein  Bündel  vw 
parallel  neben  einander  liegen- 
den, in  unverschiebbarer  Lage 
an  einander  befestigten  Fasern, 
60  erkennt  man  ferner,  dass  beim  Eintreten  dieser  Biegung  noth- 
wendig  die  oben  liegenden  Fasern  sicli  verlängern,  die  unten 
liegenden  sich  verkflrsen  müssen.  Zwischen  der  obersten  und 
untersten  Fasemschicfat  mnss  irgendwo  eine  mittlere  Fasemschicbt 
steh  befinden,  welche  weder  eine  Ver- 
l&ngening  noch  eine  Verkfinung  er* 
leidet;  diese  mittlere  Fa8erns<Äiicht 
AB  (Fig:.  2)  wird  die  neutrale 
Faser  genannt. 

Die  Verlängerungen  der  obereB 
und  die  VerkflnEuogen  der  unteren 
Fasern  sind  um  so  grflsser,  je  weiter 
die  Fasern  von  der  neutralen  Faser 
entfernt  liegen.  Hau  darf  annehmen, 
dass  die  einzelnen  QuerBohnittB-Gbenen  des  Balkens,  welche  vor 
dem  Gintreten  der  Biegung  rechtwinkelig  zur  geradÜnlgen  Achse 
des  Balkens  standen,  annäherungsweise  auch  nach  eingetretener 
Biegung  noch  ihre  ebene  Form  und   ihre   rechtwinkelige  L^  zu 


Fig.  2. 
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4  Erster  Abschnitt.    §  2. 

der  Dunmebr  gekrümmten  Achsenlinie  des  Balkens  öber&ll  beibe- 
balteD      Die  beiden  onendHch  nahe  bei  einander  liegenden  Quer- 
ecbnitts-Ebenen  M  und  N^  welcfae 
^'*-  ^-  vorher    einander    parallel    waren, 

nebmen  beim  Eintreten  der  Bie- 
gung die  gegen  einander  conver- 
girenden  Lagen  CD  and  EF  ao 
(Pig.  8).  Die  zwischen  diesen  bei- 
den Qneracbnitts-Ebenen  liegeo- 
den  Fasern -Äbscbnitte  batten  vor 
dem  Eintreten  der  Biegung  sftmmt- 
licb  die  gleiche  Länge  MN.  Die 
lAngenftnderungen ,  welche  diesen 
Fasern-AbBchnitten  durch  die  Bie- 
gung ertheilt  werden,  kann  man 
finden,  indem  man  jene  ursprüng- 
liche Länge  MN  von  der  einen 
Ebene  EF  aus  auf  den  Fasern- 
lichtongen  abträgt,  oder  indem 
man  durch  den  Punkt  M  eine  Ebene  GH  legt,  welche  der  Ebene 
EF  parallel  ist  Die  zwischen  den  beiden  Ebenen  CD  und  GH 
liegenden  Theile  stellen  die  Längenänderungen  der  einzelnen  Fasern- 
Abschnitte  dar.  Nach  Fig.  8  ist; 
PQ  _u 


1) 


GC  ' 


Aus  der  obigen  Annahme  folgt  also,  dass  die  Läogenänderun- 

gen  der  beiden  Fasern-Abschnitte  LQ  und  EC  sich  verhalten,  wie 

ihre  Abstände  von  der  neutralen  Faser,  und  da  nach  dem  Etasti- 

citätsgesetze   die  Spannung   der  Längenänderung   proportional  ist, 

so  verhalten  sich  auch  die 

Fig-  4  i^g-  &.  Spannungen    der  einzel- 

S.t — ^ — ^- — ♦■  -■ nen  Fasern-Abschnitte  me 

— ^-r-  ''"'ö  Abstände  von  der  neu- 

1»  traten  Faser. 

*"  Wenn  also   mit  s   die 

Spannung     (pro    Quadrat- 

._ millimeter  des  Querschnitts) 

für  den  im  Abstände  u  von 
der  Neutralen  befindlichen  Fasern -Abschnitt  LQ  bezeichnet  wird 
(Fig.  4),  und  mit  S  die  Spannung  (pro  Quadratmillimeter  des  Quer- 
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sdmitta)  für  den  im  Abstaade  w  befindliaben  Fuera-Abschnitt  EC, 
•0  ist; 

2)    "5-  =  — ,    oder:    «  =  5  — 

Um  die  totale  Spannung  irgend  einer  Faser  zu  bestimmen, 
hat  man  die  pro  Qaadratmillimeter  ihrer  Qaerschnittsflache  ge- 
fiiadene  Spannnng  zn  miiltipliciren  mit  der  Anzahl  der  Quadrat- 
millimeter, welche  ihre  QuerBcbnittsfläche  entb&It.  Denkt  man 
sieh  die  ganse  QuerschnittsflScbe  des  Balkens  zerlegt  in  unend- 
lidi  schmale  parallel  lur  neutralen  Fasemschiobt  liegende  Streifen, 
nnd  siebt  man  den  Flftcbenishalt  /  des  in  der  Entfernmig  »  von 
der  Neutralen  befindliehen  Streifens  als  Querschnitts-FlBobe  jener 
im  Abstände  «  ron  der  Neutralen  NN  li^enden  Fasemsohicht 
an  (Fig.  5),  so  erhält  man  für  die  totale  Spannung  derselben  die 


3)    s./=S^./. 

Diese  Spannung  ist  als  eine  Zug-Spannung  (positive  Spon- 
Dnng)  anzusehen,  wenn  die  betreffende  Faser  (Aierhalb  der  Neu- 
tralen  liegt,  d.  fa.  wenn  u  positiv  ist;  als  eine  Druck-Spannung 
(n^tive  Spannung)  dag^n,  wenn  dieselbe  nnterhalb  der  Neu- 
tralen liegt,  d.  h.  wenn  u  negativ  ist.  Der  obige  Auadmck  kann 
daher  (tuT  positive  sowohl  als  fär  n^ative  Werthe  von  w)  als  all- 
gemein gältiger  Ausdruck  fOr  die  Spannnng  irgend  eines  im  Ab- 
stände w  von  der  Neutralen  be- 
^e-  •■  findlichen  Pasem-Abschnitts  be- 

trachtet werden. 

Wenn  man  eich  durch  eine 
an  der  Stelle  N  hindurchgelegte 
Qnerscbnittsebene  den  Balken  in 
zwei   Theile  zersobnitten   denkt, 
und   UDtersudit,   welche  Erftfte 
zur  Wiederherstellung  des  Gleich- 
gewichtszustandes fflr  das  Stflck 
BN  ui   der   Schnittfljlche   des- 
selben angebracht  werden  mtlBS- 
teo,  so  findet  man:  dass  zunftt^st 
AD   der  Schnittstelle  jeder  einzelnen  Faser  eine  in  die  L&ngenrioh- 
tang   derselben  fallende  Kraft  anzubringen  ist  von  gleicher  Grösse 
mit    der  S{«nnung,    welche    vorher  in  der  Faser  an  dieser  Stelle 
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6  Entet  Abschnitt.    §  3. 

Torhanden  wu  (Flg.  6).  Diese  SpaDDUDgswidarstSnde  der  einselDen 
Faseni  kfiODen,  wenn  die  Biegung  —  wie  roransgesetzt  wstden 
soll  —  eine  sehr  geringe  ist,  als  Horizontalkr&fle  aogeselien  werden. 
Ausserdem  ist  an  der  Scbnittfl&che  noch  eine  vertical  aufwärts 
wirkende  Ejaft  V  anzubringen,  da  }ene  Horizontalkrafte  für  sich  allein 
nicht  ansreicheD  wdrden,  um  der  rertical  abwärts  wirkenden  Kraft  K 
das  Gleichgewicht  zu  halten.  Diese  £raft  V  darf  —  bei  der  vor- 
aosgesetzten  geringen  Abweichung  der  Sduittfläche  von  der  Vertical- 
ebene  —  als  eine  längs  der  TrennuDgefläche  aufwärts  wirkende 
Widerstandskraft  angesehen  werden,  welche  einer  Yerscbiebung  des 
Stückes  BN  längs  jener  Fläche  entgegenwirkt,  und  wird  der  Wider- 
stand gegen  Abscheerung  genannt.  Da  die  Kräfte  V  und  K  die 
einzigen  Verticalkräfte  sind,  welche  auf  das  Stück  £^  wirken,  so 
ist  nach  den  allgemeinen  Gleichgewichts-Bedingtmgen: 
4)     r=K. 

In  der  Qaerschnittsfläche  ist  also  ansser  den  Spaonungswider- 
ständen  der  horisontalen  Fasern  noch  ein  Widerstand  gegen  Ab- 
scheerung tbä^g  von  gleicher  GrOsse  mit  derjenigen  Eraft  (K), 
welche  ohne  das  Vorhandensein  dieses  Widerstandes  eine  Verschiebung 
längs  der  QuerschnittsSäche  hervorbringen  würde. 

Die  einzigen  Horizontalkrfifte,  welche  auf  das  Sttlck  BN 
wirken,  sind  die  Spannungswiderstände  der  einzelnen  Fasern.  Ober- 
halb der  Neutrales  wirken  diese  Erfifte  von  rechts  nach  links,  unter- 
halb derselben  von  links  nach  rechts.  Die  algebraische  Summe 
dieser  Horizontalkräfte  muss  gleich  Null  sein.  Nach  Gleichung  3) 
ist  also: 


6)     s(|„/)=0. 


Wenn  man  die  Grösse  —  als  gemeinschaftlichen  Factor  aller 

unter  dem  Summationszeichen  vereinigten  Glieder  fortlässt,  so  er- 
hält man  die  Gleichung: 

6)  2(/u)  =  0. 
Diese  Gleichung  zeigt,  daas  die  Momenten- Summe  sämmtlicher 
Flächentheilßhen  der  Querschnittsfläche  (Fig.  S)  in  Bezug  auf  den 
in  der  neutraten  Fasemschicht  liegenden  Horizontal- Durchmesser 
NN,  welcher  die  neutrale  Achse  genannt  wird,  gleich  Null  ist. 
Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte*)  kann  statt  dieser  Uomenten- 

*)  „Analytiaehe  Meohnik"  (S.  Aufl.)  g  81. 
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Bi«gnDga-6pMiDang«n.  T 

Samme  auch  das  Prodnot  ans  der  ganzen  QuerechnittsflScbe  in  den 
Abstand  ihres  Sefawerpnnktes  von  jener  Achse  gesetzt  werden,  nnd 
da  dieses  Froduct  gleich  Noll  ist,  so  folgt  hierans,  daas  der  Schwer- 
punkt der  Qnersehnittsfläche  in  der  centralen  Achse  NN  selbst 
liegt.  Durch  Gleicbung  7)  wird  also  die  Lage  der  neatraleq  Adm 
bestimmt;  diese  Oleiohang  drückt  aus;  daas  die  neutrale  Fasern- 
sehieht  diejenige  ist,  welche  dnrch  die  Schwerpunkte 
sammtlieber  Querscbnittsflftcheo  hindurchgeht. 

Die  allgemeinen  Qleicbgewichts-Bedingnngen  erfordern  ausser- 
dem  noch:  dass  die  algebraische  Summe  der  statischen  Uomeute 
a&mmtlicher  auf  das  Stack  BN  wirkenden  Krftfte  in  Bezog  auf 
eine  beliebige  Achse,  i.  B.  in  Bezug  auf  die  in  Fig.  6  rechtwin- 
kelig zur  Bildflache  staheode  neatrale  Achse  N,  gleich  Null  ist 
Es  mass  also  das  statische  Homeot  der  Kraft  K,  welche  ffir  sich 
allein  eine  toq  links  und  rechts  gerichtete  Drehung  hervor- 
bringen würde,  gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  aller 
Spannnngswiderst&nde  sein,  deren  jeder  für  eich  allein  eine  von 
rechts  nach  links  gerichtete  Drehnng  um  die  Adise  herroi^ 
bringen  wfirde.  Das  statische  Moment  des  Spannungswideratandee 
der  im  Abstände  h  von  der  Keutralen  befindlichen  Faser  ist  gleich 
Suf 


u;  folglich  ist: 


')  <¥■') 


=  K-x, 


oder  in  Worten  ansgadrfickt;  das  Widerstandsmoment  der 
Fasern 'Spannungen  ist  gleich  dem  Momente  der  bie- 
genden Kraft 

Die  QrOsse  —  als  gemeinschaftlicher  Factor  aller  nater  dem 
Sununationszeichen  vereinigten  Glieder  kann  auch  vor  das  Sum- 
mationszeichen  gesetzt  werden,  also  ist: 

8)     ^'S(/u')  =  Kx. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  SC/»*)  die  Summe  aller  Pro- 
dacte  aus  den  einzelnen  Fllcbentbellohen  der  QuerschnittsflSehe 
in  die  Quadrate  ihrer  Abstftnde  von  der  neatralen  Acbse,  oder 
das  Tr&gheitsmoment  der  Qaerscbnittsflftcbe  in  Bezug  auf 
den  horizontalen  Schwerpnnktsdnrchmesser  derselben.  Wenn  man 
dieses  Trftgheitsmoment  mit  X  bezeichnet,  so  nimmt  die  obige  Glel- 
ehnng  ^e  ainbcbere  Form  an: 
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Enter  Abachnitt.    §  3. 


9) 


-X  =  Kx. 


K,      K, 


n 


FSr  den  FkII,  in  welchem  stitt  der  einen  Kraft  K  mehrere 
biegende  Terticallcrafte  K^,  f,,  K^  aaf  das  Stflek  BUi  wirken 
(Fi>.  7),  wfirde  man  statt  Kx  die  Grosse: 

10)     3Ä  =  fi'ia:, -1-^,«, +Ä,Tj 

als    Summe    der    statischen 
FlfT'  '■  Momente   aller   dieser  bie- 

genden Krftfte  in  Bezug  auf 
den    Punkt     'S   zu    setzen 
haben.    Wenn  man  also  all- 
gemein mit  3R  die  Momenten- 
Snmme  aller  rechts  tou  der 
Stelle  N  wirkenden  Vertical- 
kräfte  in  Bezog  auf  die  neu- 
trale   Achse    dieses    Quer- 
schnitte, oder  das  Biegungemoment  an  dieser  Stelle  bezeichnet, 
so  kann  man  der  obigen  Gleicbang  die  noch  eiobehere  und  all- 
gemeinere Form  geben: 


11) 


--%  =  % 


In  dieser  Oleicfaung  bedeutet  8  die  Spannung  (pro  Quadrat- 
millimeter des  Querschnitts)  für  die  im  Abstände  w  fon  der  Neu- 
tralen befindliche  Paser,  also  —  wenn  man,  wie  hier  vorau^e- 
setzt  werden  soll,  unter  \b  die  Entfernung  der  am  weitesten  Ton 
der  Neutralen  entfernt  liegenden  Faser  verateht  —  zugleich  die 
stärkste  Spannung  (pro  D""),  welche  in  der  ganzen  Querschnitts- 
flftche  rorkommt.     Die  obige  Oleichnng  kann  daher  in  der  Form: 

12)  s=^9ro 

benutzt    werden,    um    die  Spannung   der  am  st&rksten  gespannten 
Faser  zu  berechnen,  sobald  das  Trägheitsmoment: 

13)  3;=S(/«») 

für  die  betreffende  Quersohnittaform  zuvor  bestimmt  wurde.*) 

Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integral  -  Rechnung  würde 
man  dem  obigen  Ausdrucke  für  das  Trägheitsmoment  die  Form  zu 
geben  haben: 


*)  8.  „Analjtiache  Mechanik"  (3.  Anll.)  §  100  ond  „Technische  HechftDik" 
(7.  Aufl.)  g  117  und  §  143. 
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Graphisch«  DustollaDff  der  Bi«gDiig«momante. 


14)     % 


=/ 


dF.u', 


indem  dud  mit  F  die  ganEe  QuerschDittafläche  und  mit  dF  den  nn- 

endlich  kleinen  Flficheninhalt  des  im  Abstände  u  von  der  neatrElen 

Achse  parallel  lu  derselben  Uzenden  FlUoheDstreifens  bezeiohnet 

Fflr  den  in  Fig.  8  du^estellten  recbt- 

^g-  ^  eckigen    Qaersohnitt   i.    B.    wOrde    man 

dF^bdu   zn  setzen    haben,    and   man 

i      erb&It  durch  Ausfahrung  der  Integration 

fSr  das  Trägheitsmoment  der  rechteckigen 

Querschnittsflache  von  der  Breite  b  und 

der  Hohe  h  die  Gleichung: 

+'(1"«  +'(i* 

15)     %=jbdu.u'  =  bju'du=^^^- 

-Vi*  -',T» 

Nach  Gleichung  11)  vfJrde  also  fDr  den  rechteok^en  Quer* 
schnitt  die  grOsste  Biegungs- Spannung  zu  berechnen  sein  ans  der 
Gleichung: 

16)    ^  =  W. 


Bei  dem  prismatischen  Balken  hat  das  Trägheitsmoment  Z 
fnr  alle  Querschnitte  dieselbe  GtrOsse;  ebenso  auch  der  Abstand 
te  der  am  stärksten  gespannten  Faser  von  der  Neutralen.  Nach 
Gleichung  12)  des  vorigen  Paragraphen  ist  also  bei  dem  prisma- 
tischen Balken  die  grOsste  Bi^ungs-Spannung  8  stets  proportional 
der  Grösse  des  Biegnngamoments  SR.  Wenn  man  an  den  einzelnen 
Punkten  der  horizontalen  Achsenlinie  des  Balkens  Perpendikel  er- 
richtet, deren  Längen  die  Grössen  der  Biegungsmomente  an  diesen 
Stellen  darstellen,  so  bilden  die  Endpunkte  dieser  Ordinaten  eine 
Ijnie,  deren  Form  das  Gesetz  Teraasebaolicbt,  nach  welchem  das 
Bi^ongsmoment  SR  mit  dem  Abstände  rom  Endpunkte  des  Bal- 
kens sieh  ändert;  und  dieselbe  Linie  kum  zugleich  gelten  als 
gnphiadie  Dantellang  des  Gesetzes,  nach  welchem  du»  grOtste 
KegODgs- Spannung  8  von  «nem  Endpunkte  des  Balkene  bis  zum 
andern  sidi  ändert. 
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10 


Erater  Abschnitt    §  8. 


Bei  dem  nrsprQnglich  angenommeneD  Falle,  in  welohem  nur 
eine  biegeDde  Kraft  am  freien  Endpnnkte  des  Balkens  voraos- 
gesetzt   wnrde,    nhrt   die   graphische    Daretellnng    der   Biegungs- 


Fig.  9. 


momente  zu  der  genulen  Linie 
5PC(Pig.  9);  denn  man  er- 
halt ffir  das  Terhältnisa  der 
BieguDgsmomente  an  den  bei- 
den Stellen  N  nnd  A  die  Glei- 
chung : 

^       Kx        X 


»)     äö-  = 


SR.  ~  Kl  ' 


l 


Wenn  gleichzeitig  zwei  reitical  abwärts  gerichtete  biegende 
Kräfte  iT,  und  K^  anf  den  Balken  wirken,  so  kann  man  die 
graphische  Darstellnng  der  Biegungsmomeiite  in  der  Weise  aus- 
fähren, dass  man  znn&chst  ffir 
*^'*"  ^*'  jede  der  beiden  Kräfte  einzeln 

genommen  die  graphische  Dar- 
stellung der  Biegungsmomeiite 
anf  dieselbe  Weise  wie  bei  dem 
vorigen  Falle  construirt,  nnd 
nachher  an  jedem  Funkte  der 
horizontalen  Achsenlinie  die 
beiden  Ordinatea  summirt, 
welche  fOr  diese  Stelle  in 
jenen  beiden  Figuren  sich  er- 
geben hatten.  Man  erhUlt  auf 
diese  Weise  aus  den  beiden 
Figuren  10  und  11  die  Fig.  12, 
in  welcher  letzteren  k.  B.  die 
Ordinate  iVP=  SDl  zusam- 
mengesetzt ist  aus  den  beiden 
Stflcken: 

2)  NQ  =  mt  =NL=   . 
K,x,  (Fig.  10) 

und 

3)  QP='SHt=NR  = 
K,x,  (Fig.U). 

Wenn  die  Kraft  K,  vertical  aufwärts  wirkt  (statt  ?ertical  ab> 
wärts),  so  ist  der  Beitr^,  welchen  dieselbe  zu  dem  Bipgnngsmoinente 
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CrapfaiMhe  Duatellnng  d«r  Bi«gangimomeDte.  H 

SR  lisfaii,  eine  negative  GrOsae.  Ifan  würde  dem  mtsj^echend 
tax  diesen  Fall  die  Ordinaten,  welclie  die  von  der  Enft  iT,  allein 
bervorgebncfaten  Biegnogsmomeute  darstellen,  sämmtlich  von  der 
Horisontalen  ans  nach  unten 
hin  abzutragen  und  nachher  bei 
der  ZoBanraienaetzung  der  bei- 
den Ordinaten  för  jede  einzelne 
Stelle  die  zweite  von  der  eisten 
za  subtrahiren  haben  (E^g. 
18).  Fdr  das  Biegangsmoment 
an  irgend  einer  links  von  dem 
Angriffspunkte  E  gelegenen 
Stelle  N  erfaftlt  man  nach  V\g. 
13  die  Gleichung: 

4)  g«=Ä,x,  — ÄjiT,. 
In  dem  apeüelten  Falle,  wenn  die  beiden  Erftite  Kj,  K,  ein 
Er&ftepaar  bilden,  wird  das  Biegungsmoment  3R  an  allen  Stellen 
iwiseben  A  und  E  gleich  gross.  Denn  man  erhftlt  ans  der  obigen 
Gleichung,  indem  man  darin  K^  ^  K,  ^  E  und  x^  —  ^1=0 
setzt,  fOr  alle  Biegungsmomente  der  Strecke  AE  den  constanten 
Werth: 

6)     SR  =  iTo, 
welcher  zugleich  das  Moment  jenes  ErSflepaares  bildet    Die  gra- 
phische Darstellung   der  Bieguagsmomente   ergiebt   daher   fBr   die 
Strecke  AE  eine   horizontale 
^'«-  ^*-  Dnie  (Pig.  14).     Indem  man 

^_  ■T'  daa  in  Bezug  auf  Pig.  13  er- 

^H  „  klärte  Verfahren  anwendet  auf 

^■■|H^BB^HM||.  den  Fall,  in  welchem  mehr  als 

BBI^BBMBIPiiiMlilllW-        '^^'  '*^^?''"^^  Klüfte  Torhan- 
^^pm^H^imiinw  1  ii jiiBii|iniik n     j^^i  g-^^^  erkennt  man,  dass 

|p  die  graphische  Darstellung  der 

L.  BieguDgsmomente  Immer  .zu 
einer  gebrochenen  Linie  fflhit, 
und  dass  die  Anzahl  der  geradlinigen  Stficka,  aus  welchen  diese 
gebrochene  Linie  sich  zusammensetzt,  fibereinstimmt  mit  der  An- 
zahl der  bi^enden  ErAfte.  Wenn  also  diese  Anzahl  unendlich 
gross  und  zugleich  d^r  Abstand  zwischen  zwei  benachbarten  Erftften 
nnendlioh  klein  wird,  so  geht  die  gebrochene  Linie  fiber  in  eine 
krumme  Ijnie. 
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12  £r*tflr  AbMhoitt.   §  ä. 

Für  eine  stetig  and  gleicharmig  ab«r  die  Länge  dea  Balkens 
vertheüte  Belastung   von   der  GrSsse  p   pro  Längeneinheit   nimmt 
^er    die    graphische    Dar- 
^K-  '*■  BUUnng   die   in   Fig.  15  an- 

gegebene Form  an.  Das  Ver- 
h&ltnisa  der  beiden  Bi^nngs- 
momente  an  den  Stellen  N 
und  A  hat  die  QrOsse: 

.,      m       TP**      a:» 

Die  krnmme  Linie  BPC  ist 

daher    eine    Parabel,    deren 

±.  Scheitelpunkt  mit  dem  Paukte 

B,  naA  deren  Achse  mit  der 

durch  diesen  I^nkt  gelegten  Verticalen  zusammenfällt 

Denkt  man  sich  bei  dem  In  Fig.  16  dargestellten  Balken  AB, 
welcher   an    beiden  Endpunkten   unterstätzt   und   an    irgend    einer 
Zwischenstelle  C  mit  einem 
P'«'  **■  Gewichte  Q    belastet    ist, 

iTTÖf^)  ^Q(A)   den  Theil^C  in  eine  feste 

Wand  eingeschlossen ,  so 
erkennt  man,  dass  ßr  den 
Theil  BC  die  graphische 
Darstellung  der  Bieguiigs- 
momente  auf  dieselbe  Weise 
wie  in  Fig.  9  auszufahren 
Q  ist,    nur  mit   dem  Unter- 

schiede, dass  hier  die  Or- 
dinaten  sämmtlich  nach  unten  hin  von  der  Horizontalen  aus  ab- 
zutragen sind.  Ffir  das  Biegungsmoment  an  der  Stelle  C  erhält 
man  die  Gleichung: 

7)     W.i=CD  =  K^b  =  Ka, 
welche  nach  Substitution  des  ffir  K  (oder  £*,)  aus   dem  Gesetze 
des  Hebels  sich  ergebenden  Werthes  die  Form  annimmt: 

lodem  man  auf  den  Fall,  in  welchem  der  Balken  mit  zwei 
oder  mehreren  Gewichten  belastet  ist,  wiederum  das  in  Bezog 
auf  die  Figuren  10,  11,  12  erklärte  Verfahren  anwendet,  gelangt 
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AIlgHMine  DiSn«DiUl>älttichiiDg  d«r  elutiMhen  Linie. 


18 


man  xn  den  Figuren  17  and  18,  in  welcher  letiteren  dne  itetlff 
aber  die  ganze  Balkenlftnge  vertheilta  Belutung  ronusgeietit  tat 
Wenn  zugleich  ugenommeD 
wird,  duB  diese  Belastung 
gleiohfCrmig  Aber  die  Ling« 
A  B  TertheiU  ist  und  die  Grtiie 
p  pro  Längeneinheit  bat,  so 
ergiebt  sieb  fOr  das  Blegungs- 
momant  an  der  im  Abstände  x 
Ton  der  Mitte  befindlichen  Stalle 
N  die  Gleichung: 


Fig.  IS. 


9)   sm  =  ifp=jrci— »)— 


?('-»)■ 


welche  nach  SubstitotioD  des  Werthes  K^pl  die  Form  «mimmt: 


10)  m=^^''-''>- 

Ans  dieser  Qleiobong  etbtlt 
man  tta  das  Biegnngsmoment 
in  der  Hitte  des  Balkens, 
indem  nun  x  =  0  setzt,  den 
Werth: 

11)  Vlt,=  ^!^- 

FfiT  das  Verbiltaiifls  djeeer  beideo  BiegaDgemomeat«  erglebt  alcb 
demnaeb  die  Gleichling; 

m         ^pd'  —  x')  _  ;i_a.i 


12) 


wddie  tSgt,  dasi  die  Curr«  BPA  eine  Patabel  ist,  deren  Achse 
mit"  der  dnrdi  den  Mittelpnnkt   des  Balkms   gelegten  Vertlcalen 


84- 


Di0  bnmma  line,  in  welebe  Ims  der  Blegang  des  Balkens  die 
■■fcw  gcradBuge  ÄAm  desaelba  ttieig^,  wird  die  elastische 
Lisi«  gvaat  DM  neadlic^  Ueiw!  BogeiutGek  MX  (Tit^  t) 
fiBHT  üaäiaAm  Um  hm  ab  ^  SreUMgsa  aagwrtieB  v«r4«>. 
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14  Erster  Atwohnitt.    g  i. 

dessen  Hittelpunkt  0  mit  dem  Gonvergenzpnnkte  der  beiden  Nor- 
malen CD  und  EF  znsammennilt,  nnd  dessen  Halbmesser  0M=  g 
den  KrflmmtiDgshalbmeaser  der  elastiBchen  Linie  ffir  diese  -Stelle 
bildet  Aas  der  Aebnlicbkeit  der  beiden  Dreiecke  CGMvmä  MNO 
in  Fig.  8  ergiebt  sieb  die  Proportion: 

i)    ^  ^  Jtfö 

Der  Quotient  auf  der  linken  Seite  ist  das  Terlangemngs-Yer- 
bälbiiss  desjenigen  Fsseniabschnitts,  dessen  Spannung  (pro  Qaa>- 
dratmillimeter   des    Querscbnitta)    mit   S   bezeiobnet    wurde,    alao 

(nach  §  1,  Qleichung  1)  gleicb  -=-.     Wenn  man  femer  MG  =  lo 

und  ON=f  aetst,  so  erhalt  man  die  Gleicbung: 

„.      S        w         ,           S        E 
2)     -=-  =  — ,     oder:      —  = 

Nacb  SnbsUtution  dieses  Wertbes  nimmt  die  in  §  2  gefundene  all- 
gemeine Qleicbung  11)  die  Form  an: 

p 

Diese  Qleicbnng  seigt,  dass  der  Eränrnrnngsbalbmesser  p  dem 
Biegungsmomente  3R  umgekehrt  proportional  ist,  und  dass  an  den 
Stellen,  wo  3ß  =  0  ist,  der  ErümmungshalbmesBer  p  =  oo  wird. 
Wenn  mit  tp  der  Winkel  bezeichnet  wird,  weleben.  die 
elastisdie  Linie  an  der  Stelle  M,  deren  Coordinaten  x,  y  sind, 
mit  der  Horizontalen  einscbliesst,  oder  der  Winkel,  weleben  die 
an  dieser  Stelle  erriebtete  Normale  MO  mit  der  Vertioalen  ein- 
scbliesst (Fig.  19),  80  ist  der  unendlich  kleine  Winkel,  welchen 
die  in  den  benachbarten  Punkten  M  und  N  erricbteten  beiden 
Normalen  mit  einander  eioscbliessen ,  mit  d<^  zu  bezeichnen;  man 
erhält  also  für  das  zu  diesem  Winkel  gebOr^e  Bogenelement  die 
Qleichang: 

4)     MN=<)d(f. 

Da  eine  sehr  geringe  GrOsse  der  Durobbi^fUDg  Torausgesetzt 
wird,  BO  darf  ffir  den  Winkel  9  als  einen  sehr  kleinen  Winkel  die 
Tangenteniahl  an  die  Stelle  der  Winkelzabl  gesetzt  werden;  auch 
darf  man  das  Bogenelement  MN  rertauBchen  mit  dessen  Horizontal- 
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ProJMÜon  MQ  =  dx. 
Fom  8d: 


Die   vorige  Qleichong   nimmt  alBdann  die 

5)    Äc  ==  p  d  (tg  <p). 
FAr  die  GrOese  tg  «p  ergebt 
sich  aus  dem  nnendlich  klei- 
nen rechtwinkeligeD  Dreieck 
MNQ  der  Ausdruck: 


8)    's»— I:. 


folglich 

M 

der  Erflmmungs* 

halbmesser 

□  zu  beatimDien 

aus  de 

Gleichung: 

') 

dx  = 

-<f). 

oder: 

1 

=iV. 

P 

dx' 

Wenn 

man 

dleeen  letstereu 

renml-Qleiebnng  der  elastisctieii  Linie: 


Werth  für  —  in  Gleicbang  3) 

P 
snbstituirt,  so  erhält  man  die 
folgende    allgemeine    Diffe- 


ES. 


dx*  ' 


Mit  Hülfe  dieser  allgemeiDen  Gleichung  kann  man  die  Form 
der  elastischen  Linie  berechnen,  indem  man  zunächst  für  das 
Bi^nngsmoment  9R  als  Fimction  ron  x  die  den  speciellen  Fällen 
entsprechenden  Ausdrücke  substttnirt,  und  alsdann  durch  zwei- 
maiige  Integration  die  Ordinate  y  als  Function  der  Abscisse  x 
danteUt. 

§&. 
Berecbnong  d«r  Durclibltgwiien. 

För  den  b  Fig.  20  dargestellten  Fall  des  an  einem  Ende 
horisontal  eingemauerten  und  am  freien  Ende  B  mit  einem  Ge- 
wi^te  K  belasteten  Balkens  hat  man: 

1)  m  =  K{i—x) 
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16  Eiiter  Abschnitt.    §  i. 

Sil  setzen,  und  iadem  man  zugleich  die  am  SohlusBe  des  Torigea 
Paragraphen  gerundene  allgemeine  Gleicbnng  anf  beiden  Seiten  mit 
dx  mnltiplicirt,  erhält  man  die  Gleichung: 


2)     EZd(^^  =  K(l~x)dx. 


=  0  die   Grosse  - 


Wenn  man  alsdann  die 
erste  Integration  aas- 
führt  nnd  zugleich  be- 
rücksichtigt,   dasB    fjlr 

dx 

=  tg  9  ebenfalls  den 
Werth  Null  annimmt  (da 
an  der  BefesUgungsstelle 
A  die  elastische  Linie 
horizontal  gerichtet  ist), 
80  gelangt  man  zu  der 
folgenden  Gleichung: 


3)    ez^  =  K(i.-f), 

welche  mau  benutzen  kann,  um  für  jeden  Werth  von  x  den  zu- 
gehörigon  Werth  der  Grösse  -^  =  tg  9  zu  berechnen.    Für  x  =  l 


dx 
vird   ^  =  tg  CO;    es  ergiebt  sich   also   für  diese   letztere  Grösse 


iL 
der  Werth: 


Kl' 


Indem  man  die  Gleichung  3)  auf  befden  Seiten  mit  dx  multi- 
plicirt  und  hierauf  die  zweite  Integration  ausfuhrt,  erhält  man  — 
in  gleichzeitiger  Berücksichtigung  des  Ümstandea,  dasB  die  Inte- 
grations-Gonstante  wiederum  gleich  Null  zu  setzen  ist,  insofern  ffir 
x  =  0  auch  ^  =  0  wird  —  die  folgende  Gleichung: 


6)     E%y  =  K 


(Ix*       x*\ 


ans  welcher  man  ffir  jeden  gegebenen  Werth  von  x  den  zuge- 
hörigen Werth  der  Ordinate  y  (»rechnen  kann.  Für  x  =  l  wird 
II  =/;  man  erhält  also  fOr  die  Senkung  des  Belastungspunktes  B 
den  Werth: 
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BeKcbnuig  det  Darehbiagangea. 


^    •'       ■6E% 
WesD  man  diese  letztere  Qleichang  dorch  die  oben  fOi  tg  o 
gefundene  dividirt,  so  eritiält  man  die  Gleichung: 

welche  teigt,  dass  die  Horizontale  des  Befestigungspunktes  A  von 
der  darch  den  Belastongsponkt  B  gellten  Tangente  geachnitten 
wird  au  einer  Stelle,  welche  im  Abstände  -^  vom  Fnnkte  Ä  liegt. 

D»  Qleictiiiiif  7)  bietet  m^leich  «in  Mittel,  die  Darcbbiegong  /  auf  in- 
direetmi  Wege  in  meweD,  und  iwai  gentner,  sh  dies  durcb  directfl  Hetsung 
geecbehen  kann.  Wenn  min  »n  d«m  freien  Endpunkte  B  einen  Spiegel  bs- 
Teitigt,  deasen  Ebene  leehtwinkelig  n  der  B&lken-Acbse  gerichtet  ist,  nnd 
mitteilt  eines  ftof  dieaen  Spiegel  gerichteten  Femrohn  du  Bild  eines  in  der 
Biegnngaebene  anfgesteUten  vetticalen  Hmuutsbee  betrachtet*),  lo  kann  nun 
auf  diese  Weise  die  GrOsse  des  Winkele  u  mit  grouer  Qenanigkeit  beobachten 
nnd  nach  Snbititntion  des  für  tg  u  gefondenen  Werthea  alsdann  ans  Gleichnng  T) 
die  OrOue  der  DnrchbiegQng  berechnen. 

Wenn  der  Balken  an  der  Befestignngsetelle  Ä  nicht  in  hori- 

lontaler  läge,    sondern    in   einer  um  den  sehr  kleinen  Winkel  a 

nach  unten  hin  von  der 

^^^  Fig.  21.  Horizontalen      abwei- 

^^H  chenden    Lage    einge- 

^^B^_^ je_ P.___fc.?.....,  manert  wÄre  (Fig.  21), 

^         — -.„^^^  J  so  wdrde  man  bei  Aus- 

^^1  ^**'**''''*^  I  '/         ffthrung  der  ersten  In- 

^^H  ih^  :  tegratlon    za    berfick- 

im  ^^N,,,^^  I  sichtigen  haben,    dass 

^§:5f      die    Integratiras-Con- 
stante  in  diesem  Falle 
\j^        nicht  gleich  Moll,  son- 
dern gleich  Et.  tga  ist, 

insofern  -^  =  tg  a   wird    för  x  =  0.     Statt  Gleichnng  3)   wflrde 

ax 
man  also  ffir  diesen  Fall  die  folgende  Oleiehaog  erhalten: 

und  die  hiemach  aoszufUtrende  zweite  IntegratioD  ergiebt  die 
OlfflchDDg: 

•)  TeigL  Analjtische  llechuik  (8.  Anfi.)  g  108. 

Blttar,  liiciBl«n;-i(«bulk.    S.  Anfl.  2 
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Erster  AbKhnitt.   §  5. 


Aus  diesen  letzteren  beiden  Gleiditingea  erliält  mas  resp.  fOr  tg  ra 
und  /  die  Wert^e: 

Kl' 


10) 


f  +  <«<h 


11) 

/  = 

=  3^Ä  +  '^^ 

t    m&n 

hierin  E  =  0,   so  wird    tg 

^=tg<.  mi/ 

=  '*^"/. 

setit 

4nd«rea 

M&l 

tg«  =  0,    ao  erhält  m 

an  «je  oben  tg 

""  Tsi 

Dnd 

■      Jede  der 

beiden  OrOuen  tga  jt 

nd  /  Mtrt  dich 

also  iDsammen 

Fig.  22, 


ans  den  Beitrügen,  welche  die  beiden  ituarameo wirkenden  Uraachen:  nSmlich 
eisteos  das  VoThandenBeia  der 
biegenden  Kraft  E  und  iwei- 
tens  das  VoThandeneein  der 
sclirägen  Binmanening,  ein- 
leln  genamineD  in  dieteii 
Grössen  liefern,  wie  Fig.  23 
beispielsweise  in  Beiag  aaf 
dieOrOsse/ieigt.  Ans  diesem 
Gmnde  darf  I>ei  den  näcbst- 
folgendea  Fällen  wiedtmin  die 
horitontale  Einmanernng  Tor- 
ausgeaetit  werden,  ohne  daes 
die  Allgemeinheit  der  Dnter- 
sncbaog  dadurch  beeiotrScb- 
tigt  würde,  insofern  man  den 
auf  solehe  Weise  gefundenen  Gleichungen  dnrcb  Eintnfügang  der  den  Winkel 
a  enthaltenden  QUeder  jedeneit  leicht  diejenigen  FormeD  geben  bann,  in  wel- 
chen sie  rar  den  Fall  der  schrägen  Einmaaemng  Gültigkeit  haben. 

Wenn  es  statt  der  ein- 
^'K-  **  zelnen  Kraft  K  ein  am 

freien  Ende  des  Balkens 
wirkendes  Erftftepaar 
vom  Momente  SR  =  Ka 
ist,  welches  die  Bi^ang 
deBselben  hervorbringt, 
so  hat  —  wie  aus  Fig.  14 
SU  ersehen  —  das  Bie- 
gungsmonaent  in  allen 
Fnnkten  der  elastischen 
Linie  die  gleiche  QrOsse.  Es  ist  daher  bei  dem  in  Fig.  23  darge- 
stellten Falle  das  Bi^angsmoment  SR  als  eine  ron  x  unabhängige 
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Conatante  za  befajuidelii,  deren  Grtaae  in  dem  Momente  des  bie- 
genden Erfiftepasree  selliet  gegeben  iet,  ond  die  Anwendung  des 
oben  erklarten  Beehnnngs  -  VerfelueDS  flihrt  m  den  folgenden 
Gleichangen: 


12) 
13) 
14) 


Et 


d'y 
dx'~ 


=  Conet., 


4t' 


-Stx, 


ans  welchen  nun  nach  SnbstitntioR  dea  Werthee  x  = 
die  GrCeaen  tg  oi  nnd  /  die  folgenden  Werthe  erhftlt; 
m  Sil' 


l  resp.  fflr 


16) 


Nftcli  §  4  (Gleichnng  3)  bat  der  Krümm nngs- Halbmesser  der 
«laBÜKlien  Linie  ia  diesem  Falle  die  fiberall  gleiche  GrOsse: 

EI 


17)     p  = 


a» 


Die  elsstiBche  Unie  ist  also  ein  Ereislx^^  und  der  in  Glei- 
«hang  1&)  gefundene  >^kel  a  bildet  zngleioh  den  Centriwlnkfll 
dieses  Kreisbogens. 


Fig.  2*. 


Fdr  den  in  Fig.  24 
dErgestellten  Fall  einer 
gleichfSrm^  Aber  die 
Unge  des  Balkens  ver- 
tbeilten  Selastnng  von 
der  Grösse/)  pro  Längen- 
einheit hat  man: 

18)    SÄ^Efcf)-' 

in  setzen,    nnd  es   er- 
geben  sich   fSr   diesen 


Fall  die  fo^nden  Gleichungen: 


20)    EZ^ 


^=.(¥- 


D,„.z,d,  Google 


21) 


Enter  Äbachnitt.    §  6. 

tg 


.  pi' 


23)    /  = 


nMtzung  dir 


Wie  in  §  3  erkläit  nurde,  kann  man  die  Grdese  des  Biegungs- 
moments  3R  betrachten  als  zuBaminengeaetzt  aus  den  einzelneo 
(positiven  oder  negativen)  Beitr&geo,  welche  die  einzelnen  biegen- 
den Ej-ftfte  zu  demselben  liefern.  Aaf  gleiche  Weise  setzt  sieb 
such  die  Durchbiegung  /  aus  den  fiinzelnirkuogen  dieser  Kräfte 
zuaaminen,  und  dasselbe  gilt  von  der  Grösse  tg  co,  als  der  Tan- 
gente des  Neigungswinkels  der  elastischen  Linie  am  freien  End- 
punkte des  Balkens.  Man  kann  daher  die  Durchbiegung,  welche 
mehrere  gleichzeitig  vorhandene  Belastungen  am  freien  Endpunkte 
des  Balkens  hervorbringen,  in  der  Weise  berecboen,  dasa  mau 
zunächst  die  allgemeine  Gleichung  aufstellt  [för  die  Durchbiegung, 
welche  ein  einzelnes  an  beliebiger  Stelle,  z.  B.  im  Abstände  n  von 
der  BefestiguDgsstelle,  angehängtes  Gewicht  Q  am  Endpunkte  des 
Balkens  hervorbringt,  und  nachher  die  mit  Hülfe  dieser  allge- 
meinen GleichuDg  zu  bestimmenden  Beitr^e  summirt,  welche  die 
einzelnen  Belastungen  zu  der  ganzen  hervorgebrachten  Senkung 
des  Endpunktes  liefern. 

Ffir  die  von  dem 
Gewichte  Q  am  Bela- 
stungspunkte M  selbst 
hervorgebrachte  Sen- 
kung ergiebt  sich  aus 
der  Gleichung  6)  des  vo- 
rigen Paragraphen  der 
in  Fig.  25  angegebene 
Werth  0,  und  für  die 
Grfiüse  tg  (D  erhält  man 
aus  der  Gleichung  4) 
des  vorigen  Paragraphen,  indem  man  darin  Q  statt  K  und  a  statt  l 
Siitzt,  den  Werth: 


Fig.  25. 


l)      tgM  = 


■ZE% 
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/  = 


Flj.  ». 


Die  Saikniig  des  Endpunktes  B  seist  sieh  aas  den  beiden  Tbeilen 
a  nod  (I — a)tg(D  insammen,  luit  also  die  QrOsse; 

Hiernach  ergebt  sich 
I.  B.  bai  dem  in  Yig.  26 
du^tellten  fkUa  fSr 
die  von  den  b^den  Qe- 
wicbten  Q,  nnd  Q,  zu- 
sammen genommen  her- 
Torgebnchte  Senkong 
des  Endpnnktei  B  die 
Gleichung: 

nnd  far  die  QrOsse  ig  a  erbftit  man  —  ebenfalls  durch  Sommation 
der  von  den  beiden  Belastungen  zu  derselben  gelieferten  Beiträge 
—  den  Werth: 

Dasselbe  Verfahren  kann  man  aoch  anwenden  auf  den  Fall, 
in  welchem  die  Anzahl  der  biegenden  Erftfte  unendlich  gross  ist, 
also  E.  B.  aaf  den  Fall  einer  stetig  und  gleichförmig  —  entweder 
aber  die  ganze  BalkenUli:^  oder  Aber  einen  Theil  derselben  — 
vertheilten  Belastung.  Wenn  mit  p  die  Belastung  pro  Lftogenein- 
heit  beieichnet  wird,  so  ist  pdx  die  Belastung  der  im  Abstände  x 
von  der  Berestignogsstelle  befindliches  anendlich  kleinen  Strecke 
dx  (Fig.  27).  Pflr  den  nn- 
P's-  37.  endlich    kleinen   Beitrag  df, 

I  welchen   dieser   Belastungs- 

I    '^ ^ - theil  zu  der  ganzen  Seokiing 
■~-*L..._^^       i^  des    Endpunktes    B   liefert, 
^^"--— ^      erhftlt  man  ans  Gleichung  2), 
indem  man  darin  x  statt  a 
fda  und  pdx  statt  Q  setzt,  den 

Werth: 


5)     df 


x)x^\ 
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und  wenn  man  diese  Ql^ohang  totegrirt  —  auf  der  rechten  Seite 
zvischen  den  Orenxen  j:,  und  x,  —  so  erb&tt  man  fBr  die  gsnie 
dareil  die  Belastung  der  Strecke  x^  —  x^  hervorgebrachte  Senkung 
des  Endpunktes  B  (Fig.  28)  die  öleichung: 

ZS^ 

■  E%\        6 

Für  den  Fall,  in  welchem  die  ganse  Länge  des  Balkens  be- 
lastet ist,  hat  man  a:,  =  0  und  Xi  =1  m  setzen;  man  erhält  dann 
filr  /  den  Werth: 

'SEZ' 


-(^^)- 


')  /=-, 


also  denselben  Werth,  welcher  in  Qleichung  23)  des  rorigen  Para- 
graphen bereits  anf  anderem  Wege  gefunden  wurde. 

A.uch  die  GrjJsse  tg  i» 
F!g.  28.  in  Fig.  28  kann  auf  dem 

Wege  der  Integration 
bestimmt  werden.  Nach 
Qleichnng  1)  hat  der  un- 
endlich kleine  Beitrag, 
welchen  die  Belastung 
pdxm  deraelb«  liefert, 
die  Grßsse: 

p  dg. 


8)   dtga  =  ^ 


2E% 


und   man    erhält   durch  Integration   dieses  Ausdrucks   für   den  iu 
Fig.  28  dargestellten  Belastungszostand  die  Qleichung: 

_pi4  —  x'^ 


9)    tg«=^ 


6  EX 


welche  nach  Substitution  der  Wertbe  Xj  =  0  und  x,  ■■ 
annimmt: 


- 1  die  Form 


10)     tg  o  = 


also  denselben  Werth  liefert,  welcher  in  Gleicbang  22)  des  vorigen 
Paragraphen  bereits  anf  anderem  Wege  gefnndeu  wurde. 

Das  Frincip  der  „Zusammensetzung  der  Durchbiegungen"  lAsst 
sich  durch  die  nachfolgende  tabellarische  ZusammeiisteUnng  der 
bisher  gewonnenen  Resultate  veranschaulichen. 
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Balken  auf  nrei  StatMn. 


K 

9! 

.> 

0 

a' 

tg» 

Kl' 

2£S 

mi 

■E% 

JEZ 

iE% 

lg. 

/ 

Kl' 

SEX 

Vil' 

iEZ 

SEX 

w +('-«' 

Ca- 

■2E% 

iig« 

In  dieser  Tabelle  nnd  die  tod  fOof  Tersehiedenen  Ursachen 
faerrtihreDdeD  Beitrüge  zu  deo  Grossen  tg  in  und  /  zusammen- 
gestellt. Die  mit  der  Ueiwrscbrift  „£*'  Tersehene  Verticalcolumne 
enthftlt  die  Beiträge,  welche  eine  am  freien  Ende  des  Balkens 
(auf  die  in  Fig.  20  dai^estellte  Weise)  wirkende  Eraft  K  resp. 
sa  den  QrOssen  tgio  und  /  liefert.  In  der  Tolgenden  ist  durch 
die  Uebersohrift  „SR"  angedeutet,  dase  dieselbe  die  Beitrfige  ent- 
UUt,  welche  ein  an  freien  Ende  des  Balkens  wirkendes  Er&fte- 
paar  Jom  Momente  äR  tu  jenen  OrOssen  liefert  (Fig.  23).  Änf 
analoge  Weise  sind  die  Ueberscbriften  der  dann  folgenden  swei 
Vertiealcolumnen  eu  deuten,  welche  resp.  auf  die  in  Fig.  24  und 
Fig.  26  dargestellten  F&Ile  sich  beliehen.  In  der  letzten  endlieh 
ist  durch  die  üeberschrift  x  angedeutet,  'dass  die  von  einer  um 
den  Winkel  et  g^en  die  Horiiontale  geneigten  Lage  des  Balkens 
an  seiner  Befestigangsstelle  herrflhreDden  Beitrflge  in  derselben 
aufzosncben  sind. 

Denkt  man  sich  die  in  der  Horizontalreihe  neben  ,,/*'  stehen- 
den Äusdräcke  sSnimtlich  durch  Pluszeichen  mit  einander  vet- 
bunden,  so  erhält  man  die  Senkung  des  Endpunktes  fSr  den  Fall, 
in  welchem  sftmmtliche  fönf  Ursachen  gleichzeitig  vorhanden  sind. 
Änf  anal<^  Weise  würde  die  GrOsse  tg  o  ffir  diesen  Fall  zu  be- 
stimmen sein.  Wenn  die  eine  oder  die  andere  jener  fünf  Ur- 
sachen in  entgegengesetztem  Sinne  wirkt,  so  ist  BelbstrerstäDdlich 
vor  den  betreffenden  Ausdruck-  statt  des  PloBzeichens  das  Uinas- 
zeichen  zu  setzen. 

§  ^■ 

Balkin  Mit  nrii  SHttzan. 
Jede  TOn  den  beiden  HUften  des  in  Fig.  29  dargestellten  Bal- 
kens befindet  sich  genau  in  demselben  Blegnngsznstande  wie  der 
in  Fig  30  da^estellte  an  einem  Ende  horizontal  eingemauerte  Bal- 
ken.    Denn    die    Anwendung   der  Gleichgewichts -Bedingungen  auf 
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den    letzteren   ergiebt,   dass   die    voo   der  Wand  auf  den  Balken 
öbertragenen  Kraftwirtaingen  ein  Krfiftepaar  bilden  vom  Momente 


Pig.  2». 


3»=^(Tergl.  Fig.  18); 

and  wenn  man  sich  den 
Bi^ngszostand  der  links- 
seitigen Hälfte  ebenfalls 
anf  diese  Weise  veran- 
schanlicht,  so  erkennt  man, 
dass  bei  rnachberiger  Zn- 
sammensetzDBg  die  beiden 
Hälften  aufeinander  g^en- 
seitig  das  zum  Qleicbge- 
wichte  erforderliche  Kräfte- 
paar flbertragen  werden; 
folglich  die  Wftnde  hinw^- 
genommen  werden  kOnnen, 
ohne  dass  der  Qleichgewichta-Znstand  gestört  wird. 

Die  Grössen  tg  <a  and  /  sind  daher  zd  berechnen  nach  den 
fSlr  Fig.  30  SOS  der  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  sich  ergeben- 
den Oleichnngen: 


Pig.  so. 


1)    tg«=. 


2)    /=, 


Kl' 


■6EZ 


'2i  E%' 


Auf  analoge  Weise  er- 
hält man  fOr  den  in  Fig.  31 
dai^estellten  Fall ,  indem 
man  die  Tabelle  des  vo- 
rigen Paragrai^en  anf 
Hg.  32  anwendet,  die 
Gleichnsgen : 

2EX      2A^' 
Kl' 


'ZEt 


9r  +  ('— ) 


Qa'] 
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Balken  «nf  iwei  Stütien.  2& 

welche   nadi   Sabstitation   des    Werthes  K=Q  äie  Fonnen    an- 
nehmeo: 


5)     tga  = 


~    2EZ      ' 


6)    /  = 


EXX 


Setzt  man  in  diesen  Glei- 
"8- 1».  chnogen  x  statt  a  und  p  dx 

statt  P,  so  erhält  man  fOr  die 
tiQendlioh  kleinen  Beitrage, 
welche  die  in  Fig.  38  aoge- 
gebenen  Belastungen  resp.  zu 
den  Gröseen  1^  et  und  /  lie- 
fern, die  Oleicbuogen: 


7)       dtglD  = 


pdxil»  —  x') 
2  EX 


■^        £X  1 3  ^  6         2 


.  und   wenn   man   alsdann 

I  die  IntegraiioD  ausfahrt, 

'^^'.     auf    der    rechten     Seite 
*  zwischen  den  Grenzen  a?, 

und  Xf,  so  ergeben  sich 
ffir  deD  in  Elg.  34  dar- 
gestellten Belagtungszu- 
stand  die  Gleichungen: 


-i^^)}- 


welche  fQr  x^  =  0  und  r,  =  I  wiederum  die  in  den  Gleichungen  1) 
und  2)  gefundenen  Werthe  liefern. 

Offenbar  liefert  zu  der  Darchbi^nng  in  der  Uitte  des  Balkens 
die  BelastuDf;  der  linksseitigen  H&lfte  einen  ebenso  grossen  Bei* 
trag,  wie  die  Belastung  der  rechtsseitigen  Hälfte.  Es  folgt  bienoB, 
dass  diese  Durchbiegung  nur  halb  so  gross  wird,  wenn  die  eine 
von  den  beiden  Belastungshälften  hlDweggenommen  wird.  Bei  dem 
in  Rg.  36  dargeeteltten  ansymmetrisch  belasteten  Balken  ist  also: 
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Erster  AbBchnitt.    §  8. 


U)       f: 


P 

"i'S 


li'(J,— I.) 


Anch  zn  dem  Biegangs- 
momente  in  der  Hitte  liefert  die 
eine  BelastnngahSlfte  einen  ebenEO 
grossen  Beitrag,  wie  die  andere. 
Et  wflrde  also  i.  B.  in  Fig.  39 
du  Hin  wegnehmen  der  einen  Be- 
lattnngthSlfte  im  Folge  haben, 
data  das  Biegungamoment  in  der 
Mitte  anf  den  Werth  43»  =  -^ 
Tenoindert  wird.  Ebenso  wQrda 
n  TOD  den  beiden  Gewichten  Q  bewirken, 
dus  das  Biegnngsmoment  in  der  Hitte  den  Werth  ^Sß  ^  )  Q  (I  —  a)  uininunt. 


]  Fi^.  31  das  Hinwegnehmen  des  e 


Balkan  mit  elngematiBrlen  Enden. 

Denkt  msD  sich  an  den  beiden  Enden  des  auf  Ewei  Stützen 

ruhenden  Balkens  Eräftepaare  von  gleichen  Homenten  und  entgegen- 

Pl     „  gesetzten  Drehungsrich- 

K-vl         tungen    angebracht,    so 

erkennt  man,  dasB  dnrch 

HinzufQgung  dieser 
Kräftepaare  die  Grösse 
des  Neigungsinnkels  a, 
welchen  die  elastische 
Linie  über  jedena  Stütz- 
punkt« mit  der  Horizon- 
talen einschliesst,  eine 
Veränderung  erleiden 
muss,  und  dass  es  ffir 
die  Momente  jener 
Erfiftepaare  eine  be- 
stimmte OrOsse  SR  geben 
muss,  bei  welcher  der 
Winkel  ra  gleich  Null 
wird  (Pig.  86).  Wenn 
dies  der  F&ll  ist,  so  be- 
findet sich  offenbar  der 
Balken  genau  in  dem- 
selben ßiegungszustande,  wie  der  in  Fig.  37  dargestellte  Balken, 
dessen  beide  Enden  in  horizontaler  Lage  eingemauert  sind. 


D,gM,zed.yGOOgIe 


Balken  mit  dDgmftnerten  Enden. 


27 


Um  die  Grösse  des  Momenta  Wt  bd  beetimmen,  hat  maii  auf 
die  eine  Batkenh&lfte  (Fig.  38)  die  Tabelle  des  §  6  aninwenden 
und  die  algebraische  Summe  der  tod  den  drei  Biegangsarsachen 
K,  pt,  3JI  IQ  der  OrOsse  tg&i  gelieferten  Beitrflge  gleich  Noll  ta 
aetten.  Man  erhalt  dann  die  Oleichnng: 
Kl'  pl'  mi 
2  Et      6EZ       E%' 


1)    0  = 


welche,  fQr  3R  aufgelöst,  nach  Sabstitnüoa  des  Wertbes  K=pl 
die  Form  annimmt: 

2)     S»  =  ^- 

Die  Durchbiegung  /  setzt  sieb  ebeofolls  lasammen  aus  den 
Beiträgen,  welche  die  obigen  drei  Biegungsursachen  zu  derselben 
liefern,  and  aus  der  Tabelle  des  §  6  ergiebt  sieb  fOr  diese  Durch- 
biegoDg  die  Gleichung: 

El'         pl*        9Kf' 
~iE%      %E%      2  jEI  ' 


3)    /  =  » 


gefundenen  Werthe 


welche  naeh  Substitution  der  Cilr^£'  und 
die  Form  annimmt: 

*>    ■>-  UE% 

Die  graphische  Darstellung  der  Biegm^momente  kann  man 

aus  Fig.  18  in  der  Weise  ableiten,    dass  man  von  den  Ordinaten 

der  Curre  in  Jener  Figur 

Fig.  8»  flberall    die     oonstante 

Grösse    SR  =  ^  -  sab- 

trahirt  (Fig.  39).  Für 
die  Ordinate  im  Ab- 
stände X  Ton  der  Mitte 
ergiebt  sich  alsdann  die 
allgemeine  Gleichung: 


aus  welcher  man  för  die  Grössen  M  und  x  die  nachfolgenden  zu- 
sammengehörigen Werthe  erhftlt: 
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=  + 


0, 


Enter  Alwcbnitt.    §  8. 
l 

0 


Ad  den  Stellen,  wo  das  Biegangsmoment  Null  ist,  sind  die 
Biegnngs- SpannuDgen  eben&lls  Null.  Man  könnte  also  an  diesen 
Stellen  den  Balken  darchschneiden  nnd  eine  Gelenk-  oder  Scharnier- 
Verbindong  einschalten,  ohne  dass  der  Oleicbgewicbta-Zustand  da- 
durch gestOrt  wird.  Hieraus  folgt,  dasa  auch  bei  der  in  Fig.  40 
dargestellten  Unterstätznngsweise  die  einzelnen  Balkenstücke  genau 
in  denselben  Biegungszuständen  sich  befinden  wie  in  Fig.  37. 

Um  für  den  in  Fig.  4i  dargestellten  Belastungszustand  die 
an  der  BefeaUgungsstelle  B  von  der  Wand  auf  den  Balken  über- 


Fig.  41. 


tragenen  Eraftwirkun- 
gen  zu  bestimmen,  hat 
man  sich  den  Biegnngs- 
znstand  des  Balkens 
zunächst  auf  die  in 
Fig.  42  angedeutete 
Weise  zu  veranschau- 
lichen und  alsdann  die 
Tabelle  des  §  6  auf 
diesen  Fall  in  der  Weise 
anzuwenden,  dass  mau 
die  algebraischen  Sum- 
men der  Beiträge, 
welche  die  drei  Bie- 
gungBursacbenf,3R,^ 
resp.  zu  den  QrOssen  tgo  und  /  liefern,  eine  jede  für  sich  gleich 
Null  setzt.  Man  erhält  dann  die  beiden  Gleichungen: 
KL*  arex  Qa* 
~2E%  E%  2£a:' 
KL^       WIL*      ^  Qa*    ,   ,^        ,   Qa' 1 


6)     0  = 


7)     0  =  ^^- 


3  £^3;      2  jBS 


t^-"^ÄxJ' 


und  wenn  abkürzungsweiae  das  Veihältnias  -^  =  »  gesetzt  wird, 
so  erhält  man  durch  Auflösung  derselben  für  die  beiden  unbe- 
kannten GrAaaen  K  und  Sit  die  Werthe: 

8)  Z  =  e(3nä  — 2»»), 

9)  aK  =  gL  («•-»»). 


D,gM,zed.yGOOgIe 


B&lkeo  mit  eingemknerteo  Enden. 

Ana  dieien  Gleicfaongsn  er^ben  sieb  fQr  die  Grossen  n,  — ,  - 
naehfolgaDden  toauDDieii gehörigen  Wcrthe:  "     ^ 


Q  ~  52  2  32 

ro    _  a  1  9 

QL  "64  8  84 

Da  nach  VerUaBchong  der  OrOiM  n  mit  der  Gr&we  1  —  n  die  obigen 
OleiebnnfeD  für  die  Kraft wirknn gen  f  ,  nnd  St,  gelten  wOrden,  welche  an  der 
BefeetignngBstelle  A  um  der  Wand  anf  den  Balken  Obertragen  irerden,  so  ist 
es  nicht  eifordeTtieh,  ffir  diese  letiteren  CrSssen  besondere  Gleichungen  anf- 
inttellen. 

Ffir  das  Biegungsmoment  an  der  BelastungBstelle  C  ergiebt 
sich  ans  Fig.  42  di«  Olelchnng: 

10)    M=K{L  —  a)  —  3ft, 

welche  nach  Substitation  der 
fOr  die  Gröesen  f  und  SDl 
gefundenen  Werthe  die  Form 
annimmt: 

ll)Jf=2pL(n*-2n»+fi»). 

Nachdem   die  Biegungs- 

momente  an  den  drei  Stellen 

A,  B,  C  auf  solche  Weise 

berechnet    sind ,     kanu    die 

graphische    Darstellung    der 

Biegnngsmoinente  nunmehr  anf  die  in  Fig.  48  angedeutete  Art  aus- 

gefflhrt  werden. 


Flg.  48. 


I 


Wenn  --  statt  n,  und  pdx  statt  Q  gesetzt  wird,  so  ergeben 

„     ^  sich  aus  den  beiden  Olei- 

*■  iK  chungen  8)   und    9)    fflr 

I  die     UDendlich     kleinea 

■|        Beiträge,   welche  die  in 

WtjM    ^'8-  **  angegebene  Bela- 

^9         stung  p  dx  zn  den  Grössen 
m         K   und    m   liefert,    die 
Werthe: 


12)  rfir  =  j>dir(3-p— 2^'), 

13)  dW=pdxL{^,-^^, 
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und  durch  Integration  dieser  Gleichnngeo  erhält  man  alsdaaii 
die  Werthe  von  K  und  9)t,  welche  dem  in  E^.  45  dargestellten 
BelastnogssuBtande  ent- 


Pig.  «. 


I 


f 


sprechen.  Setzt  man  ab- 
kQizungsweise  - 

und  - 


L  =  n, ,  80  neh- 


14)     K=pL\{»^- 

16)  aK  =  pi»(4-(«J-».') 


men  die  Besnltate  dieser 
Bechnang  die  folgenden 
Formen  an: ' 


O— -ä-(n!  — «Ol 


(«J-«t)} 


13^'"        "        4" 

FBi  n,  ^  0  nnd  M|  ^=  1  ergeben  aieh  hiBrans  wieder  die  Werthe  K^  'i'P^ 
1  ^ 

und  3R  =  7^p£>,  welche  fOi  den  !□  Fig.  87  dargeatellteD  BelistnngsnaUnd 


-12'', 
gefunden  wurden. 


Fig.  U. 


q(:^  pL 


I 

I 


lf*giL 


Wären  ausser  der  in 
Figur  46  angegebenen 
Strecke  x^  —  a:,  noch  an- 
dere Strecken  des  Balkens 
mit  gleichförmig  vertjieil- 
ten  Belastungen  versehen, 
80  wärde  man  die  Be- 
stimmung der  Grossen  K 
and  SR  durch  Summation 
der  Ton  diesen  verschie- 
denen Belastungen  lu 
jenen  Grössen  gelieferten 
Beitr&ge  anafähren  kön- 
nen. So  z.  B.  würde  man 
fär  den  in  Fig.  46  darge- 
stellten Fall,  in  welchem 
das  eigene  Gewicht  des 
Balkens  als  eine  gleich- 


fSrmig  aber  seine  ganze  Lftnge  verttaellte  Belastung  von  der  GrOsse 
^Ii~mit  berOcksichtigt  werden  soll,  die  Gleicbangen  erhalten: 

16)     A:=4-P^  +  3-t((«.'  — «;)  — -^(nj— nOl. 
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17)    !Di  =  lyL'+ji'{-i-(«!-«!)--j-(«!-»t))- 

Dieses  Terbhren  kano  naf  negative  sowotil  als  auf  posi- 
tive  Belaatimgen  angewendet  werden.  Da  das  Hinwegnehmen 
einer  bestimmten  Belastung  ancfa  aa^e&sst  werden  kann  als  das 
HinzafSgen  einer  ebenso  grossen  n^tiv^n  Belastnng,  so  ergeben 
sich  liieniaefa  fflr  den  in  Fig.  47  dargestelltea  BelastungSEnstaod 
die  Wertbe: 

-5i{(«ä-nD-y(nJ-»{)), 
§9- 


Bei  dem  Balkea  mit  horizontal  eingemauerten  Enden  liegen 
—  wie  Fig.  39  zeigt  —  die  Stellen,   an  welchen  das  Biegangs- 

moment  die  QrOsse  Null  hat,   im  Abstände  — >^  ron  der  Mitte: 

nnd  es  ei^b  sich  zugleich,    dass   bei   dieser  Uoterstätznngsweise 
das  Biegongsmoment  an  den  beiden  Enden: 

.)  a»  =  if 

scsBem  abflolaten  Werthe  nach  gerade  doppelt  so  gross  ist  als  das 
BiegnngsmoniMt  in  der  Uitt«; 

.,    K  =  ^- 

Wenn  man  sich  den  Biegungszastand  des  Batkens  anf  die  in 
Fig.  40  angodentete  Art  dadorch  reranacbanlicht,  dass  man  sieh 
»B  jenen  Nnllpnnktea  den  Balkea  dorchschnitten  denkt,  so  erkennt 
nan  sogleieh,  dasa  darch  Verlegung  der  beiden  Sehnittstellea 
waitor  nach  den  Enden  hin  es  m9glii^  sein  wfirde,  «nen  solehM 
Biepingnastaad  berbeiznffihren,  bei  welchem  die  OrOsse  SR  als 
das  grOeaere  der  beiden  grOssten  Bie^ngsmomente  einen  kleineren 
Warth  annimmt.  Da  jedoch  mit  einer  solchen  Terschiebnng  der 
NidIpiBikta  zt^leieh  eine  VergrOeseniiig  des  Biegoogsmoments  M^ 
Tertondfit  ist,  so  a^ebt  sieh  ferner,  dasa  der  dorch  diese  Ver- 
•chielnug  zu  areicbrade  Tortbeil   dann   un  grOesien  wird,    wHin 
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dieselbe  so  gewählt  vird,  daas  die  beiden  Biegongsmomente  äR 
und  J/j,  einander  gleich  werden. 

Bei  der  in  Fig.  48  angegebenen  Lage  der  beiden  Mullpnnkte 

hat  das  Biegungamoment  in  der  Mitte  des  Mittelaböckes,  welehes 

ah  ein  an  beiden  Enden 

Fi?-  *8-  frei   anfügender  Balken 

t|M    zu   betrachten   ist   (nach 
""* I '■ H    §  3,   Gleichung  11),  die 

und  das  Biegungsmoment 
an  jeder  von  den  beiden  Einmanernngsstellen  hat  die  QrOsse: 

Durch  Gleichsetznng  dieser  beiden  QrOssen  erhält  man  für 
denjenigen  Werth  von  z,  bei  welchem  die  beiden  Biegungsmoment« 
einander  gleich  werden,  die  Gleichung: 

.,     pz'         /'*  — ^'^        A  ' 

6)    -Y  —  -PV— 2— J-    '^'>'--     ^  =  7f 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes   erh&lt   man   aas  einer  der 

beiden  Gleichungen  3)  und  4)  fflr  das  nunmehrige  grösste  Bi^nngs- 

moment  den  Werth; 

6)    Jlfo  =  a»  =  -^- 

Im   Anfange    des    vorigen    Paragraphen    wurde    gezeigt    und 

durch  Fig.  36  erl&ntert:  wie  man  bei  dem  an  beiden  Enden  frei 

aufliegenden    Balken    durch   Anbringen    von   Erftftepaaren   an   den 

beiden    Enden,    und   durch   allmähliche    Vergrösserung   von   deren 

vi' 
Momenten  M  bis  zu  det  Grösse  ^^^,  denjenigen  Biegungszustand 

herbeiführen  kann,  welcher  der  horizontalen  Einmanerung  ent- 
spricht. Denkt  man  sich  statt  dessen  jene  allmähliche  YergrOsse- 
mng  des  Momentes  31R  nur  so  weit  fortgesetzt,    bis  dasselbe  die 

pl' 
Grösse  -^      erreicht  hat,  so  erkennt  man,  dass  in  diesem  letzteren 

Falle  die  einzelnen  Theile  des  Balkens  genau  in  denaelben  Bie- 
gangsznständen  sich  befinden  würden,  wie  bei  der  in  Fig.  48  dar- 
gestellten Unterstntzungsweise.  Man  kann  daher  den  erwähnten 
Vortbeil   —   nämlich    die   Verkleinerung    des   grOssteii   Biegungs- 
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Vortheilfakftnte  UnterBtatungaweiie  (Qt  deo  Balken  auf  iwei  StflUen. 


momenteB    von    der   GrOsse 


bis  auf  die  Qtüsb»  '■ 


dadurch   erreichen,    dass    man    die   beiden  Enden    des   Balkens  in 
schräger  [Lage   ein- 
'^^■^-  mauert   (Fig.    49), 

nud  fOr  den  Nei- 
gun^winkel  a,  am 
welchen  die  Achse 
des  Balkens  an  Jeder 
TOD  den  baiden  Ein- 
mauernngs  •  Stellen 
gegen  die  Horizon- 
tale geneigt  sein 
erhftlt  man 
60  mit 
Benutzung  der  Ta- 
belle des  g  6  die 
Gleichung: 


lp?-M 


7)    tg.= 


"  iEt      est       EZ' 
welche  nach  SnbBtitution  der  Werthe  K=:pl  and 
Fonn  annimmt: 


ö=^ 


9)     5  =  ^- 


12EZ 

FOr  die  gröeste  Biegungs- Spannung  in  dem  auf  solche  Weise 
onterstfitsten  Balken  erhftlt  man  nach  §  2  (Gleichung  12)  den  Werth: 

and  wenn  man  hierin  dem  Bncbstabeu  8  die  Bedeutung  der  prak- 
tisch zulässigen  Spannung  pro  Qnadratmillimeter  der  QuerBchnitts- 
fläche  beil^,  so  kann  man  diese  Oleichusg  zur  Berechnung  der 
Grosse  %  als  des  TTflgheitsmomentes  der  erforderlichen  Querschnitte 
flache  des  Balkens  benutzen.  Nach  Substitution  dieses  Werthet 
nimmt  die  oben  fOr  tga  gefundene  Gleichung  die  Form  an: 

.0,  ^.  =  1.44. 

Id  dieser  Gtüchung  bedeutet  u>  die  Entfernung  der  am  wei- 
testen yon  der  Neutralen  entfernt  liegenden  Faser,  mithin  bei 
symmetrisch   in  Bezog  auf  die   neutrale  Achse   geformtem  Qner> 
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schnitte  die  halbe  Höhe  des  Balkens.  Wenn  also  mit  h  die  ganze 
Hflhe  und  mit  L  die  ganze  Länge  des  Balkens  zwischeo  dea  bei- 
den Wänden  bezeichnet  wird,  so  ist  der  Winkel  a  za  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

II)    tga 


FOr  Schmied  eisen  wQriJe  S; 
z,  B.  -r  =  lO  ist,  Bo  wird: 


E     h 

:  6  Kil.  und  3S=  20O0O  in  setzes  sein.  Wenn 


*  3    30000  1000 

Denkt  man  sich  den  auf  zwei  Stützen  fVei  aufliegenden  Bal- 
ken nach  jeder  Seite  bin  so  weit  über  den  Stützpunkt  hinaus 
verlängert,  dass  wiederum  das  Biegungsmoment  fiber  dem  Stfitz- 
punkte  den  Werth  ^  annimmt,  so  erkennt  man,  dass  bei  dem 
anf  solche  Weise  unterstfitzten  Balken  ebenfalls  die  Bedingung 
der  vortheilhaftesten  Unterstfitzungsweise  erfallt  ist,  iosofem  auch 
hier  wieder  die  ab- 
soluten Werthe  der 
Biegungsmomente 
an  den  Stellen,  wo 
dieselben  ihr  Maxi- 
mum erreichen,  ein- 
ander gleich  sind 
(Fig.51undFtg.52). 
Die  Länge  a  —  i, 
um  welche  der  Bal- 
ken an  jeder  Seite 
aber  den  Ünter- 
stätzungspuDkt  hinausn^en  muss,  ist  zu  bestimmen  aus  der  Qlei- 
cbnng: 

12)     y(«-0'^g|;     ^„^    a-I=     ' 
2  4  '  1^2 

Wenn  also  ein  Balken  von  der  gegebenen  Länge  2a  so  auf 
zwei  StStzen  gelegt  werden  soll,  dass  das  grOsste  Biegungsmoment 
den  kleinstmöglicben  Werth  annimmt,  so  müssen  die  Stätzpnnkte 


Fig.  61. 

0— - 

— a ■  • 

ff-( 

t      ,      ^ 

!,-,    : 

A. 

*         1 

Fig.  62. 

\    F^-i)   \ 

13)    1  = —J-|=  —  0,6858 .  o 
l+Y-i 
an  beiden  Seiten  von  der  Uitte  des  Balkens  entfernt  liegen. 
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§  10. 
BalkHui*«!  mtxm. 
Denkt  rnua  rieh  bei  dem  in  ¥^g.  63  dargestellten  Balken  die 
•ine  Ualfte  AC  in  eine   feete   Wand   eingeschloesen,    so   erkennt 
man,  dass  die  andere  HUfte  AB  in  demselben  Bi^^gBxnstande 
^eh   befindet,    wie   der   an   einem   Knde    boriiont^  eingemanerte 
Balken  (Fig.  &4),  an  wdt^em  gleicbieitig  zwei  Bi^^ngSDraaehen 
wirken,  n&mJieh  ersten« 
der  Toa  dem  StStzponkte 
B  aaf  den  Balken  flber- 
tragene  Qegendnick  K, 
zweitens   die    gleiebfBr- 
mig   aber  seine  LInge 
Tertheilte  BelastuDg  pL 
Die  von   diesen   beiden 
Biegnngsnrsachen       an 
dem  tnäen  Endpnnkte  B 
berrorgebrachten  Dordi- 
biegnngen     beben    ein- 
ander   gegenseitig  aaf; 
nach    der    Tabelle    des 
'"  §  6  ist  also: 

Ffir  den  Gegendruck  der  Hittelstfitie  A  ergiebt  sich  biemadi  der 
Wertb: 

2)  P=2pl  —  2K  =  ^pl 

Das  Bi^fnngsmoment  Aber  dw  Hittelsttitze  ist  nacb  Fig.  54 
za  bestimmen  ans  der  Gleichang: 

3)  0=^^-  — Ä-|  — SH,,    oder:   3»,  = '^ ~ 

FQr  das  Bi^nngsmoment  an  der  im  Abstände  z  ron  der  End- 
stfitze  B  befindlicben  Stelle  erfallt  man  auf  dieselbe  Weise  die 
Glrichong: 

4)  0=?^  —  Kz  —  m,    oder:    3R=^|'— JT». 

Derjenige  Werth  von  z,  fQr  welcben  die  GrOese  SR  gleich 
Nnll  wird,  ist  demnacb  eh  bestimmen  ans  der  Glelcbnng: 
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5)    0=^-~-Kz,    Oder: 


nod  die  Stellen,    an  welchen  das  Biegongamoment  seinen  grUBsten 
n^gUven  W«^  annimmt,  findet  man  aus  der  Oleichong: 

6)    0  =-:—  =  »«  —  K,    oder:    »  =  —  =  — i. 
'  do!        -^  '  p        % 

NachOleichTUig  4)  hat 
das  Biegungsnaoment  an 
diesen  letzteren  Stellen 
die  QrOsee: 


pz*  9      „ 

2    =-T28^^- 
IMe   nach    diesen   Glei- 
chungen in  Fig.  6S  aus- 
gefnhrte  graphische  Dar- 
stellnng  der  Biegnags- 
momente  zeigt,  dass  die 
einzelnen  Theile  des  Balkens  in  denselben  Biegangsziistfinden  sich 
befinden,  wie  bei  der  in  Fig.  56  dargestellten  Art  der  ITnterstätEung. 
Um  für  den  in  Fig  &7 
Pig-  M-  dargestelltenBelastungs- 

If  ^  K      zustand  die  Gegendrücke 

der  drei  Stützpunkte  ra 
bestimmen,  hat  man  sich 
den  Biegnngsznstand  der 
BalkenhUfle  AB  auf  die 
in  Fig.  68  angedeutete 
Weise  zu  Teranschau- 
lichen  und  die  algebrai- 
sche Summe  der  von  den 
beiden  bi^enden  Kräf- 
ten Q  und  K  am  Cr^en 
Eadpunkte  B  herro^e" 
brachten  Durchbi^un- 
gen  gleich  Null  zu  setzen. 
Ans  der  Tabelle  des  §  6  ergiebt  sich  für  diesen  Fall  die  Glei- 
chung: 
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«J     «=[^  +  t'- 


Wenn  mtn  abkflnnn^veise  das  Verh&ltoiss  -^-ss:ti  aettt,    M 
erbUt  min  ana  dieser  Qleichong  für  f  den  WerUi: 

Den  Gegendruck  der  Uittelstätxe  kann   man  auomehr  bereohnea 
am  der  Glddinng: 

10)  P=2$  — 2£"=g(2-3n*  +  «»), 

aad  tüT  du  Biegui^moment  Aber  der  Hittelstfltxe  erb&lt  man  nach 
Fig.  58  die  Oleichnng: 

11)  W  =  ga—Kl  =  ~gi(2n  —  an*-\-n»). 


Offenbar 


sowohl  in  dar  GiOflse  P  als  auch  xn  der 
GrOese  3R  das  eine  tod 

^-  den    beiden    Oewlahteo 

Q  einen  ebenso  grossen 
Beitrag  wie  das  andere. 
El  wird  daher  das  Hia- 
wegnehmen  etnM  ron 
den  beiden  Qewiobten 
Q  znr  Folge  .  haben, 
dass  der  Gegendruck 
der  Mittelstfltze  and  das 
BiegnngsinonieDt  Ober 
derwlben  gerade  halb 
BO  gross  werden  wie  M 
dem  Torlgen  Falle.  Ffir 
den  in  Flg.  69  darge- 
stellten Belastungizu- 
stand  ergeben  sieb  hier- 
nach die  Gleichungen: 

12)     W^  i  /»*» 


13)    «,= 


~Q(2-3»'  +  «'). 
-ei(2«~3n*  +  «'). 
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WeoD  man  sich  durch  die  Mitte  des  Balkens  einen  Schnitt 
güegt  denkt  and  alsdann  &  die  Kräfte,  welche  auf  die  abge- 
trennte linke  Balkenhälite  wirken ,  die  algebraische  Summe  der 
statischen  Momente  in  Bezug  auf  die  Uittelstätze  gleich  Null  setzt, 
so  erhält  man  die  Oleichung: 

14)    0=m  +  9W,,   oder:    ü=  —  ^^- 

Nach  SobstitutiOQ  des  fOr  Tt,  gefundenen  Ausdrucks  liefert  diese 
Gleichung  fSr  U  den  Werth: 

16)     U=  —  ~Qi2n  —  in'  +  n>). 

Man  erkennt  an  der  Form  dieses  Ausdrucks,  dass  an  der  un- 
belasteten Seite  der  vertical  aufwärts  gerichtete  Gegendruck  der 
Endstatze  stets  negativ  ist,  dass  also  in  Wirklichkeit  dieser  Gegen- 
druck vertical  abwärts  gerichtet  ist 

Das  gleiche  Verf^ren  anf  die  andere  Balkenhälfte  angewendet, 
führt  zu  der  Gleichung: 

16}  (i  =  Qa—  n  — SW,,   oder: 

Der  absolute  Werth  des  Biegungsmomentes  an  der  Belastungs- 
stelle  kann  hiernach  berechnet  werden  ans  der  Gleichung: 
18)     3R,  =  T(i  —  a)=ri  {!—«). 
Wenn  t.  B.  «  =  |  irt.  so  wird  ^x=^^Ql  nnd  '' =  g"^ ft  folg- 
2865 
"  1888*  * 

Nachdem  die  beiden  Grössen  ^^  und  iDt,  anf  solche  Weise 
gefunden  sind,  kann  man  die  graphische  Darstellung  der  Bi^ongs- 
momente  nunmehr  auf  die  in  Fig.  60  angegebene  Weise  ausßhren, 
und  die  Biegungssustände  in  den  einzelnen  Theilen  des  Balkens 
kann  man  sich  veranschaulichen,  indem  man  sich  den  Balken  auf 
die  in  Fig.  61  angedeutete  Weise  durchschnitten  und  unterstützt 
denkt. 

Wenn  -y  statt  n,  und  qdx  statt  Q  gesetzt  wird,  so  ergehen 

si(^  für  die  unendlich  kleinen  Beiträge,  welche  die  in  Fig.  62  an- 
gegebene Belastung  zu  den  Gegendrücken  der  drei  Stützpunkte  liefert, 
aus  den  Gleichungen  17),  12),  15)  resp.  die  Wertbe: 


lidi  nach  Gleichung  18):  »,=  Fi    1  - -1  =  '  "    Ol. 
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19)  dF  =  läi.(2i  +  3^-|i'), 

20)  <JW=ls<te(2-3^  +  ?,'), 

21)  dI7=-|5,t(2i-3^'+-|;), 
Fig.  92.  nod   wenn    man    diese 

dfv  dv    GleiobnngeD     integrirt, 

T  1      auf   der    rechten    Seite 

,  I       „      _  EwiBchen    den    Grenzen 

»     Xi    und   «,,    80   erhält 
man     fflr    die    Gegen- 
drAcke  der  Stützpunkte 
bei  dem  in  Fig.  63  dar- 
gestellten ßelastungszuBtande  die  Werthe: 

24)     ^^_i„{(^^-^-(^^)  +  ±(^))^ 
Wenn    i.    B,   x,  =  —  l  und   «,  =  — J    Ut,    lo    wird:     ^  =  ä«  ?'- 


Wären  ausser  der  Strecke  x,  —  Xi  noch  andere  Strecken  des 
Balkens  belastet,  so  würde  man  die  von  diesen  Belastungen  zu 
Aea  G^ndrücken  gelieferten  Beiträge  noch  hinznzofägen  haben. 
So  z.  B.  wflrde  man  für  den  in  Yig.  64  dargestellten  Fall,  bei 
welchem  ausser  jener  Belastung  noch  das  eigene  Gewicht  des 
Balkens  als  eine  gleichförmig  fiber  die  Länge  desselben  rertheilte 
Belastung  mit  berflcksichtigt  werden  soll,  durch  HinzufQgung  der 
aus  den  Gleichungen  1)  and  2)  zu  «ntnebmenden  Beiträge  die 
Wertbe  erbalten: 


27)     ü'=-^pl-\-ü, 
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uDd  -für  den  io  Fig.  65  dai^estellten  FiUl,  bu  welchem  die  Bnt- 
lastang  der  Strecke  x,  —  .c,  als  Hinzaffi^img  einer  negativen 
Belaatung  zu  dem  voUbe- 


Fif.  «8. 


lasteten  Balken  anfJife&Bst 
werden  kann,  ergeben  sich 
die  Werthe: 
28) 


F"  = 

29)  W"  = 

30)  ü"  = 

Die  Grössen  V,  TT,  U  in 
den  letzteren  sechs  Glet- 
cbQDgen  haben  dieselben 
Bedeutungen  wie  in  den 
Oleicbangen  22),  23)  and 
24). 

Wenn  mui  i.  B.  wie  oben 
xi=  —  I  und  ai,  =  —  J  aetit, 

so  erhfilt  man  teap.  fDrdie  \a 
Fig.  tu  und  Fig.  6&  daigeatellten  Belutunguastände  die  Gegendracke: 


10  ,  ,  a; 


§  11- 

VofttallhattMto  (MsratMzungiweiH  nh-  den  Balken  uit  draJ  SUHiml 
Wenn  bei  gleichförmig  aber  die  Länge  des  Balkens  rertheilter 
Belastung  die  drei  Stätzpunkte  desselben  in  gleicher  Habe  li^en, 
BO  haben  —  wie  in  Fig.  55  gezeigt  wurde  —  die  absoluten  Werthe 
der  Biegungsmomente  an  den  Stellen,  wo  dieselbe  ihr  Haiimam 
erreichen,  ungleiche  Qrfisaen;  und  zwar  verhält  sieb  das  kleinere 
Maximum  zu  dem  grösseren  wie  9  zu  16.  Die  Stellen,  an  welchen 
das  Biegungsmoment  gleich  Null  ist,  oder  die  Stellen,  an  welchen 
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man,  ohne  den  BiegnugvEoitend  zn  ver&ndeni,  den  Balken  durch- 
sehnmden  könnte,  liegen  bei  dieser  UnteratfitinngsweiBe  an  beiden 


Um    die    vortbeilhafteste   lAge    der   Stfitzpnnkte    anfenfinden, 
oder  diqmige  Unteietfltznngaweiw,    bei   welcher   das  ^rOsite  Bie- 
gungsmoment     mOg- 
^*  ••■  _  liehst  klein  wird,  hat 

man  znnftohst  ta  nn- 
tersnchen :  welche  an- 
dere lAge  diesen  Null- 
punkten oder  Sdinitt- 
stellen  gegeben  war- 
p(a-4  den     mOsste,     wenn 

jene  Maximalwerthe 
der  BiegnngaiiioiiieDte  gleich  gfroas  werden  sollen.  Nach  ng.  66 
bat  das  BiegnngBmoment  fiber  der  MittalstOtse  die  OrteBe: 

und  daa  Biegongsmomeat  in  der  Hitte  Jedes  der  beiden  EndstfitAe 
hat  d«i  aheolnteD  Werth: 


2)     S».  =  ^- 


thuA  Gleichaetning  dieaer  bndan  Anadifidu  eriiHt  man  fOr- 
die  GrOsae  a  den  Werth: 

3)  a  =  zY2, 

und  mit  Benntnug   desselbra    kann  man  mxb  Vig.  66   nnnmehr 
die  Grosse  z  bestimmen  ans  der  Gleiehong: 

4)  z  +  zY2  =  l,   oder:  2= ^  =  0,414./. 

I  +  Y2 

WoBB  die  Idge  der  SeluiittateUa«  dieaer  Bedingnag  entapridit, 
ao   habSD   die  Oegradrüeke   itr   beidm  bdttfitun   ein  Jeder  die 

\ 
&}    K=pz  =  0,4U-pl, 
:   die   abaoUa  Werth«   der  Biegm^imoBieDte   babea   an    den 
1  Stdka,   wo  dieadbeo  ihr  M»«imnni  erreiidien,   nanmthr  die 
ifUiefae  OrOaae: 
6)    «,=«,=  0,0i57S6  plK 
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Dasselb«  B«8ultat  wfirde  man  auch  dnrch  die  in  Fig.  67  dar- 
gestellte  UateratfitEungsweiBe    erreichen    kfinnen ,    bfn   welcher   die 
drei    Balkenstacke    in 
^'*'  *''  B,_ir     gleii^er  Höhe  liegend 

an  den  beiden  Schnitt- 
stellen durch  Schar- 
niere verbunden  sind, 
und  da  nach  dem  Ge- 
setze des  Hebels  fSr 
die  (jegendrücke  der 
drei  Stützpunkte  genau 
dieselben  Werthe  sich 
Blieben,  wenn  nur  an 
[  A    ^  ~k.      ®^''"    '**°   jenen   bei- 

den Stellen  der  Balken 
durchschnitteii  ist,  so  kann  statt  dessen  auch  die  in  Fig.  68  dar- 
gestellte Unterstfitzungsweise  gew&hlt  werden. 

Auch  bei  dem  continuirlichen  (nicht  durchschnittenen)  Balken 
auf  drei  Stützen  sind  —  wie  die  Gleichung  5)  des  Torigen  Para- 
graphen zeigt  —  der  G^endrnck  der  Endstütze  and  ihr  Abstand 
Ton  dem  Nullpunkte  Grüssen,  welche  einander  gegenseitig  be- 
dingen, in  solcher  Weise,  dass  jedem  bestimmten  Werthe  ron  K 
ein  bestimmter  zugehöriger  Werth  von  z  entspricht.  Wenn  also 
bei  dem  continuirlichen  Balken  Fig.  63  durch  ii^end  eine  Verän- 
derung der  ÜnterstützungBweise  bewirkt  wfirde,  dass  der  Gegen- 
druck  jeder    von    den    beiden  Endstützen    die   QrOsse  0,414  p{^ — 

statt  -^pl~  annimmt,  so  würden  auch  die  Nullpunkte  diejenige 

Lage  annehmen,  welche  dem  oben  gefundenen  Werthe  z  =  0,414  .  l 
entspricht. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  53  die  Mittelstfitze  das  eine  Mal  so 
weit  gehoben,  bis  der  Balken  die  beiden  Endstützen  nicht  mehr 
berührt,  und  das  andere  Mal  so  weit  gesenkt,  bis  der  Balken  die 
Mittelstütie  nicht  mehr  berührt  und  nur  noch  von  den  beiden 
Endstütftn  getragen  wird,  so  erkennt  man  leicht,  dass  die  Grosse 
K  jeden  beliebigen  zwischen  den  Grenzen  0  und  pl  liegenden 
Werth  annehmen  kann  —  je  nachdem  der  Mittelstütze  eine  hüfaere 
oder  tiefere  lAge  g^eben  wird.  Man  kann  daher  den  erstrebten 
Yortheil  auch  durch  eine  Senkung  der  Mittelstütze  erreichen,  in- 
dem man  diese  Senkung  gerade  so  weit  vergrOssert,  bis  die  Gegen- 
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drteka  der  EodstOtzen  die  Grosse  K  =  0,414  pl  erreicht  haben 
(JPig.  69).  Dm  die  Qrtsse  der  erforderlichen  Senkung  lu  berech- 
Ä--VUPI  Fig  «»  Ä-o,ti*pl   "«»,    hat   man    sich 

den  Biegungaiustand 
der  BalkeDh&lfte  AB 
aaf  die  in  F^.  70 
dargestellte  Weise 
zu  TeranschanlicheD 
und  die  Tabelle  dea 
g  6  auf  diesen  Fall 
anzuwenden.  Für  die 
von  den  beiden  Bie- 
gnngsurs&chen  K  und 
p  l  hervorgebrachte 
Burchbi^ong  erhUt 
man  nach  jener  Ta^ 
belle  die  Gleichung: 


In  dieser  Gleichung  ist  fQr  K  der  Torgeschriebene  Werth  zu 
aubstituiren.  Die  vortheilhafteste  Senkung  der  Mittelstfltxe  hat  also 
die  Grösse: 


Jr-<ui4pt 


8)    /. 


0,414yi.i' 
3£I 


-/;j=«,o.3o,-|';. 


Wenn  ffir  den  Balken  diese  Ünterstfltzungsweise  gewählt  wird, 
80  ist  das  grOsste  Biegungsmoment  nach  Gleichung  6)  eu  berechnen; 
folglich  hat  die  grOsste  Biegungs-Spannung  (nach  §  2,  Gleichung  12) 
die  Grösse: 


and  wenn  man  hierin  der  Grösse  S  die  Bedeutung  der  praktisch 
ZQl9s«geD  Spannung  (pro  Quadrattnillimeter  der  Querschnittaä&che) 
beil^,  so  kann  man  diese  letztere  Gleidinng  cur  Berechnung  der 
Grösse  X,  ale  des  erforderlichen  Tr&gheitsmomentes  der  Quer- 
schnitteääche  benutzen.  Nach  Substitution  dieses  WerUies  für  X 
nimmt  die  oben  für  /  gefundene  Gleichung  die  Form  an: 
S     l' 


10)    /=  0,16237- 


E 
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In  dieser  Gleichung  bedeutet  w  die  Entfernung  der  am  stärk- 
sten gespannten  Faser  von  der  Neutralen  —  mithin  bei  fljmoi«- 
trisch  in  Bezug  auf  die  neutrale  Achse  geformtem  Querschnitte  die 
halbe  Hohe  desselben.  Wenn  also  mit  h  die  gante  Höhe  und  mit 
L  die  ganze  Lange  des  Balkens  bezeichnet  wird,  sa  ist  die  rortheil- 
hafteste  Senkung  der  MittelstStze  zu  bestimmen  ans  der  Qleichung: 
S  L^ 
'  h  ' 

FQi  Schmied  eisen  vHrde  S=flEil.  nnA  £  =  20000  in  setzen  aein. 
Für  einen  Bchmiedeiaernen  Brückenbalken  von  der  HShe  h  =  10000>°°>  nnd 
der  Linge  L  =  200000i°™  fait  »Ibo  die  Tortheilhafteste  Senkung  der  Hittel- 
Btatie  die  Qröue: 

/  =  «.»'— M^-^S-  =  ".'-- 
Der  dnrch  wiche  UnteretQtiiingsweiBe  erreiclite  Vortheil  besteht  darin;  daea 
du  grONte  BiegnDgamonient  im  Verhältnisa  0,12& ;  0,089  verkleinert  worden 
ist  (vergl.  g  10,  Oleichnng  3,  und  §  II,  Qiaicfanng6). 

§  12. 
Balkan  auf  vier  SHHzm. 
Das  Biegun^moment  ober  einer  von  den  beiden  Hittelsttitzen 
hat  nach  Fig.  71  die  QrOsse: 

1)    3Ä  =  ifi=^-X(l-»). 

Die  Blegungszustände  der  drei  Abtheilungen  des  Balkens  kann 
man  sich  durch  die  Figuren  72,  73,  74  veranschaulichen.  Aus 
Fig.  74  erhält  man  nach  der  Tabelle  des  §  6,  indem  man  die 
Durchbiegung  am  freien  Bndpunkte  C  nach  derselben  berechnet  und 
die  algebraische  Summe  der  von  den  drei  Ursachen  a,  K,  p(l  —  a) 
zu  dieser  Durchbiegung  gelieferten  Beiträge  gleich  Null  setzt,  die 
OleichuDg: 

Die  Grösse  ^  a  kann  man  nach  Fig.  78  berechnen.  Denkt 
man  sich  die  linksseitige  Hälfte  dieser  Abtheilung  in  eine  feste 
Wand  eingeschlossen,  so  erkennt  man,  dass  für  die  rechtsseitige 
Hälfte  die  Grösse  t^  a  niedenun  nach  der  Tabelle  des  §  6  be- 
rechnet werden  kann,  und  man  erhält  durch  SnmnoaUon  der  von 
den  drti  auf  die  rechtsseitige  Hälfte  wirkenden  Biegungsursaohen 
zu  der  Grösse  tga  gelieferten  Beitrag  für  dieselbe  den  Ausdru«^: 
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3)     tga  = 


pa .  a*        äSa         pa' 

'' ~YE%  ~~  'E%  ~6EZ' 

Diesen  Ansdrock  hat  man  nach  Subatitation  des  oben  (Sr  äR 

geftmdenen  Werthes  in  Gleichung  2)  für  tg  a  zu  subBüttüren.    Haa 

ertiilt  dann  eine  Gleichung,  ans  welcher  die  Grösse  K  als  einz^ 

noch  unbekannte  Grösse   berechnet   werden   kann.     Wenn  man  in 


dieser  Gleichung  abkürzungswelse  das  VerbUtniss 
ninuBt  dieselbe  fSr  E  auflöst  die  Form  ao: 
r— ^/  3  +  3n— 15) 


=  n  setzt,  so 


pM) 


p(U) 


Für  den  G^endmck  jeder    von   den   beiden  Uittelstfitzen  ei^ebt 
sich  hiernach  der  Werth: 

W«im  I.  B.  die  vier  St&tipna&te  in  gleichen  Abstinden  Ton  einander 
Uegen,  BD  iit  n  ^  -3-  zn  setzen,  imd  man  erhStt  ans  den  letiteien  beiden  Gl«-  - 
cbnngen  die  Werthe: 


■   IB' 


■  16' 
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Die  graphische  Darstellung  der  Bi^nngsmomente  kann  fOr 
die  mittlere  Abtheilung  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  39,  und 
ffir  jede  vod  den  beiden  Seiten -Abtheilnngen  auf  dieselbe  Weise 
wie  in  Fig.  55  aufigefäbrt  werden.  Der  allgemeine  Ausdruck  fdr 
das  BiegUDgBinonient  sm  der  im  Abstände  x  von  der  Mitte  befind- 
lichen Stelle  hat,  wenn  die  Stelle  der  mittleren  Abtheilung  aoge- 
hOrt,  die  Form: 

6)  M=-^^^~P(a  —  x)  —  K(l  —  x). 

Wenn  d^egea  die  Stelle  einer  tou  den  beiden  Seiten-Abtbei- 
luDgea  angehört,  so  ist  das  Biegnngamoment  zu  hestimmeD  ans  der 
Gltichung: 

7)  11=   ''"-»>'-g(i-x). 

Die  hiernach  in  Fig.  75  ausgeführte  graphische  Darstellui^f 
der  Biegungsmomente  zeigt,    dasa    f9r  den  oben  als  Beiai^el  ge- 


die  absoluten  WerUie  der  Biegungsmomente 


an  den  fSnf  Stellen,  wo  dieselben  ihr  Maximum  erreichen,  sich  ver- 
halten wie  16:20:5:20:16. 

§13. 

VortbsllhiHeile  UnfBrtllttnng(w«ln  fflr  den  Balken  uit  «Im-  StDtnH. 

Denkt  man  sich  den  Balken  auf  die  in  Fig.  76  angedeutete 

Weise  darchschnitten  und  unterstützt,  so  findet  man  —  auf  die- 

-selbe  Weise,  wie  in  §  11  aus  Fig.  66  sich  ergebm  hatt«  —  dass: 

I)     a  =  z\2 
sein  muBB,  wenn  die  absoluten  Werthe  der  Mazimalmomente  eis- 
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&nder  gleich  seio  sollen.     Wenn  man  io  der  aiiB  Fig,  76  zu  ent- 
oehmenden  Qleichung: 

2)    2  +  2o  =  i 
den  obigen  Werth  fflr  a  sobstitnirt,  bo  nimmt  dieselbe  fttr  s  auf- 
gelöst die  Form  an: 


pt-K 


Die  absoluten  Wertbe  der  Maiimalmomente  haben  bei  dieser 
ünterstfitzungsweise  die  gemeinschaftliche  QrQsse; 


4) 


i=^  =  0,OUl.pl\ 


and  ßr  die  Q^egeodrflcke  der  Stutzpunkte  ergeben  sieh  nach  Flg.  76 
die  Werthe: 

6)    if=j)»  =  0,2612.pi, 

6)    P  =  2po  =  0,7388. fl. 
Dasselbe  Resultat  wflrde  mittelst  der  in  Fig.  76  dargestellten 
Unterstfitzungsweise  auch  dann  erreicht  werden  kftnnen,  wenn  die 


£-?» 


Vig.  Tl. 


fv~K 


fOnf  Balkanstficke  in  gleicher  HOhe   liegend  an  den  SdinittsteHen 
durch   Sdnmiere    yerbnndeD   wären.     Da   nach   dem   äeaetse   des 
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Hebels  Rb-  die  Qegendrficke  der  vier  üoterstätzaDgapuDkte  genau 
dieaelben  Wertbe  sich  ergeben,  wenn  in  Fig.  76  entweder  die  bei- 
den mittleren  oder  die  beiden  äuBseren  Schnittstellen  fortgelassen 
werden,  so  kann  statt  der  ob^en  anch  die  in  F^.  77  oder  die  io 
Kg.  78  dargestellte  üoterstfitzongsweiBe  gewählt  werden. 

Wenn  man  bei  dem  continnirlichen  (nicht  durchschnittenen) 
Balken  die  Stützpunkte  so  legt,  dass  die  Nullpunkte  der  Biegnngs- 
momente  dieselben  Lagen  erhalten  wie  die  Schnittstellen  in  Fig.  76, 
so  werden  auch  die  Mazimalmomente  bei  dem  continnirlichen  Bal- 
ken dieselben  Werthe  annehmen  wie  bei  dem  durchschnittenen 
Balken.  Um  also  für  den  contintürlichen  Balken  die  vortheilhaftest« 
UnterstötzDugaweise  hennsteilen,  hat  man  die  HorizoDtal- Abstände 
der  StOttpunkte  so  zu  wählen,  wie  oben  in  Bezug  auf  Fig.  76  ge- 
linden wurde,  und  alsdann  die  Hittelstützen  so  weit  zu  senken, 
dass  die  G^endrQcke  der  Stützpunkte  ebenfalls  die  oben  (in  den 
Gleichtingen  5  und  6)  gefundenen  Werthe  annehmen  (Fig.  79). 

Fig.  7». 


Zur  Berechnung  dieser  vortheilhaftesten  Senkung  der  Hittel- 
stützen  kann  man  die  Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  be- 
nutzen, indem  man  darin  auf  der  linken  Seite  die  GrOase  ,,/"  an 
die  Stelle  von  Null  setzt  und  für  t^  a  den  Werth  aus  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen  suhstituirt.   Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

'>    ■'—      3EZ  »E%     ^^         '\3EZ       E%J' 

welche  nach  SnbsHtation  der  oben  far  die  Grossen  a,  K,  3K  ge- 
fundenen Ansdräcke  den  Werth  liefert; 

8)    /=  0,004712 -Ij^- 

Wenn  der  Balken  auf  solche  Weise  unterstützt  ist,  so  hat  das 
grOsste  Biegungamoment  den  in  Gleichung  4)  angegebenen  Werth; 
also  ist  das  Trägheitsmoment  des  erforderlichen  Quersehnitta  zu 
berechnen  aus  der  Qieichnng: 
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io  welcher  >$  die  praktisch  tntässige  SpannuDg  (pro  Qnulratniilli- 

meter)  nnd  »=:— A  die  halbe  Hohe  des  (symmetrisch  voraus^ 

aetaten)  Qnerachnitta  bedeutet.  Nach  Snbstitutioa  des  hieraus  fär 
die  QrOsse  X  sich  ergebenden  Werthes  nimmt  die  oben  Sa  /  ge- 
fundene Gleichung  die  Form  an: 

10)    /^0,2764.1.i^. 

Fireimo  icbmiedeiMinen  BrOcheoträgei  wUrde  £=20000  and  ^=:«Eil. 
10  MtzSD  leiQ.  Weno  lUo  i.  B.  die  Länge  3;=:SO0OOO°>°>,  and  die  Höh« 
»  =  IO0OO»>»  ist,  so  hat  die  vortheilhaftcite  Senkang  der  Kittetitntien  die 
Qt6bk: 

Man  erbfilt  ferner  saa  den  QleichQDgen  S)  und  1)  reap.  fOr  die  Gitaeen  » 
nnd  a  die  Werthe; 

z  =  8918CM=n'   und    o  =  88180.  yi  =  6S4lO™». 
El  muM  alM   der  MittetOBiiDiig  die  GTSiee  ia^iiOilO"^,   and  jeder  TOn 
den  beiden  SeiteDOffnnngen  die  GiOue  I — a^:H6W"°  gegeben  werden. 

§  14. 
BalkM  ut  fffaif  smun. 
Ffir  die  vortfaeilbafleste  Lage  der  SchDittstellen   (oder  Nnll- 
pankto  der  BiegnogsmomeDte)  erhlllt  man  nach  Fig.  80  die  Glei- 
cliaBgeD: 

I)    a+3i/2=l,   oder:    2= ^-^=--  =  0,19074.!, 

2)    o  =  2s/2  =  0,6396.!. 
Pig.  SO. 

f  T  f  ^  f 


Bei  dieeer  I^e  der  Schnittstellen  ei^eben  sich  ftlr  die  Qegen- 
drficke  der  Stfitipnnkte  die  Werthe: 

3)  ir  =  pj=  0,19074. ji, 

4)  P  =  yo  =  0,6395. yi. 
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und  die  Maxima  der  absoluten  Werthe  i^e  Biegun^fsaiomente  haben 
die  gemeinschafUicfae  Grdsse: 

um  bei  dem  coutinuirlichen  (nicht  durchschnittenen)  Bai- 
km  den  gleichen  Biegungszustand  herzasteilen,  hat  man  die  H(»i- 
zoDtal-AbBtftnde  der 
Stfitzpunkte  so  tu 
wählen,  wie  oben  lu 
Bezug  auf  Fig.  80  ge- 
funden wurde,  und 
alsdann  die  Blittel- 
stfitzen  so  weit  zu 
senken ,  dass  die 
DruckTertheilnng 
auf  die  Stützen 
ebenfalls  dieselbe 
wird  wie  in  Fig.  80. 
Die  hierzn  erforder- 
lichen Seukungeu 
der  Mittelstatzen 
kann  man  nach 
Fig.  81  berechnen, 
indem  man  sich  die 

Biegungszustflnde 
der  beiden  Abthei- 
lungen  auf  die  in 
Fig.  82  und  Fig.  83 
angedeutete  Weise 
veranscbaulicht 

FOr  die  Durchbiegung/  und  die  GrOese  tg  a  erhält  man  aus  Elg.  82 
(nach  der  Tabelle  des  §  6)  die  Qleichnngen: 

6,    /=-(^"°)°"         -'        ^'^ 


7)    lg« 


SEI 
(|pa)« 


SEX      2Et' 


.'  _a«<i 

'  2E%'  6EI       EI' 

vrelche    nach  Sabstitution  äer  oben  ffir  die  OrOsBfin  a  nod  ! 
fuQdanen  Werthe  die  Formen  annehmen: 


D,„.z,d,  Google 


Allgemeine  Theorie  des  Bftlkeiu  Aof  N  StQti«n.  51 

8)  /=0,000882&.^,        9)    tg«  =0,00327  ■^■ 

Aaf  ähnlii^e  Weise  kann  mu  die  Örflase  $  naeb  Fig.  8S  !>»• 
rechnen.  Die  Anwendung  der  Xabelje  des  §  6  fOhrt  zun&cbst  zu 
der  Gleichung: 

und  nach  Substitution  der  für  die  OrOssea  K,  a,  iga  gefandenen 
Ausdrflcfce  erhilt  man  für  die  HObendiffereae  s  den  Werth: 

11)  8  =  0,002084  ■^• 

Da  bei  dieser  Unterstätzungsweise  das  grOsste  Biegungsmoment 
den  in  Oleicbung  5)  angegebenen  Werth  annimmt,  so  kann  das 
Trägheitsmoment  der  erforderlichen  Qoerschnittsfläche  berechnet 
werden  aus  der  Gleichung: 

12)  ~Z  =  0,01S  19  pi; 

und  nach  Substitution  des  aus  dieser  Gleichung  für  die  GrOsse  % 
zn  entnehmenden  Werthes  erhält  man  aus  den  Gleichungen  8)  und 
11)  far  die  rortbeilbaftosten  Senkungen/  und  s  die  Werthe: 

13)  7=0,097027 -"l-.-^, 

14)  8=0,23026  •  —  ■—■ 

FOr  einen  schmiedeiserDen  BrQckenträger  ron  der  LSug«  SI  =  400000"™ 
und  derHBh«  A  =  10000"^  würde  man  5  =  6  Eil.  und  £=20000  n  satnn 
haben;  mui  erhält  dum  die  Werthe: 

/=ll«n>i»,4    und   B  =  276"".8. 
Es  ergeben  licb  ferner  nach  Gleichang  2)  für  die  arforderliohen  HoriiODMl- 
abatände  der  StDtien  die  Werthe:  a  =  107900'»>>>,  1  — a  =  9210O<™. 


Allgemeine  Theorie  de*  BiIIwim  urf  If  StOtteii. 

Wenn  man  bei  dem  io  Fig.  84  dargestellten  Balken  an  irgend 
einer  Stelle  innerhalb  der  n-ten  Abtheilong  einen  Yertioalscfanitt 
durch  den  Balken  hindurch  legte,  so  würde  man,  um  das  Gleioh- 


*)  Nftch  Hohr'a  „Beitrügen  lar  Theorie  der  Holz-  and  EiHen-Conetrae- 
timtmi"  (Zeitachrift  des  Archttecten-  nnd  Ingenienr* Vereine  nir  dk«  Königreich 
fi»BooTer,  Jahrgang  1860). 
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gewicht   wieder    herzustellen,    bei   jedem    der    beiden    durch    den 

Schnitt    getrennten    Balkentbeile   an    der   SchnittMelle    irgend   ein 

Eräftepaar   vom   Momente  3R    und   irgend   eine  Terticalkr&Ft  roa 

mg  Sl. 


Fig-  Sä. 
V'dV 


der  Grosse  V  hinzufOgen  mäsaen.  Das  Moment  äR  wird  das 
Biegungamoment  und  die  Erafl  V  wird  die  verticale  Ab- 
soheerungskraft  (oder  auch  kurzweg  die  Vertioalkraft)  fQr  die 
betreffende  Stelle  genannt. 

Die  BeziehuBgeD,  welche  zwiacheu  den  beiden  OrOBsen  V  und 
äR  stattfinden,  kOnnen  aus  der  Fig.  85  entnommen  werden,  welche 
den    Gleichgewichtszustand  des   zwischen  zwei 
benachbarten  Verticalacbnittea  befindlichen  Bal- 
kenstückes  von  der  unendlich  kleinen  Lange  dx 
Teranscfaaulicht.     Wenn  man   die   algebraische 
Summe  der  statischen  Momente  sftmmtlicher  auf 
dieses  Stück    wirkenden  Kräfte   in  Bezug  auf 
den  Drehpunkt  J  gleich  Null  setzt,  so  erhält 
XtdSft    man  die  Gleichung: 
j,^  0  =  (SJi  +  dStt)  —  S«  —  Vdx  —  Yi*„  dx\ 

welcher    man    nach    WeglaseuDg    des    letzten 
Gliedes    (als    einer    unendlich    kleinen    GrOsse 
zweiter  Ordnung)  auch  die  Form  geben  kann; 


iff-*-' 


1) 


(tc 


•V; 


UDd  nenn  man  ein  anderes  Mal  die  algebraische  Summe  der  Vei- 
ticalkräfl«  gleicli  Null  setzt,  so  erbfilt  man  die  Gleichung; 
0  =  {V+dr)—V  —  p,dj:,    oder: 
„,     dV  <!■» 

^>     d^=>^  =  -d^- 
Die  Verticalkraft  V  ist  eine  Grosse,  welche  innerhalb  der  zwi- 
schen   zwei   benachbarten    Stützpunkten    liegenden    Streclce  stetig 
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sieb  tadert  An  jedem  Statipnakte  selbst  aber  ftndtrt  sich  die- 
flelbe  sprangvaise  nm  eine  Grosse,  welch«  gleich  dem  G^ndnioke 
dieses  Stfltipanktes  ist  Wean  allgemein  mit  A 
^-  *■  der  Werth  beieichnet  wird,  welchen  die  GrösM 

V  uomittelbar  links  neben  einem  StflUpookt« 
annimmt,  nnd  mit  B  der  Werth,  welchen  die- 
selbe unmittelbar  rechts  neben  dem  StQti- 
punkte  annimmt,  so  ist  nach  der  Flg.  86,  welche 
den  GleichgewichtsEustand  des  Aber  dem  fi-tea 
Stätzpnnkte  liegenden  aneQdlioh  kleinen  Bal- 
kenstacks  veranschaulicht,  der  Gegendruck 
dieses  Stdtipunktes  zu  bestimmen  aus  der 
Gleichung: 

3)    Ä.=  ^.  — 5». 
Zur  Berechnung  der  Grossen  A  und  B  kann  man  die  Fig.  67 
benutzen,    in  welcher  die  auf  äie  zwischen    dem  n-ten  und    dem 

n  +  l-tenStflti- 
F'«-  »'■  f«,  Dunkte  IbeflndlU 


ond  den  linksseitigen  Endpunkt  des  Balkenstflcks  dabei  als  Dreh- 
punkt wählt,  so  erhftlt  man  die  Gleichung; 

0  =  3Rh-i— a«,+  Yi^ö-^B+i^,   oder; 

4\       j         3Rn+|  —  9Wb     ,    pB  In 

i)    A^,- j^ +  -2    • 

Die  3r99se  D.  kann  nunmehr  bestimmt  werden  aoi  itt  01ei> 
diaBf  der  VerticnlMfte: 

0  =  B.  +  p.l.—  A.^.,, 
weldie  fitr  Bm  »f^lftst  nnch  SnlMtitntion  des  f&r  die  GrDsse  A^^t 
gefindenen  Verthee  die  Perm  annimmt; 
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Wenn  man  das  in  Fig.  87  dargestellte  Balkenstfiek  als  eines 
an  beiden  Enden  elngemaaerteo  Balken  betrachtet,  and  auf  die 
Bereebnang  der  Onrchbiegong  desselben  das  in  §  8  erkl&rte  Ver- 
ehren anwendet,  so  erhält  man  nach  der  Tabelle  des  §  6  die 
äleichnngen: 


l«a.+i  =  tgan+f™r  +  - 


y.+i-!/--(-tg«.  +  -^^  +  -^^^j 3^^. 

welchen  man  nach  SnbstitntiOD  des  in  Gleichmig  4)  f&r  die  OrOese 
Ä,t+i  gefundenen  Werthes  aach  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

6)     ^(tga«+,-tga„)  =  i-(8K^,  +  aRn)f„— ip»«. 

Die  letztere  Gleichung  bleibt  aach  dann  noch  gültig,  wenn 
in  derselben  der  Index  „tt"  Aberall  om  „Eins"  erhJJht  irird,  and 
geht  dann  in  die  folgende  über: 

8)     m.  (y^-i  —  yn+i  —  /n+I  tg  a,+i) 

=  -g-  (SRn+i  +  2  SRn+l)  'i+1  —  24  PB+I  'if  i. 

WeoB  man  yon  den  beiden  Gleichnngen  7)  and  8)  die  erster» 
durch  2b  t  die  letztere  dnrch  ^^i  diridirt,  und  alsdann  die  letztere 
von  der  eisteren  sabtrahirt,  so  erhält  man  eine  Oleichnng,  welcher 
Eum  die  folgende  Form  geben  kann; 

9)     M(l«.H-.-lg«.)  =  -M{»ä_=JMi_  (_».+!_=.&.)} 

Die  Gleichsetznng  der  beiden  in  den  Gleichungen  6)  und  9) 
fBr  die  Grösse  £X  (tg  a„+i  —  tg  a„)  gefundenen  Wertbe  fährt  end- 
lich zu  der  Gleichung: 

Wenn  man  diese  Gleichung  durch  ^  dividirt  und  alsdann  tb- 
kürzungsweise: 
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n  ftvf  ubn  St&tno.  bb 


24  £1, 


11)   — J-(yn+i-y»)  =  "..         12)   v  =  *»+« 

sfltxt,   so  erh&lt  man   die  folgende  ftllgemeine  Gldohung  für  dl« 
Bif^ngsmomeiite  an  drei  auf  einander  folgenden  StOtipunkten; 

13)  aw„-(-2aR^,(i  +  i«n+i)  +  aHH->»i-+i 

=  -j-ji»«  —  «D  +  »»«+1  (J>n+I  +  «n+ll  j- 


§  16. 
BaIhM  Bjt  leKn  StUlien. 

Wenn  man  in  den  allgemeinen  Qleiobungen  des  TOrigen  Ptn- 
graphen  die  folgenden  Wertbe  BnbBtitnlrt: 

«1  =•*!  =  «•  =  ■■•  —  Ot 

h=l,=l,=  --  =  [, 
»M,  ^m^=m4  =  ■■  ■  .=  1, 
so  gelten  jene  Oleichnngen  nunmehr  für  einen  Balken,  deiien 
Belastung  gleichförmig  flher  die  ganze  Lftnge  deuelben  rerthelU 
ist,  und  dessen  Stfitzpnnkte  Bftmmtlich  in  einer  und  denelben 
HoriEODtalen  liegend  die  ganze  Länge  det  Balkens  in  Abthellungan 
TOD  gleicher  Lftnge  zerlegen.  Die  Gleichungen  13),  4),  b),  ft) 
■tefamen  fBr  diesen  speäellen  Fall  die  folgenden  Fonnen  an; 


2  ' 


2)    A+i  = 

4)  K„  =A.—  Bn. 
Hittclst  der  ersten  dieser  rier  Glei^nogen  kann  man  die 
ffiegugnDonWDte  fiber  den  StStzpnnkteD  bereebnen.  Wenn  ma» 
■SalitA  im  diewr  Olekkaag  für  den  Indiex  ^*  dar  B^b«  nwb 
fie  Wtftk  1,  2,  3 . . .  snbditnirt  —  nod  n^^leicb  batekAebOgt, 
4Mm  tat  Biegn^aoment  tm  Rndpwikto  de«  (r«i  anfliegeiulea 
BdfccM  imma  0äA  XoU  ist  —  so  erittlt  mao  uttfcbrt  die 
Gl« 
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6)     0     +43», +3»,=^', 

6)  SW,+4S».  +  ä 

7)  SR,  +4». +  a 


Diese  GleichuDgen  kann  man  benutzen,  um  die  unbekannten 
Grossen  ^^,  W^  .  .  .  Bftmmtlich  durch  die  eine  unbekannte  Qrösse 
3R,  aufizudrOcken.  Indem  man  die  erste  für  Wig  auflöst,  den  ge- 
fundenen Werth  in  die  zweite  einsetzt,  um  Wl^  daraus  zu  berech- 
nen, tmd  auf  diese  Weise  fortf&brt,  gelangt  man  der  Beihe  nach 
zu  den  folgenden  Gleichungen: 

9)    aR,=4-*— 4301,, 

10)  -.-    -2- 

11)  aR3  =  6;)/*  — 56aRg, 

12)  9Ke=  — 22pZ»  +  2093«,  .... 

Die  Bi^UDgsmomente  über  zwei  Stützpunkten,  welche  gleich 
weit  Ton  der  Uitte  des  Balkens  entfernt  sind,  haben  gleiche 
Grössen.  Fär  den  Balken  auf  zehn  Stfitien  kann  man  daher  die 
Grösse  3Rj  nunmehr  berechnen,  indem  man  die  Wertbe  von  Wt^ 
und  äRg  einander  gleichsetzt,  also  aus  der  Gleichung: 
6;»;»  — 56aR,  =  — 22pi'  +  209ÜH„    oder: 

13)  W,=^^pl'. 

Hiernach  ergeben  sich  für  die  fibrigen  Biegungsmoment«  aus 
den  Gleichungen  9),  10),  11)  die  Werthe: 

und  wenn  die  Grosse  ^^  als  Einheit  betrachtet  wird,    so  stellen 

öaO 
die  in  Fig.  88  angegebenen  Zahlen  die  Biegungsmomente  Qber  den 
zehn  Stötzpunkten  dar. 

Um  die  GegendrScke  der  Stützpunkte  zu  berechnen,  hat  man 
In  den  Gleichungen  2),  3),  4)  ffir  den  Index  „n"  der  Reibe  nach 
die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  6  zu  snbstituiren  und  dabei  zu  berücksich- 
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tigen,  das8  di«  QiOase  X^  als  Verticalkrsfl  links  neben  der  ersten 
Stfltie  jedenfolts  gleich  Null  ist     Mit  Benatsnng  des  ffir  3R,  ge- 


? % ! h 

fimdenen  Werthes  erb&lt  maa  demnach  zur  Beatimmang  der  GrDsse 
Kl  die  Oleichnngen: 

Auf  ftboliche  Weise  erbUt  man  zur  Beetinunung  der  Qrftsge 
Kl  die  folgenden  Gleichungen ; 


I         ^  2  ~  630 

t,  —  at,  _  pi 280 

l  2  ~        630 


Pl. 


„        321     ,  ,    280     ,       601     , 

Fig.  8». 


tiod  findet  durch  Fortsettnng  dieses  Ver&hrena  die  in  Fig.  89  eq- 
sammengestellten  Zahlen,  welche  mit  dem  Factor  -^^  multiplicirt 
die  wirklichen  G^endrficke  der  sehn  Stutzpunkte  darstellan. 

§"• 

Vltrfach  ■ntantOtztar  Balhm  mit  draf  Einzalgawichlsn  btluttL 

Mao  kann  den  in  Fig.  90   dargestellten  Balken,    welcher  in 

Wirklichkeit  nnr  an  vier  Funkten  unterstützt  ist,  auch  als  Balken 

auf  sieben  Stfltzen   betrachten,   indem  man   zu   den   StQtzpunkten 

auch   die    drei  Belastungspunkte   zählt    und    die  drei  Gewichte  Q 
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als  n^ative  Q^endrficke  derselben  behandelt  um  die  allgemeiDen 
aieichnn^n  des  §  16  auf  den  rorlt^enden  Fall  anzawendeD,  hat 
man  die  Werthe: 

^  =  ^  =••■■  =  '. 


=  1 


in  denselben  eq  sobstitniren.    Die  Gleichong  13)  des  §  15  nimmt 
alsdann  die  folgende  Form  an: 


„+4aH„+.- 


= -j- (""+'- 


Dod  wenn  man  In  derselben  für  den  Index  „n 
die  Zahlen  1,  2,  3  substitnirt,   so  erb&lt  man 


der  Beibe   nach 
-  in  Berädcsicb- 


tignng  des  ümstandes,  dass  i 
die  drei  Gleichungen : 


0  +  43», +SD!,=^  («,-»,). 


K, +4  3R.+SK,  =-!-(», 


'.)• 


Nach  Gleichung  U)  des  §  15  enthalt  der  Ausdruck  für  u^  die 
Htihendiffereaz  zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Stätzpunkte  als 
Factor;  ebenso  der  Auadnick  fQr  u,  die  HfihendifTerenz  zwiscbNi 
dem  zweiten  und  dritten  Stfitzpankte.  Da  die  beiden  Stützpunkte 
1  nnd  3  in  gleicher  Hfthe  li^en,  so  ist  h,  =  —  t«,  zu  setzen. 
Ans  demselben  Omnde  ist  u«  =  —  u,  za  setzen,  nnd  man  erhält 
nach  AusfSfarung  dieser  Substitntionen  die  folgenden  drei  Glei- 
chungen: 
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2)  SÄ,  +  43R,  +  SR,  =  +-^  («,+«,), 

3)  23», +43»,=--^-«,. 

Wmd  man  die  ans  den  Oleicbnogen  1)  und  3)  resp.  ftr  die 
GrSasen  u, '  nnd  u,  in  entnehmenden  Wertbe  in  Qleichang  2)  sab- 
stitoiit,  so  ninunt  diese  letxtare  auf  Nnll  redncirt  die  Form  an: 

4)  6äR,  +  llS», +6W4=0. 

Die  zur  Bestimnaung  der  drei  unbekannten  Qrftssen  3K,,  3R,, 
3]tj  noch  fehlenden  zwei  Gleichungen  erhält  man  ans  den  allge- 
meinen Gleichnngen  3),  4),  5)  des  §  16,  indem  mau  zon&chat  die 
Ansdrücke  fnr  £,  und  K^  aus  denselben  ableitet  und  alsdann 
jeden  dieser  Iwiden  Ausdrücke  gleich  „ — Q"  setzt.  Hau  gelangt 
dabei  zn  den  folgenden  Gleichungeo: 

,      an,  — 0  ,      SM*  — a»a 

A,  = ,  At  = 


i        '  *  l 


B.= 

-S».- 

»-, 

QU 

asR,- 

-im. 

6)     2äKj— 9R,  =  - 
6)    23»^  —  2aWj  = 
Ans  den  drei  Qleichungen  4),  fi),  6)   ergeben   sich  nunmehr 
fOr  jene  drei  Biegangsmomente  die  Werthe: 

Flj.  «1. 

8«  H«  h9 


^ 


Wenn  man  ferner  aus  den  allgemeinen  Gleichnngen  B),  4),  6) 
des  §  16  die  Ausdräcke  fQr  K^  und  £,  ableitet,  so  gelangt  mm 
dabei  za  den  folgenden  Gleichungen: 
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'•»  ^       l      • 

B  _  8»,— 0  *™       °™ 

^1  = 


SR,  „     23»!  — a»,  —  a», 

-—'         *^'=  i  ' 

and  nach  Sabstitotioo  der  obea  fAr  die  drei  Biegungsmomente  ge- 
fbndenen  Ansdräcke  erhält  man  hieraaf  für  die  Gegendrficke  der 
Stfitzpunkie  die  ia  Fig.  91  angegebenen  Wertbe. 


:  18. 


Bei  Ableitang  der  allgemeinen  Gleichungen  des  §  15  wurde 
zwar  Tontnsgesetzt,  dass  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden 
Stätzpunkten  die  Belastung  gleichförmig  längs  der  betreffenden 
Balkenstrecke  vertheilt  war.  Man  kann  jedoch  jene  Qleichungen 
anch  anf  den  Fall  noch  anwenden,  in  welchem  eine  solche  Strecke 
aus  mehreren  Theilen  besteht,  deren  Belastungen  pro  Ungeneinheit 
ungleiche  Grössen  haben.  Für  diesen  Fall  hat  man  die  Grenzpunkte 
der  gleichförmig  baiasteten  Strecken  (oder  die  Discontinuitfitspankte, 
in  welchen  die  Belastung  pro  Längeneinheit  sprungweise  aus  einem 
kleineren  in  einen  grosseren  Werth  ähergeht)  mit  zu  den  Stutz- 
punkten zu  Eählen  und  die  Gegendrücke  dieser  fingirten  Stötzponkte 
nachher  gleich  Null  zu  setzen. 

So  z.  B.  würde  man  den  in  Fig.  92  dargestellten  Balken 
—  obgleich  derselbe  in  Wirklichkeit  nur  drei  Stützpunkte  hat  — 

Fig.  92. 


als  einen  Balken  auf  vier  Stützen  zu  behandeln  haben,  und  in 
den  sUgemeiDen  Gleichungen  des  §  15  warden  für  diesen  Fall  die 
folgenden  Werthe  zu  substituiren  sein: 
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/,  ^  i,  =  I,  =  /,       fdj  ^  Wj  ^  1, 

M,  =  —  M,    und    Ha  =  0. 
Man  erhfilt  dun  nach  QleichoDg  13)  dea  §  Ib,  lodern  mui 
dmrin  tön  Hai  »  =  1  und  ein  anderes  Mal  n  =  2  setit,  die  beiden 
Oloehiiogen: 

1)  O  +  iaR. +  3»,  =  -^(p, +>-,- ä»!,), 

2)  a«,  +  43», +0=  ^^-(i», +p,  +»,). 

Indem  mau  jede  dieser  beiden  Gleichungen  fQr  die  GrOsse  h, 
sun^ist  nnd  die  beiden  auf  solche  Weise  gefundenen  Ausdrücke  als- 
dann ünander  gleich  setzt,  gelangt  man  ferner  tu  der  Gleichung: 

3)  249»,  +  369X,  =  (/),  +  3p,  +  2p,)  l». 

Um  die  znr  Berechnung  der  beiden  Grössen  JW,  und  SR,  noch 
erforderliche  zweite  Gleichung  zu  erhalten,  bat  man  nach  den  all- 
gemeinen Gleichungen  3),  4),  5)  des  §  16  den  Ausdruck  fflr  die 
Orftsse  f,  zu  bilden  und  diesen  Ausdruck  dann  gleich  Null  lu 
setzen.  Die  AusfOhniDg  dieser  Operation  führt  zu  den  folgenden 
Gleichungen: 

4)  ^  =  «,--^5+..', 

7)  2ä)!,-K.=  -(y,+y,)   '^ 

Dareh  Auflösung  der  beiden  Gleichungen  3)  und  7)  erliftlt 
man  für  die  leiden  Biegungemomente  3R,  und  äVj  die  Wertlie! 

8)  W,=(2p,-lbp,-np,}^l. 

Die  Oegendräcke  der  drei  wirklichen  Stätjpunkte  kson  man 
nonmefar  nach  den  allgemeinen  Gleichungen  des  §  15  berechnen, 
indem  man  mit  Hülfe  derselben  die  Ausdrücke  fdr  die  Grossen 
jr,.  K,.  K,  bUdet: 

K-  -        '"'•  4-  »■>' 
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a».      w,     (.v,+p,)i 

^. -2-j i-+ 2 ■ 

W,       p,l 

K.---P  +  -2-. 
und  die  oben  gefundenen  Ausdrficke  für  die  Momente  ä)t,,  3)}i 
dissen  <31eictiiing«i  sobstitnirt.     Man  erhält  dann  die  Werthe: 


■'96 


§  Ld. 

Briicksnbalken  auf  drei  SUHui. 

ErmittelaDg  der  vortheilhafteaten  Senkung  der  HittelitQtte 

mit  Berücksicbtignng  der  mobileo  BaUBtnn?. 

Um  die  vortbeilhafteste  Lage  der  Stätzpunkte  fOr  einen  Balken 
auf  mehreren  Stützen  zu  finden,  hat  man  —  wie  in  §  11,  §  13, 
§  14  an  mehrereo  Beispielen  gezeigt  wurde  —  die  absoluten 
Maximalwertbe  der  Biegangsmomente  einander  gleich  zu  setzen. 
Wenn  der  Balken  aueachliesslich  eine  gleichf&rmig  aber  seine 
L&sge  vertheilte  parmaneDte  Belastung  —  wie  z.  B.  sein  eige- 
nes Gewicht  —  zu  tragen  hat,  so  h&ngen  die  Werthe  dieser  Maxi- 
malmomeDte  lediglich  von  der  Lage  der  Stützpunkte  ab.  Bei 
Brückentr&gern  dagegen,  welche  zeitweilig  ausser  der  permanenten 
Belastung  noch  eine  (entweder  Qber  die  ganze  Länge  oder  eiBen 
Theil  derselben  gleichf&nnig  vertheilte)  fremde  Belastung  —  die 
sogenannte  mobile  Belastung  —  zu  tragen  haben,  hängen  jene 
Maximalmomente  ausserdem  von  dem  jedesmaligen  Belastongs- 
zustande  ab.  Um  die  vortheilhafteste  lÄge  der  Stützpunkte  fBr 
einen  solchen  Brückenbalken  zu  ermitteln,  hat  man  also  zuvor 
die  ungünstigsten  Belastungszustände  aufzusuchen,  d.  h.  diejenigen 
Belastungszustflnde,  bei  welchen  jene  Maximalmomente  ihre  grOsst» 
mdgliehen  Werthe  annehmen.  Darch  Gleichaetzung  dieser  grOssten 
Werthe  findet  man  nachher  die  vortheilhafteste  Lage  der  Stätz- 
punkte. 

Für  den  in  Fig.  93  dargestellten  Balken  würde  man  in  den 
allgemeinen  Gleichungen  des  §  16  die  Werthe  l^^=l^=i,  m,  =  l 
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BiflakwiMtlnu  kof  drei  StAtnn. 


und  Ni  =  —  «1  za  aiibstftiik«n  htben.     Die  Gleichung  13)  mmmt 
ftlsdauii,  wun  darin  n  =  1  ge&eUt  wird,  die  folgeode  Form  an: 


0  +  431 
1)    VI, 


l\ 


.  +  0  =  -^(p,+ft  — 2«,),    oder: 


fiO'i+;'i-2«,). 


Das  Biegungsmoment   über   der  Uittelstütze    wird  bei  jedem 
BelastuQgBziistaDde    eines    tod    den    Mazimalmomenten    sein,    nad 
dasselbe  nimmt  — 
^«■"-  wie    Gleichung    1) 

zeigt  —  einen  um  ao 
grosseren  Werth  an, 
je  grosser  die  Be- 
lastungen pi  QDd  p^ 
sind. 

Wenn  die  perma- 
nente Belastung  pro 
LängeneiDheit  die 
Grosse  p  bat,  and  mit  q  die  Grosse  bezeichnet  wird,  bis  zu  wel- 
dier  die  Belastung  pro  Längeneinheit  durch  das  Hinsutreten  der 
mobilen  Belastung  gesteigert  werden  kann,  so  ist  p  der  untere 
und  q  der  obere  von  den  beiden  Grenzwerthen,  zwischen  welchen 
eine  jede  tou  den  beiden  Grossen  p,  und  p^  sich  Andern  kann. 
Um  das  Maximum  von  3R,  zu  erbalten,  hat  man  demnach  Px=q 
QQii  p^=q  m  setzen,  also  ist: 


2Ä.C 


=  -^(j~«.). 


ISn  andres  Maximum  wird  der  absolute  Werth  des  Biegungs- 
momentes  stets  an  irgend  einer  zwischen  dem  ersten  und  zweiten 
Stützpunkte  befindlichen  Stelle  annehmen,  deren  Lage  von  dem 
jedesmaligen  Belastungszustande  abhängt.     Diese  Stelle  würde  im 

Abstände  -^  l  von  dem  ersten  Stützpunkte  liegen,    wenn  die  Be- 

lastang  pro  Längeneinheit  überall  gleich  q  wäre,  und  die  drei 
Stützpunkte  in  gleicher  Hohe  lägen  (s.  fig.  66).  An  dieser  Stelle 
würde  das  Biegangsmoment  ein  Minimum  (oder  ne^tires  Maximum) 
erreichen  von  der  QrOsse: 


28 


128 


ql'. 
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Zu  diesem  negstiveo  Biegangsmomeate  liefert  —  wie  aus 
Fig.  60  zu  ersehen  —  eine  jede  Belastung  der  recbtsseitigea  Bal- 
kenhälfte einen  positiven  Beitrag.  Es  würde  daher  das  Uin- 
wegnehmeii  jedes  Betastungstheiles  der  recbtsseitigeD  fialkenhaifte 
zur  Folge  haben,  daaa  jenes  negative  Maiimam  3il'  einen  grosseren 
absoluten  Werth  annimmt,  wobei  zugleich  eine  Verschiebung  der 
Stelle  eintreten  wird,  an  welcher  dieses  Maximum  stattfindet.  Die 
Grj}sse  W  würde  also  ein  Minimum  oder  dem  absoluten  Wertbe 
nach  ein  Maximum  werden,  wenn  die  rechtsseitige  Balkenhälfte 
ganz  unbelastet  und  die  linksseitige  Balkenhälite  voll  belastet  wäre. 
Obwohl  in  Fig.  »3 
^'*-  "■  die  Mittelstötze  tie- 

*  1     fer  liegt  als  die  bei- 

I  den    Endstfltzen,    so 

L  j  I  j  I     gelten    doch  —   wie 

"^jL^  ^A  ----^^    ^^^  ^j^j^  durch  An- 

^^^^^^^^     ====='=^^^'''^         Wendung  des  in  Fig. 

I  I  60    erklärten    Coa- 

j,  pj  structionsverfahrens 

leicht  Überzeugt  — 

die  obigen  Scblussfolgeruogen  auch  für  den  vorliegenden  Fall.    Dm 

also  das  Minimum  von  3R'  zu  berechnen,  hat  man  in  der  (ans  §  10 

zu  entnehmenden)  allgemeinen  Gleichung: 

3)  ä«'  =  --g- 

fQr  die  QrOssen  £,  und  p,  die  Wertbe  zu  substitniren,  welche  dem 
in  Fig.  9i  dargestellten  Belastungszustande  entsprechen. 

Nach  §  15  erhält  man  zunächst  für  den  in  Fig.  93  angenom- 
menen ßelastungszustand  die  allgemeinen  Oleichungen: 

^,=0,      £.  =  »L_M, 

3»,        y,! 

'■- r"+    2" 

Die  letztere  Gleichnng  nimmt  nach  SnbatitutioD  des  ia  OleicbuDg  L) 
gefnodenen  Werthes  die  Form  an: 

4)  ir,=~{7ft-ft +2«,), 

and  aus  Oleicliung  3)   ergiebt  sich  nunmehr  für  das  Biegungs- 
moment 3]R'  der  Werth: 


„Google 


BrUckenbalken  auf  drei  Stfltzeu. 


») 


612 


Op,—p,  +  ^«,)' 


Um  dm  Mininrnm  VOD  SR'  zu  erbalten,  bat  man  bieria  Pi^  q 
und  p^^  p  zu  Sätzen,  also  ist: 

JL   (7g  — !>  +  2«.)' 
512  o 


W, 


Durcb  GleichsetzuDg  der  aus  den  Gleicbungen  2)  und  6)  zu 
entnebmenden   absoluten.  Wertbe   von  SRkdu»   und  3n'(mis)  erb&It 
1  endlich  die  Oleicbung; 

-i.  +  2«,)', 

aufgelöst  die  folgende  Fonn 


¥(«-"''  =  5ß,<'« 
welche  fär  dl«  unbekanote  QrOase  u, 
annimmt: 


^) 


-\p  —  23  j  +  Vö44j»  —  32p5 


Nach  der  in  §  16  (Gleichung  11)  angegebenen  Bedentnng  der 
QrOBEe  Ui  ist  zugleich: 

24^1  ,  ^.        .  u,l* 

8)    «i  =  -7*-     I>»-0).    oder:     Vt^^iEZ' 
und  wenn  man  hierin  den  in  Qleichnng  7)  gefundenen  Werth  fflr 
»1  Bubstituirt,  so  erhftlt  man  fnr  die  vorüieilhafteste  Senkang  der 
Mittelstützfl  den  Werth: 


9) 


^.=^:.-|f-23  +  |/544-32^1. 


Den  grftssten  Werth,  welchen  das  Maximalmoment  bei  dieser 
ÜnterstStzungsweise  erreichen  kann,  findet  man  ans  einer  von  den 
beiden  Oleichangen  2)  nnd  6),  indem  man  darin  den  fär  »i  ge- 
fundenen Wertb  einsetzt.     Nach  Olelchnng  2)  wird  z.  B.: 


10)     aK,(™,  =  ^J25s-p— V5443*— 32pjj, 

und  ebenso   gross    kann   der  absolute  Werth    von  W.'   bei   dieser 
ünterstützungsweise  werden. 

Aus  den  twiden  Gleichungen  9)  und  10)  ergeben  sich  die  in 
nachfolgender  Tabelle  zuBammengestellten  Zahlenwertbe: 


j 

9 

0  |o.i 

0,2 

0.3 

0,4  1 0,5 

0,6 

0,7   0,8  1 0,9 

il 

; 

'1"^       m.l 

421 j 462 

508 

&43 

B83J622 

062 

701 

740 '779 

817 

1000  000  EI 

1   «.. 

"'       82000 

888 1 828 

807 

TM 

776 1 761 

746 

731 

tisItoi 

686 

r-Unhuilk.    3.  Anfl. 
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66  Enter  Abichnitt.    §  20. 

Di«  in  der  enten  Vertical-ColoinDe  Btsbenden  Z&hleowerthe  beliehen  tiob 
aaf  den  speciellen  Fall,  in  velchem  die  permtDente  Lut  ^leioh  Nnll  ist, 
nnd  die  in  der  letzten  Vertical-Colamne  stebendeo  Zftblenwettbe  benehen  iicb 
anf  den  Bpeciellen  Fall,  ia  vekhem  die  mobile  Lut  gleicb  Null  Ut. 

Wenn  das  VerhältniM  der  permaDenten  Belartnog  m  TotalbeUatong 
gleich  0,6  ist,  so  wird  nach  obiger  Tabelle: 


■0,000682    und    SB,/. 


32 


■  0,7*6. 


Die  errorderliebe  OrOMe  des  TrägheitBrnomentei  der  QueTscbnittiäicbe 
wfirde  (ftof  Sbnlicbe  Weise  wi«  am  Seblnoe  det  §  11)  in  berecbnen  (ein  aiu 
der  Oleich QDg: 


in  welcher  S  die  practiecb  zulöMige  Spumnog,  und  h  die  Höhe  de«  Balkens 
bedeatet.  Nach  Snbatitation  des  ans  dieser  Gleiehang  fUr  X  m  entnebmerden 
Wertbes  erhält  man  fQr  y,  die  Gleichung: 


FQr  Scbmiedeieen   wQrde  £  =  6  Kil.  und   £  =  20000   in  setien   sein. 
Wenn  abo  i.  B,  1=  100000"™  nnd  h  =  10000"""  ist,  so  wird: 

y,  =  68™.l5. 

Anf  gleiche  Weise  wQrde  fOr  den  Fall,  in  welchem  —  =  1  ist,  der  Werth 
9 
y,  =  91°^,4  sirh  ergeben,  also  derselbe  Werth,  welcher  in  dem  am  Schtnue 
des  S  II  berecbneten  Zahlenbeispiele  gefanden  wurde. 


Vorihellhattsite  Lage  der  Statzpunkle  einei  BrDckwbalkens  >■(  vier  SWzwt. 
um  für  den  in  Fig.  95  dargestellten  Balken  die  GegeDdrScke 
der  Stützpunkte  zu  berecbnen,  hat  man  in  den  allgeiaeinen  Olei- 
chungen  des  §  15  die  Werthe  u,  =  0  and  %  =:  —  Uj  zu  substt- 


Fig.  »5. 


tniren.     Da  ferner  m,  ^  —  ist,  so  kann  m  statt  m^  and  dem  ent- 
sprechend: *"* 
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3)  !»,= 

4)  W,= 


Tort  heil  htfteate  Lage  derStDUpankte  eineiBrflekanbalkeiia  tnf  Tin  Statten.    67 

gesetzt  werden.  Hau  erh&It  dann  ans  der  Gleichung  13)  des  §  16, 
indem  man  dtuin  das  eine  Hat  n  =  1,  das  andere  Ual  n  =  2  sebt, 
die  beiden  Gleichungen: 

l)    0  +  2S[R,(1  +  «,)  +  mW,=  ^p^'„),  (?.+»■■?.-«■)■ 

AUS  welchen  fSr  die  beiden  BiegnngsmODiente  die  folgenden  Wertfae 
Bich  ergeben; 

L'l2p^il-\-m)-\-ptm»(2-\-m)—ptm—u,(2  +  m)\ 
"4  1  (2+ffl)»(2  +  3m)  r 

^'f2i),(l  +  m)+fi'«'(2+w)— PiM-»^(2+i«)l 
"4  1  (2+m)»(2  +  3in)  J' 

Hit  Hfllfe  dieser   beiden  Oleichangen   kann   man    die   beiden 
Gegendräcle  K^  und 
^^-  "■  ä;  nach  der  in  §  16 

erklärten  Methode  be- 
rechnen,   sobald    der 

Belastnngs  instand 
und    die    Lage    der 
Stfltzpnnkte  gegeben 
sind. 

Anf  der  linkssei- 
tigen Balkenhftlfte 
wird  es  —  wie  in 
g  12  gezeigt  wnrde 
—  im  Allgemeinen 
drei  Stellen  geben, 
an  welchen  der  ab- 
solnte  Werth  des 
Biegnngamoments  ein 
Hazimnm  erreicht. 
Obwohl  die  in  §  12 
hinsichtlich  des  Beb- 
^  stungsinstandes    nnd 

der^Stfltzeslsge  gemachten  Vorausseteungen  hier  nicht  intreffer, 
»kann  doch  die  in  Fig.  75   ausgefAhrte   graphische   Darstellnng 
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68  Enter  iliKfanitt.    %  20. 

der  Biegnngnnonient«  wenigstens  so  weit  Rt  den  Torliegendeo 
Fall  benutzt  werden,  als  es  sich  nnr  dämm  handelt,  die  Anzahl 
nod  oDgeAhre  Lige  der  Stellen  za  bestinunen,  an  welchen  das 
Bi^fungsmoDient  ein  Manmam  oder  Uinimnm  wird.  Man  erkennt 
ans  Rg.  75,  daas  die  Grösse  %ft„  als  Biqr<uigsmoment  aber  der 
zweiten  Stütze,  bei  jedem  Belastungsznstande  eins  von  den  Haii- 
malmomenten  sein  wird.  Bin  Uinimuin  (oder  negatives  Maiimum), 
welches  wie  im  vorigen  Paragraphen  mit  3R'  bezeichnet  werden 
soll,  erreicht  das  Biegongsmoment  an  irgend  einer  Stelle  zwischen 
der  ersten  nnd  zweiten  Stntze.  Ein  anderes  Minimum  391"  ^Ut 
in  die  Mitte  des  Balkens. 

Um  diejenigen  Belastungszustinde  en  finden,  bei  welchen  die 
absolaten  Werthe  dieser  drei  Biegnngsmomente  am  grössten  werden, 
hat  man  mit  Hälfe  der  in  Pig.  96,  Fig.  97,  Fig.  98  ansgeföhrten 
graphischen  DarsteUnngen  der  Biegtugsmomente,  welche  in  dem 
gewichtlos  gedachten  Balken  durch  ein  Einzelgewicht  Q  hervor- 
gebracht werden,  die- 

-^  '"'^-  ••  jenigen  Strecken  auf- 

■iMBafcn^BUl -i _  ■!  ;?"^ ..      .         zasnehen,  deren  Be- 

Wi^  lastungen        posi- 

tive,   nnd   diejeni- 
gen Strecken,  deren 
^  Fis  100.  Belastungen     nega- 

P_ ^-_ tive  Beiträge  zu  dem 

betreffenden  Maximal - 
momente  lierern.  Man 
überzeugt  sich  auf 
diese  Weise  leicht, 
dass  es  die  in  Fig.  99, 
Fig.  100,     Fig.  lOi 


W^A 


^  ~       ^  ^fj~)        '  *     dargestellten      Bela- 

stuugszust&nde  sind, 
bei  welchen  resp.  die  Momente  9R„  W,  SR"  ihre  grOssten  abso- 
luten Werthe  annehmen. 

Dem  in  Fig.  99  dargestellten  Belastungszustande  «itsprechen 
die  Werthe  p,  =  9,  p,  =q,  p,  =p,  und  nach  Substitution  der- 
selben erhftit  man  für  das  Maximum  von  9R,  aus  Gleichung  3)  den 
Werth: 
M    m)  _  L* fq(•2+•2m  +  2m'+m*^—pm—u^(2+m)\ 

'    ^»"™*~4t  (2-l-ffl)»(2  +  3m) r 
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ToTtheilhkflcsteLagedeTStatipiuikteeinnBrackenb«lk»iaaufTi«rStai(eB,     $9 

Das  Bi^augsmoment  ä)t'  ist  wie  im  Yorig«n  Paragraphm  lu 
bestimmen  ans  der  Qleichnng: 

Dasselbe  wird  ein  Hinimnm  bei  dem  in  Fig.  100  dirgestellten 
Belastnngssiistande,  welchem  die  Werthe  j>,  =  <;,  ^i''^;)!  Pt'^^ 
entsprechen.    Nach  §  15  ist  hei  diesem  Belastungstostend«; 

71    K  ~  ^f  gCa  +  s«*)-  P«»-M,  1 
'     '     4  1     ci'+mHa  +  s«)     r 

und,  wenn  man  für  die  Grössen  />,,  K^  ihre  Werthe  substituirt, 
BO  erhält  man  aus  Gleichung  6)  fflr  das  Uinimum  von  Wl'  den 
Ausdruck: 

8)    äJiw., 3~2jl    "(2  + „.r(2H   3m)        r 

Nach  Fig.  95  hat  die  allgemeine  Gleichung  fflr  das  Biegung!' 
moment  in  der  Uitte  des  Balkens  die  Form: 

9,     n''^-K.^-K.-l+>'f.  +  ,„,(''  +  '.). 

Dasselbe  wird  ein  MJDimum  bei  dem  in  Fig.  101  dargeitalltco 
BetastDtigszngtande,  weldiem  die  Werthe  p^  =  ^,  p,  =  q,  p,  --  p 
entspreclien.    Bei  dieeetn  Belastangsziiataade  ist  nach  §  Ib; 

im     g-  _I'lp(i  +  <im)-qm'  +  u,\ 

,,,     „  _  L(yiii(5-f6i>i)+<;(4  +  6m  +  w')— ».ml 
'        '        4  1  i»{2  +  i»)("2"i-3»>)  /' 

aad,  wenn  man  in  Gleictaoiig  9)  diese  Wertbe  SDbstituirt,  to  erbllt 
man  für  das  Hinimnm  von  3k"  die  Qleicbung; 

121    fi"        -^       t'li(2  +  «i)».'-2;,  ^2»,| 
'■)     «i  .1.,  g^       (2  4-„)>(2"4-3„,       (■ 

Indem  man  den  absoluten  Wertb  TOn  SS"(ata>  da«  sine  Mai 
dem  Werthe  Ton  SRt'-wt  das  andere  Hai  iem  ab«oInl«n  Werthe 
von  W..to>  gleichjetzt,  erhält  man  die  zwei  OI«febuogen: 

_  a  +  4.-4m»+»')}+«y 


=  4(2  +  3»i)(2«'-«>_2-''  +2"'). 
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Entor  Abtchnitt.    §  20. 


aas  denen  die  beiden  unbekannten  Grftssen  »,  aod  m  berecbnet 
werden  können.  Das  grösste  Biegungsmomeot  selbst  findet  man 
alsdann  ans  Gleichnng  6),  indem  man  darin  für  die  QrOssen  u^ 
und  ffi  die  gefundenen  Wertlie  substitoiit. 

Ans  den  obigen  Qleichnngen  ergeben  sich  die  in  nachfolgender 
Tabelle  Eusammengestellten  Zahlenwerthe: 


9 

fl 

0,2 

0,. 

0,« 

0,8 

1 

„=i= 

1,13 

1,14 

i,ia 

1,1» 

'•'" 

1,1T 

».« 

0.17 

0,68 

0,5« 

0,86 

0.72 

«,„,=-^».1 

0,8! 

0,78 

0,74 

0,8» 

0.6 

0,61 

Wenn  i.  B.  2>=300000''™  und  ^  =  0,9  ist,  ao  wird  nach  obiger  TaMl« 
9 

*=l,16,»lwli=^-j— =  95000""»,  und  J,  =  i»J,  =  110000™"  tu  nehmen 

••in.    Nach  der  Tabelle  ist  ferner:  «,  =a,5Bi}  eq  Mtnn,  nnd  da  nach  §  15 

(Oleicbnng  U)  iQgleicfa:  tu  = j^ — —  iet,  ao  ergiebt  aicb  ffli  die  vor- 


0.5»g   (     L     Y 
Die  Grfiue  X  als  Tr&gheitunoment  der  erforderlichen  QaersohDlttefliche  iat  wi« 


theilhaftMte  Senkung  d«  HittelrtfltieD  der  W«rtb:    yi  =  ä 


-X  =  Vt(m^, 


im  TOtignt  Paragraphen  tn  beetimmeD  an»  der  Qleiebong: 

in  welcher  nach  obiger  Tabelle:  äX (.u)  =  4,- -  0.S9  in  setzen  itt.  Nacb  Snb- 
■titntion  dieeer  Werthe  nimmt  die  obige  Gleichnng  fQr  y^  die  Form  an: 
_        2.72  .0.59.  S.L* 
*■"  2*.  0,69  .  JE.*.(2  +  m)'  ' 
Fflr   Schmiedeiaen  iat   S  =  6  Eil.   ond   £=20000  in   setzen.     Wenn  also 
A  =  10000i°°'  iat,  w  wird; 

2.72.0,59.  6  .  SOOOOO« 


yi  =  - 


=  189™ 


21.0,69  .20000.  10000. 

Der  Werth  —  =  l  entepricht  dem  Falle,  in  welchem  die  mobile  Laat 
4 
gleieh  NoU  ist.  FQr  diesen  Fall  wOrde  man  mit  Benntning  der  obigen  Tabelle 
wieder  dieselben  Werthe  erhalten,  welche  in  dem  am  Schlnsse  des  §  18  berech- 
neten Zablenbeiipiele  gefunden  wurden,  ufimlicb  die  Werthe:  I,  ^MSW™, 
^  =  110820""   nnd  y,  =  18?»",6. 
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Einflon  toKUiger  HCbenSnd«angeii  der  StQtipoiikte. 


§  21. 
EMfam  aABIflw  NShanlndinintin  dtr  MHipunlita. 

Die  Tabellen  und  Zatilenbeispiele  der  letsteren  beiden  Para- 
graphen lassen  erkennen,  dass  eine  verhftltniHBm&ssfg  geringe  Sen- 
kung der  UiUelstfitzen  schon  eine  erhebliche  YerrJDgerung  des 
grOsstea  Biegangsmoments  berbeifQhren  kann.  Es  ist  daher  zn 
erwarten,  dass  andrerseits  eine  verhftUnissmftssig  geringe  Hebung 
der  Mittelstfltzen  —  oder  überhaupt  eine  geringe  Abweichung  tod 
der  Yortheilhaftesten  Höhenlage  der  Stützpunkte  —  unter  Um* 
stAnden '  eine  betrftchtliche  Tergrtteserung  des  Uaximalmoments  zur 
Folge  haben  kSnnte.  Genügenden  AufschluBS  Aber  den  Grad  der 
Empfindlichkeit  des  Balkens  in  dieser  Beziehung  wird  man  schoo 
dadurch  eich  verschaffen  kennen,  dass  man  von  Irgend  einer  be- 
liebigen Unterstatzungsweise  des  Balkens  ausgebend  unteraucbt:  ia 
welchem  Haasse  eins  der  Maiimslmomente  durch  eine  Iif  ungOn- 
stigem  Sinne  erfolgende  HOhenverftudernng  der  Stfitzpunkte  Ter- 
grOssert  werden  wQrde.  Wenn  es  sich  z.  B.  herausstellt,  dass  bei 
einem  Balken,  dessen  Stützpunkte  ursprünglich  in  einer  und  der- 
selben Horizontalen  lagen,  ein  geringes  Heraustreten  einzelner  Stütz- 
punkte aus  dieser  Horizontalen  schon  eine  betrfichtlichs  VergrOsie- 
rung  des  Maximalmoments  hervorbringen  kann,  so  wird  man  zit 
dem  Schlosse  berechtigt  sein:  dass  auch  bei  ursprünglich  vortheiU 
haflester  Unterstützongsweise  eine  geringe  HObenAnderung  einzelner 
Stützpunkte  mOg- 
^'«-  ^^-  licherweiie      «inen 

t  t  '  I      ^bnlichen  ungOoitl- 

.    gen  BinflusB  babea 

J^^    -- -Jr- - L     kann.    Es  soll  die 

^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^f     betreffende    Unter- 

I  I  snchnog    hier   zu- 

i  [  nächst  für  den  Dal- 

*  ken  auf  drei  Stützen 

tn^fBhrt  werden.    Mach  der  in  §  15  (Oleichnng  II)  ingflgebenen 

Bfldeatnng  der  QrOsse  «„  irt  ßr  den  in  Fig.  103  dargestellt«])  Fall: 

■l  (4  ""     ***  H 

sn  aeluB,  und  du  Biegnngemoment  Über  der  Uittelstfitze  Itt  (rtaeb 
§  16,  Gleiehiing  13)  zo  bestimmen  ans  der  Gteiefaung: 
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EtsteT  Abschaitt.    §  21. 


0  +  4Slß,- 

1)  an, -|^(j). +;),-«,  +  «,). 

Wenn  die  drei  Stützpunkte  in  einer  und  derselben  Horizon- 
talen lägen,  so  wäre  »1  =  0  und  u,  =  0.  Angenommen:  mau 
hätte  beabsichtigt,  die  drei  Stützpunkte  in  eine  Horizontale  zu 
legen;  es  vären  jedoch  bei  Aufstellung  des  Trägers  Fehler  be- 
gaogen,  in  Folge  deren  die  beiden  GrOssen  Uj  und  u, ,  anstatt 
gleich  Null  zu  werden,  irgend  welche  von  Null  verschiedene, 
zwischen  den  Grenzen  -\- u  und  — u  liegende,  übrigens  beliebige 
Werthe  angenommen  hätten.  Man  erkennt  sofort  aus  Gleichung  1): 
dass  der  ungünstigste  Fall  dann  eintreten  würde,  wenn  w,  =  —  « 
und  u,  =  -|-  M  geworden  wäre.  Da  ausserdem  SW»  um  so  grösser 
wird,  je  grösser  p,  und  p^  sind,  so  hat  man  nach  der  in  §  19 
eingefüh^en  Bezeichnungsweise  Pi='  q  und  p^^  q  zu  setzen,  um 
den  grOssten  Werth  zu  erhalten,  welchen  das  Biegungsmoment  3H, 
im  ungünstigsten  Falle  annehmen  kann;  es  ist  also: 

2)  3»,™.,  =  -^  (!  +  «)• 

Für  das  Yerhältniss,  in  welchem  das  Maiimalmoment  durch 
jene  Fehler  vergrössert  wird,  ergiebt  sieh  hiemach  der  Werth: 

Dem  vorausgesetzten   negativen  Werthe   der    Grösse   u,    ent- 
spricht ein  negativer  Werth  der  Grösse  t/,,  oder  der  Fall,  io  wel- 
chem die  Hittelstütze  höher  liegt  als  die  Endstfltzen.     Wenn  dem- 
gemftss  y,  =  —  y  gesetzt  wird,  so  ist: 
24  E%y 

zu  setzen,   und  die  Gleichung  3}  nimmt  nach  Substitution  dieses 
Werthes  die  Form  an: 

5)     S  =  l  +  -^^. 

Hierin  ist  für  die  Grösse  X  derjenige  Werth  zu  substituiren, 
welcher  als  Trägheitsmoment  der  Querschnittsfläche  erforderlich  ge- 
wesen sein  würde,  wenn  die  fehlerfreie  Aufstellung  gelungen  wäre, 
d.  h.  wenn  die  drei  Stützpunkte  wirklich  in  einer  Horizontalen  lägen. 
Dieser  Werth  ist  aus  der  Gleichung: 
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XU  entnehmen,  nnd  n&eb  Snbstitation  deBselben  erh&lt  man-  fQr  S 
die  Gleidiong: 

ttr  u-    ■       -  j       £       20000       ,    k        1       ,  .        _, 

Wenn  man  hienn  wieder  -^  =  — ^ —  nnd  -j-  ~  lö  '^"^  —  '"* 

bei  den  fr4ber  berechneten  Zablenbeisidelen  —  so  wird: 

8)    aJ=i+öO.^. 

Für  -f-^r?;   wird   ^^=2.    Ee    wSrde   also   eine  Brhfihang   der 

Hittelstfltze  nm  den  itln&igsten  Tbeil  der  Höbe  des  Trftgers  schon 
hinreichen,  nm  das  Haxünalmoment  zn  verdoppelo. 

Dieselbe  ungünstige  Wirkung  wSrde  offenbar  auch  bei  Ab- 
weichong  des  Balkens  von  der  geradlinigen  Form  entstehen,  wenn 
bei  Bpannungslosem  Znstande  desselben  die  ünterkante  eine  nach 
unten  eonvexe  Curre  von  der  FfeilhOhe  y  bildete.  Denkt  man 
sich  bei  Festlegong  Jedes  der  drei  Stutzpunkte  einen  Fehler  toq 
der  Griisse  v  hegan> 
^«■^^  gen,    und   bei   Her- 

Btellnng  der  ünter- 
kante des  Balkens 
an  jeder  ron  den 
drei  Stellen,  welche 
nachher  aof  den 
Stützpunkten  zn  lie- 
gen kommen,  eben- 
&lls  nnen  Fehler  von  der  OrOsse  v  befangen,  so  erkennt  man  ans 
Hg.  103,  dass  bei  ungflns%8tem  Falle  des  Zusammentreffens  aller 
dieser  Fehler  jeder  eiozalne  detselbm  nur  die  Orflsse: 

^^    "  =  TS'  =  -2ÖÖ 

in  haben  brauchte,   nm   eine  Verdoppelung   des  MaximalmomeDts 
herbeizofüfaren. 


FQi  den  in  Fig.  104   dargestellten  Balken    ergeben  sich  aus 
§;16  die  Gleichungen: 
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0  +  4S 


(Pi— «i+?i+«i). 


•       a»,  +  4  3K,  +  0  =  Y  (Pj  —  tt,  +  pg  +  ti, ). 
DuTcb   Elimination    der   QrOsse  3)t,   erhält   man    hieraus   fOr   das 
Fig.  104. 


.  Bl^nngsmomeDt  9R,,    als  eines  Ton  den  Maximalmomenten,    den 
Ansdmck: 


10)    a»,= 


60' 


-3p,  —  ^,  ~4u, +6u,  — « 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  hinsichtlich  der  Vergrössernng  von 
3R,  der  ungünstigste  Fall  dann  eintreten  würde,  wenn  in  Folge  der 
fehlerhaften  Aufstellong: 

«,  =  «,       M,=:-|-14,       «g=:  —  « 

geworden  w&re.    Ausserdem  hat  man,  dem  ungünstigsten  Belastungs- 
znstande  entsprechend: 

Pi=9'    Pt  =  S'    P»=P 
XU  setzen,  um  den  grOssten  Werth  zu  erhalten,  welchen  das  Bie- 
gungsmoment  älR,  überhaupt  annehmen  kann.    Es  ist  also: 
U)      SR„„^,  =  ^(7y-p+10«). 

Indem  man  diese  Grösse  dividirt  durch  den  Werth,  welchen 
dieselbe  für  u  =  0  annehmen  würde,  erh&lt  man  für  das  Verhftlt- 
niss,  in  welchem  jenes  Biegungsmoment  durch  die  Abweichungen 
der  Stützpunkte  von  der  Horizontalen  vergrOesert  wird,  den  Werth: 
7  g  — p+lOu         ,    ,       10k 


12)     S8  = 


-  =  1+1 


7j  — p  Tq—p 

Dem  Werthe  tij  =  —  u  entspricht  ein  negativer  Werth  von 
y„  d.  h.  der  Fall,  in  welchem  die  zweite  Stütxe  hüfaer  liegt  als 
die  erste.  Wenn  man  demgemSss  i/t^=  —  y  setzt,  so  ist  wie  bei 
dem  Torigen  Falle  der  in  Gleichung  4)  angegebene  Werth  für  u 
zu  substituiren,  und  man  erhält  für  iB  die  Gleichung: 
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Einflnu  znfilliger  HOhenindernngiD  der  StQtipimite.  ^b 

EiaiiD  iet  Ar  die  Qrftsse  X  derjenige  Wertb  za  subsUtairen,  wel- 
dier  am  der  Gleichung: 

T« 
acb  ergiebt,   wenn   man   für   die  auf  der  rechten  Seite  etehende 
Grosse  den  in  Gleichung  11)  gefundenen  Aasdruck  substitoirt  und 
darin  zugleich  w  =  0  setst    Es  ist  also  der  Werth  ron  %  aus  der 
Gleichung: 

m  eutnehmeD,  und  die  Gleichong  13)  nimmt  nach  Sabetitation  dee- 
selbeii  die  Form  an: 

le,   «>  =  .  +  . .|-.f 

E       20000 
Wenn  man  bierin  wie  frfilier  die  Werthe:  -3-  =  — ^ —  und 

k        10000      ...... 

T=Tööooo'°'"'''°''''""* 

g 

Es  würde  also  dem  Werthe  y  =  -ä(7rf^  =  16(>°^  ichon  eine 

Verdoppelnng  des  Biegungsmomentes  9R|  entsprechen. 

Wenn   bei  Festlegung  eines   jeden    der   rier  Stfitzpnnkt«   ein 
Fehler  von  der  GrSsse  v  begangen  war,  und  wenn  bei  Herstellung 

derUnterkante  des 
^»-  **  Balkens  an   jeder 

von  denvlerUnter- 

BtfltZDngS8t«lleR 

ebearalla  ein  Feb- 

1er  von  der  GrOsse 

**  k  l  k         V  begangen  war,  so 

^  ^  wflrde  bei  dem  In 

Pig.l06dargest«ll- 

ten  ungfinitigsten  Falle  des  ZuMmmeotraSenB  aller  dieser  Fehler 

^  jeder  tinzelne  nur  die  Grftsse: 
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ZU  haben  brauchen,  um  bei  diesem  Brückenbatken  von  300  Metern 
L&nge  eine  Verdoppelung  äea  Maximalmomentes  herbeiiufübren. 

£b  etgeben  Bich  hieraoa  gewichtige  Bedenken  gegen  die  An- 
wendung von  continuirlichen  Trägern.  Denn  selbst,  wenn  es  gelingt, 
bei  Aufstellung  des  Trägers  alle  Fehler  zu  Yermeiden,  so  bleibt 
immer  noch  die  Gefahr  vorhanden,  dass  durch  spater  erfolgende  ge- 
ringe Senkungen  einzelner  Pfeiler  eine  beträchtliche  VergrGsserung 
der  BieguDgsspannungen  herbeigeführt  werden  kann. 

Fnr  den  Fall  aber,  dass  man  trotz  solcher  Bedenken  dennoch 
sich  entschliesst,  einen  solchen  continuirlichen  Träger  als  Brücken- 
balken zu  verwenden,  ist  es  wünscbenswerth,  eine  Methode  zu 
kennen,  durch  welche  man  sich  wenigstens  von  den  bei  Anf^tel- 
lang  des  Tragers  begangenen  Fehlern  unabhängig  machen  kann, 
und  diese  Methode  soll  in  dem  folgenden  Paragraphen  erklftrt 
werden. 


VorlhellhaHette  Auhttilung  cnrtlmilrliclMr  Trtgar. 
Denkt  man  sich  bei  dem  Balken  auf  drei  Stützen  das  ^ne 
Mal  die  MittelstOtze  so  weit  gehoben,  dass  der  Balken  die  beiden 
Endstntzen  nicht  mehr 
berührend  nur  noch 
von  derHitteletätze  ge- 
tragen wird  (Fig.  106), 
und  das  andere  Mal  die 
Mittelstfltze  so  weit  ge* 
senkt,  dass  der  Balken 
dieselbe  nicht  mehr  be- 
rührend nur  noch  von 
den  beiden  Eodstatzen 
getragen  wird(Pig.l07), 
so  erkennt  man,  dass 
das  BieguDgsmoment  fibet  der  Mittelstätze  das  eine  Hai  positiv, 
das  andere  Mal  negativ  werden  wird.  Es  muss  also  swischen 
diesen  beiden  Lagen  der  Mittelstntze  nothwendig  eine  Zwischen- 
lage geben,  für  welche  das  Biegungsmoment  SR,  den  Werth  Null 
annimmt 

Dem  Falle,  in  welchem  die  MittelstStze  um  die  Hohe  /  tiefer 
liegt  als  die  beiden  Endstütien  (Fig.  108),  entspricht  (nach  §  1&, 
Gleichung  11)  der  WertJi: 
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Wmid  hierin  /  diejenige  GrJ>sBe  bedentet,  um  welche  bei  dem  nur 
dnrc^  Bein  rigcoea  Gewicht  belasteten  Balken  di*e  MittelatQtze  ge- 
senkt  werden   mnss, 
Fig.  108.  damit  das  Biegungs- 

t  t       moment  Aber  dersel- 

j  t  I       ben  den  Werth  Null 

/:::<^^ 1,-  -" ";:-;?%      annehme,  ao  hat  man 

^ —        -^ r=:=:^^^^         in  der  Gleichung  1) 

I  I  des  §  19,  um  dieselbe 

I,  J  auf  den  vorliegenden 

Fall  anzuwenden,  die 

Werthe  3)},  =  0,  p,  =f,  ^,  ^p,  zu  substituiren;  man  erhält  dann 

die  Gleichung: 

2)    0  =  -ö-(j'  —  «,),    oder:    «,  =jj. 

Durch  Glsichsetzung  der  beiden  für  die  Grösse  w,  geftindenen  Ans- 
drflcke  erhUt  man  fSr  die  Senkung  /  den  Werth: 

^^    ^  =  1IE% 
Anstatt  durch  Senken  der  HittelatQtze  zu  bewirken,  dass  das 
Biegungsmoment  SR,   den  Werth  Null  annimmt,  kann  man  diesen 
Zweck   auch   dadurch   erreichen,   dass   man   den  Balken   ober   der 
Hittelstfitze   durchschneidet  und   die  Schnittstellen   alsdann   wieder 
rerbindet,   oder  auch   dadurch:   dass  man  die  von  TOmberein  ge- 
trennten   beiden  Hälften   des  Balkens  eine  Jede   fdr  sich   auf  die 
Stützen  legt  und  nach- 
Fif-  M»-  her    Ober    der  Mittel- 

stfitze   zusammennietet 

(Fig.  109).  Ein  auf 
solche  Weise  aufge- 
stellter Balken  befindet 
sich  —  obwohl  die 
drei  Stützpunkte  desselben  in  einer  Horizontalen  liegen  —  genau 
in  demselben  BiegUDgszustande,  wie  wenn  die  Uttelstutze  bereits 
um  die  Hohe  /  gesenkt  wäre,  insofern  derselbe  in  spannungslosem 
Zustande  —  d.  h.  von  der  Wirkung  seines  eigenen  Gewichts  be- 
Awt  —  nach  oben  sich  krömmen  und  dabei  in  der  Uitte  um  die 
Hohe  /  sich   heben  wörde.     Wenn  also  zufUlig  der  obige  Werth 


D,gM,zed.yGOOgIe 


78  Bnter  Abuhnitt.    S  ^- 

Ton/  äberemstiiDiDen  sollte  mit  dem  in  §  19  (Gleichung  9)  ßr  die 
Grösse  y,,  als  vortheilbafteste  Senkung  der  Hittelstätze,  gefundenen 
Werthe,  so  wäre  för  den  auf  soldie  Weise  «ifgestellten  Tr^r 
die  Bedingong  der  Twtfaeilhaftesten  UotentätzungsweiBe  bereits 
«rfallt,  and  keine  weitere  Senkung  der  Hittelstatxe  mehr  eiforder- 
lich.  Wenn  dagegen  /  kleiner  ist  als  y,,  so  wird  man,  am  die 
▼orth^lhafteste  Unteistatnngsweise  henosteUen,  die  Mittelstfltse 
Doeh  IQ  senken  haben  um  die  Grösse: 
4)  »  =  y^-f• 
Nach  Snbstitntion  des  in  §  19  fOr  y,  gefbndenen  Aosdnicks 
erhilt  man  demnach  für  die  im  Torliegenden  Falle  erforderliche 
Senkung  der  Hittelstntxe  die  Gleichung: 

A.UB  dieser  Gleichung  ergeben  dch  die  nachrolgeoden  msammoi- 


^  und  «: 

iL- 
1          ' 

0 

0,1» 

o.a 

0.4    1 

0,6    1    0,8            1 

1                9(2')' 
:           100000  ffl 

mal      +  43 

0 

—  a 

—  16 

-90-194   —279 

! 

FDt  den  io  §  19  ^s  Beispiel  gewäblteo  Trigar  warde  mu  ibo  den  Werihe 
^  ^=T^  aitsprechend  die  Gleicbmig  ethtlteo: 

lOOOOOffl 
«siehe  kof  dieielbe  WeiM  «ie  in  |  19  bdundelt  nath  SabsKtatimi  der  dort 
u>(eg«bcneD  Wertlie  die  Ponn  mimimmt: 
S     I" 
<  =  —  0.3088  ■  4  ■  T  =  ~  92"".«- 

Be  mBaite  sIm  )iei  dem  anf  die  oben  beachrieboM  Woim  ««TgerteUten 
Trifer  die  HittelitDtie  noch  tun  gi^^.S  gehoben  werden,  oder  es  mOerten 
Ha  Endatlltxen  am  ebenM  Tiel  gesenkt  werden,  wa*  mtn  i.  B.  dadareh  be- 
werkstelligen kun,  du>  man  u  den  beiden  Enditütien  Pktten  tob  9I,S  Milli- 
metem  Keke  onterlegt  and  dieMlben  nacb  erfolgter  Anlstellnng  wieder  weg- 

Bklken  kaf  tier  StQticn. 

um  fOr  den  nur  durch  sein  eigenes  Gewicht  belasteten  Tilger 

diejenige  Grösse  /  zu  finden,   um  welche  die  Ifittelstfltien  gesenkt 

werden  mässoi,  damit  das  Biegongsmoment  SR,  den  Weith  Null 

annehme,    bat  maa   ninidist  in  der  Gleichung  3}  des  §  20  die 
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Wfflh»  A  =^  p,  =p^  p,  =p  und  SR,  =0  IQ  sabstitnU«n;  au 

6)  0  =  ^C2-»  +  2«i«  +  «*)  — 11,(24-«),  oder:«,  =p(l  +  «i*). 
Kb  QrtsM  >,  hftt  wieder  die  in  Olaidiaiig  1)  titgegetwM  Be- 
dnta^  oad  die  Gldebsetmi^  dieeer  bödea  fOr  n,  gtfiutdMHa  Am- 
drtcte  (ihrt  xn  der  Glecfanng: 

welc^  UnsiehUidi  des  (Qr  die  OrSsse  X  tu  subsUtalrenden  Weitbea 
«Mf  dinelbe  Weise  ra  behudeln  ist  wie  die  tm  Schlnsw  des  §  20 
fir  die  QrOsae  y,,  ah  Toithälhiftast«  Senkung  der  MiUelaUtun, 
gefmdene  Qlnchong.  Die  obm  gefundene  Grtsse  /  ist  von  dem 
ßr  jr,  gefiindenen  Werthe  In  Abrechnong  in  bringen,  nnd  die  nodi 
erfi»derlicbe  Senkung  der  HittelstAtien  wieder  Mch  Olüchnng  -4) 
ni  berecbnen. 

Bei  dem  am  ScUobm  de«  3  SO  berealiD«toD   Zth1«DbcUpi«la  nrclfl  ftr 
die  Tortheillurtate  Senfaug  dar  ICittetitQtien  der  Werth: 

ft  =  lS9— 
gerandeB.  Hitta  min  den  Bftlken  in  drei  getreDoten  StDckso  ksf  d(«  in  gleieb« 
^be  liegeodeD  StStapnokU  gelegt  nnd  die  StDeke  «nt  nAch  dem  ÄDfltgea  in- 
nrnmengenietet,  lo  wflnl«  der  Btüken  in  dei^lben  BiegnngaratKDd«  ilch  bt- 
finden,  wie  wenn  die  UitteUtQtien  beieite  nm  die  nuh  Gleiehang  T)  n  be- 
itehnende  OiAne: 

/=362'»» 
gesenkt  wiien.    Ei  wQrde  «Iso  bei  dem  »nf  eolcha  WeiH  »nrgeitellten  Trlgtr 
noch  eine  Senknng  der  HittelitDtten  erfordcrlJoh  win  na  der  OrOaMi 

•  =  189  —  SeS  =  —  283»», 
d.  b.  die  IGttebtDtien  mQiaten  um  113  Uillimeter  gehoben,  oder  dt«  Bnd- 
■ttllMn  am  ebeoM  viel  gesenkt  werdeo. 
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Theorie  der  Abscheernngskräfte. 


Rtdnclrte  QuenchnitifflSchen. 

Daa  Gesetz,  nach  weldietn  die  Biegun^spaoiiungen  Qber  die 
QuerBchaittefl&che  des  gebogenen  B&lkens  eich  Tertheilen,  kann  man 
sich  mittelst  Constniction  der  sogeDannteD  „redncirten  Quersctinitts- 
fiäcben"  auf  folgesde  Weise  geometrisch  Taranschaulicheo. 

Nach  §  2  hat  die  im  Abstände  u  von  der  Neutralen  beflnd- 
liche   Faser    die    Spannung  S in    jeder  Fläcbeneinbeit    ihres 

Qnerscbnitts.    Wenn  man  sich  auf  die  in  Fig.  110  angedeutete  Weise 
durch  parallel  zur  neutralen  Achse  gel^:te  Linien  die  ganze  Qaer- 
Pig.  110.  .      FiK.lii.  Schnittsfläche  in  nn- 

endlich  sdiinale  Flä- 
chenstreifen zerlegt 
denkt  and  diese 
Flächenstreifen  als 
Qaerscbnittsfi&chen 
der  gespannten  Fa- 
sern betrachtet,  so 
ergiebt  sich  fQr  die 
guize  Spannung  der 
im  Abstände  u  von  der  Neutralen  befindlichen  Faser  der  in  Fig.  111 
angegebene  Ausdruck. 

Genau  denselben  Ausdruck  wOrde  man  für  die  Spannung  der 
Faser  auch  dann  erbalten,  wenn  man  annähme,  dass  ihre  Span- 
nung pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts  den  grosseren  WerÜ  S 
hätte,  and  dass  die  Breite  des  Querschnitts  an  dieser  Stelle  dafQr 
auf  den  kleineren  Wertb: 

1)    v  =  z-~ 


'■  \            / 

■^J  \  ^"7  .** 

\"j. 

/       \ 

/" 
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Kg.  113 


Z_ 


redaeirt  wir«.  Diese  redndrte  Breite  v  kua  tnf  die  in  Fig.  113 
angedeotete  Weise  durch  CoostractioD  gefunden  werden,  und  wem 
man  an  den  abrigen  Stellen  die  Breite  des 
Querschnitts  auf  dieselbe  Weise  redndit, 
80  gelangt  man  tu  der  in  Fig.  113  darge- 
stellten Form  der  redncirten  Qoerschnitts- 
fläche.  Denkt  man  sich  in  jeder  Flächen- 
einheit dieser  redncirten  QuerBchnittsflaebe 
die  Maximalspannung  S  stattfindend  -^  und 
zwar  in  der  einen  H&lfte  als  Zug-Span- 
nung, in  der  anderen  Hftlfte  als  Druck- 
Spannung  —  so  erkennt  man,  dass  ans 
dieser  Annahme  fftr  die  QesammtwirkuDg 
der  Spannangswiderstftnde  dieselben  Gleichnngen  sich  ergeben 
mfissen,  welche  in  §  2  ftlr  die  wirklichen  Biegungsspannungen  ge- 
fimden  wurden. 

Fig.  113.  Fig.  lu.  Die    Mittelkraft 

der  Zug-Spannnn- 
gen  und  die  Hittel- 
kraft   der   Druck- 
Spannungen    bilden 
zusammen  ein  Erftf- 
tepaar,  dessen  Mo- 
ment   als    Wider- 
standsmoment    der 
Fasemspannungen 
gleich  dem  Biegungsmomente  für  die   betreffende  Stelle  des  Bal- 
kens sein  mnss.     Wenn  also  mit  F  die  eine  Hälfte  der  redncirten 
QnerechDittsflftche  bezeichnet  wird,  so  ergfebt 
sich  nach  Fig.  IM  ffir  die  allgemeine  Biegungs- 
gleichtmg  11)  des  §  2  die  neue  Form: 
2)    5W  =  Ä.»  =  SP'«. 
Die  Angriffspunkte  der  beiden  Mittelkräfte 
B  faüm  mit  den  Schwerpunkten  der  beiden 
Hälften  des  redncirten  Querschnitti  zusam- 
men.    Die  Grosse  <  als  Hebelarm  des  ans 
den    beiden  Kräften  S  bestehenden  Eräfte- 
*  paares  ist  demnach  (bei  der  hier  vorau^e- 

satztra   Sjmmetrie   des  Querschnitts   in  Bezog  auf  die  Biegnngs- 
ebne)  gleich  dem  Abstände  dieser  beiden  Schwerpunkte  sa  aetsen. 

Blttir,  Ia«mmi-II*dM>lk.    3.  Anfl.  8 


Fig.  115. 
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-  Es  wfirden  also  z.  B.  für  den  rechteck^en  Querschaitt  nach  Fig.  115 
die  WerUie: 


F  = 


bh 


zu  snbstitairen  sein,  und  die  grOsate 
Biegungsspannung  würde  zu  braech- 
oen  9eiD  ans  der  Qleicbnng: 

3)  aR  =  s.^4», 


oder: 


1  =  3 


,6A* 


welche  mit  der  am  Schlüsse  des 
§  2  gefundenen  Gleichung  überein- 
stimmt 

Bei  einem  symmetriacbeD  Blech- 
tr^er  von  sehr  geringer  Starke  der 
Blechwand  wird  —  wie  ans  Pig.  116 
zu  ersehen  ist  —  die  Grösse  F  nahezu 
mit  dem  Flanschenquerschnitte  über- 
einstimmen, und  die  QrOsse  e  nur 
wenig  verschieden  sein  von  dem 
Schwerpunktsabaiande  der  beiden 
Flanschenquerschnitte.  Bei  uDsym- 
metrisch  in  Bezug  auf  die  neutrale 
Achse  geformtem  Querschnitte  wSrde 
die  Gonstruction  der  reducirten  Quer- 
schnittsfiäche  auf  die  in  Fig.  117  an- 
gedeutete Weise  auszuführen  sein. 

§  24. 
Horizontale  AbicheerunatkrUto. 
Den  Gleichgewichtszustand  des  zwischen  zwei  unendlich  nahe 
bei  einander  liegenden  Querscbnittsflftcben  befindlichen  Balkea- 
stfickes  kann  man  sich  auf  die  in  Fig.  118  angedeutete  Weise 
Teranachanlichen.  Indem  man  —  auf  dieselbe  Weise,  wie  in  §  15 
mit  Bezug  auf  Fig.  85  geschehen  —  die  algebraische  Summe  der 
statisclien  Momente  sämmtlicher  auf  das  Balkenstück  wirkenden 
Er&fte  gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  —  der  Gleichung  1)  des 
§  15  analog  gebildete  —  Gleichung: 
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1)    0  =  dB.t—r.dx,   Oder:  ~  = 
ax 


Flg.  118.  Fig.  119. 

VidV 


r 


_B*de         ,«  _Ätdg 


Auf  die   obere  Hälfte   das    BaUenstflckes    wirken    nach   ent- 

gflf^ngesetitaii    Kehtniigen    die    beiden    HoriHmtalkrflne    R    uod 

B-\-dB.    Es  wird  »lao 

darck   den  Ueberschuss 

der    letzteren    —   wie 

Fig.  119  veranschinlicht 

der    neutralen 

Fasemaohioht   eia   hori- 

EODtaler    Abadieernngs- 

widerdtand        hervorge- 

nifen.    Indem  man  die 

algebrusobe  Summe  der 

"ÄtdÄ"  auf    die    obere    Hälfte 

wirkenden      Horisontal- 

1  1  kr&fte  gleich  Null  setzt, 

{  erh&lt    man    die    Otei- 

P^  chnng; 

2)  0  =  rfÄ  — §„.rf«,    oder:    ^=§», 

in    welcher  ^^    die    faoiizoutale  Äbscheerungakraft   pro  Lftngenein- 
faeit  der  neutralen  Fasernschicht  bedeutet     Die  Qleichsetzung  der 

beiden  für  den  Differenzialquotienten  ~r-  gefundenen  Wertbe  fBbrt 
2u  der  OleicbuDg: 

3)  *.  =  y- 

Man  erb&lt  also  die  in  der  neutralen  Fasemschicbt  wirkende 
horizontale  Abscheernngskraffc  pro  Längeneinheit,  indem  man  die 
ganze  in  dem  Querschnitte  wirkende  verticale  Abecheerungskraft 
diyidirt  durch  den  Schwerpunktsabstand  der  beiden  Hälften  des 
redncirten  Qaerschnitts. 

Um  fflr  diejenige  Fasemsebicht,  welche  in  der  HObe  y  Ober 
der  neutralen  Fasernschicht  liegt,  die  horizontale  Abscheerungskraft 
pro  Längeneinheit  zu  bestimmen,  hat  man  für  den  oberhalb  dieser 
Faser  befindlichen  Theil  des  Balkenstäckes  —  in  derselben  Weise 
wie  vorher  in  Bezug  auf  die  ganze  obere  Hälfte  desselben  geschehen 
—  die  algebraische  Summe  der  Horizontalkräfte  gleich  Nnll  zu 
eetzen,  und  erhält  nach  Fig.  120  die  Gleichung: 
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4)     0  =  dr — ^dx,    oder:    |)  = 


dx 


Für   das  YerbfiltDiss    der   beideD  QiöBsen  $  und  ^^  er^nebt  sieb 
Lienuch  der  Wertb: 
Fig.  121.  Fig.  lao. 


i. 


Wenn  mit  S  und 
S+dSreep.  dieWerthe 
der  grOssten  Biegungs- 
spannung pro  Flfichen- 
et&heit  in  den  beiden  be- 
nachbarten Querschnit- 
ten bezeichnet  werden, 
und  mit  F  die  eine 
Hälfte  des  reducirten  Querscbnitts,  so  ist; 

6)  R  =  S.F  und  B  + dR  =  {S  +  dS).  F 

zu  setien,  und  nach  Fig.  121  ergeben  sich  für  die  beiden  Kräfte 
r  und  r-\-dr  In  derselben  Weise  die  OleichuDgeu: 

7)  r  =  S./  und    r  +  dr  =  {S  +  dS)  ./. 

Die  Spannungsdifferenzen  dB  und  dr  haben  also  die  Grössen: 

8)  dR  =  dS.F  und    dr  =  dS./, 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  5)  sobstjtuirt,  so  erhält 
man  für  das  Verhältniss  der  beiden  horizontalen  Äbscheerungskräfte 
die  Gleichung: 

/_ 
'  -P" 

Es  verhalten  sich  also  die  horizontalen  Äbscheerungskrilfte  pro 
Längeneinheit  in  den  verschiedenen  Horizontalschnitten  wie  die  ober- 
halb derselben  liegenden  Theite  der   reducirten  Querschnittsfläcbe. 


9)     |L  = 


§  26. 
VeiDcile  AbscheeningtkrlHe. 

Die  Art  und  Weise,  wie  das  in  der  Hohe  t/  über  der  neu- 
tralen Fasernschidit  befindliche  rechteckige  Balkenstäck  von  der 
Hohe  dy  und  der  Länge  dx  gleichzeitig  durch  die  verticalen  und 
horizcnülen  Abscheerungskräfte  in  Anspruch  genommen  wird,  ist 
in  den  Figuren  133  und  133  veranschaulicht    Wenn  diese  Abschee- 
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rangskTftfte   die  eiDugen  Krftfte   wären,    welche    auf   daa    Balken- 
«lemoDt  wirkeD,  so  w&rde  man  nach  flg.  134,  Indem  man  die  al- 
gebraische   Summe   der 
Pig.  182.  Fig.  128.  ..... 

KdV 


f 


flUUadieD  Momente  der- 
selben  In  Bezng  auf  den 
Drehpnnkt  0  gleich  Noll 
utzt,  die  Gteiohong  er- 
I     I  {9+i/ö]iK   halten: 

„_ Jm        '  1)    0  =  S<te.dy 

^      J  —SBdy.dx, 

in  welcher  18  die  rerti- 
oale  AbBcheemogikraft 
pro  Lftogeneinhfllt  des 
Verticalscbnitts  bedentet 
an  derjenigen  Stelle, 
welche  in  der  Hohe  y 
Aber  der  neutralen  Pa- 
semschicht  liegt. 
Ausser  den  in  Fig.  124  angegebenes  Er&ften  wirkt  anf  das 
Balkenelement  noch  das  in  Fig.  125  da^estellte  Krftfte- System, 
trelcbes  nach  Weglusnng  der  einander  gegenseitig  aufhebenden 
Kräfte  anf  das  in  Fig.  126  angegebene  Erftft»- System  reducirt 
werden  kann.    In  den  Aosdrficken  (Dr  die  in  Fig.  126  angegebenen 


ng.  ist. 


Fig.  12S. 


Fig.  12$. 

diu» 


^JEf^'^^-^-SZ]-*'^'^  Q"-* 


Sufy 


Stifte  bedeutet  €  die  Mormalkraft  pro  L&ogeneinbeit  dee  Vertkal- 
Mferitte,  3  ^  Normalkraft  |ht>  LAngendnhM  d«>  HoriHMtal- 
sAritte  ond  k  das  Sgengewiefat  dee  rectate^^n  BaUcenelemento 
pro  Fttdienefaihfltt  der  Bediteckfllehe.  Die  statbeben  Momente 
dar  in.  Kg.  126  ai^egabenen  Kräfte  in  Besag  auf  den  Drehpnakt 
0  mfiMten  noch  hinnigefagt  werden  zn  den  b  Qlnefaiug  1)  ni- 
siMiMitiwtiillliii  stettsehen  Mornntnu    Weno  man  iodeeani  b*> 
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rfidksichtigt,  dass  die  beiden  staüBchen  Uomente  der  Gleichung  1) 
nnendlicb  kleine  QrOssen  zweiter  Ordnung  sind,  wfthrend  die 
Uoiaiuffigenden  BtsüBchen  Momente  der  in  Fig.  126  ingegebenen 
Kr&Re  sininitiich  unendlich  kleine  QrOasen  dritter  Ordnung  sind, 
so  erkennt  man,  dass  die  Hinsnfligiuig  dieser  letzteren  in  dem 
Besnltate  nichts  ändern  wfirde,  dus  also  die  Gültigkeit  der  Glei- 
drang  1)  doreh  das  Fortlassen  derselben  nicht  beeintiichtigt  wird. 
Nach  ünterdrfickung  des  gemeinschaftlichen  Factors  dx .  dy  nimmt 
jene  Gleichung  die  Form  an: 

2)  «  =  $ 
■nd  le^,  dass  die  rertieale  Abecheerungskraft  pro  L&ngeneinheit 
des  Vertiealschnitts  immer  gleich  ist  der  horiiontales  Absdieenings- 
kiaft  pro  Längeneinheit  des  Horizontalschnitts.  Es  k&nnen  daher 
die  im  tof^u  Paragraphen  in  Betreff  der  horitontalen  Abschee- 
rungskr&fle  gewonnenen  Re- 


Elg.  127. 


Fig.  128. 


sultate  benutzt  werden  zur 
Ermittelung  und  giaphischen 
DarstellaDg  des  Gesetzes, 
nach  welchem  die  ganze  ver- 
ticale  Absdieerungskraft  V 
Aber  die  ganze  Lftnge  h  des 
Teriicalschnitts  sich  ver- 
theUt 

Nach  den  Gleidiungen  3) 

and  9)  des  vorigen  Paragraphen  erbftlt  man  z.  B.  fOr  den  in  Fig.  127 

daigestellten  rechteckigen  Qnersefanitt  die  WerUie: 

3)    «.=?.  =4=27- 


Die  graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  !B  mit 
y  sich  ändert,  ist  —  wie  Fig.  128  Teranscfaanlicht  —  ein  para- 
bolischer B(^en  von  der  FfeilbOhe  S^.  Der  sehraffirte  Flftchen- 
streifen  stellt  die  OrOsse  des  Products  8) .  dy  dar,  und  die  ganz» 
Parabelflftche: 

5)    jfBdy=V 

respräsentirt  die  ganze  rerticale  Abscheemogskraft  des  Querschnitts. 
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För  den  in  Vig.  129  du^tellt«,  tos  dni  Recht«ck«n  lu- 
Bunmei^esetrieB   Qoenchaitt   eines    Blechtrig«»    erhAlt    min   als 

Rraphisch«     Dtr- 
«B-  »»■  '^«-  »»  stelinng   der  Ter- 

tic«\en  Abschee- 
rungakrifle  eine 
tus  dni  Pkribel- 
bftgen  Kusammen- 
f^seUteCu  rve(Fig. 
130),  Der  mittlere 
Farabelbogen  wird 
eine  um  so  flachere 
Form  annefamen, 
je  geringer  die 
Dicke  der  Blech- 
wand ist,  und  wenn  zugleich  die  HOhe  der  Flanschen -Querschnitt* 
sehr  klein  ist  im  VerhAltnies  zur  ganzen  Hohe,  so  wird  der  von  den 
Flanschen  aufgenommene  —  in  Fig.  180  durch  die  lohrafflrten 
FUchenstfioke  repr&sentlrte  —  Theil  der  ganzen  Terticalen  Ab- 
Hcheemngskraft  sehr  klein  sein  im  VerbftltDiss  zu  dem  von  der 
Bleehwand  aufgenommenen  Theile.  Die  ganze  Figur  ISO  wird  in 
diesem  Falle  nahezu  die  Form  eines  Becbteoke  erhalten,  und  man 
wird  annftherungsweise  annehmen  dörfen,  dasa  die  ganie  verticale 
AbseheeniDgskraft  K  ausschliesslich  ron  der  Blechwand  aufgenommen 
wird,  dasB  sie  gleicbf&rmig  Aber  die  Hohe  derselben  sich  rerthellt, 
und  dass  die  verticale  Abscheerungskraft  pro  Lftngeneinhelt  der  Hftb« 
in  bestimmen  ist  aus  der  Gleichung: 

6)    8  =  «,=-^. 

Zugleich  darf  unter  dieser  Yoraussetznng  die  In  Flg.  118  mit 

(  bezeichnete   Orßsse   annäherungsweise  gleich  A   gesetzt,  fotgllob 

(nach  §  23,  Gleichung  2)  die   grftsste  Biegungstpannung  am  der 
Olcicfaang: 


7)    W  =  SF.h, 


"Fh 


bereebaet  werden,  in  welcher  fOr  dia  GröMS  F,  lU  BAlfU  der 
redoörten  QnnschnittsflAche,  annlbeningswriM  loeb  der  Flanicben- 
Qaefscfcnitt  gesetzt  werden  dart 
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§  26. 
■uiRia  md  Mlnlna  d«r  MwüiiBimilulflt. 

Nicht  nur  in  den  horiiontaleD  und  verticalen  Schnittfng«o, 
sondern  auch  in  jeder  beliebigen  Dm  irgend  einen  Winkel  <x  g^n 
die  HoriiODtale  geneigten  Schnittfage  sind  Abscheenii^kr&fte 
tbfttig.  Diese  Abscheenrngskrafte  sollen  als  positiv  angesehen 
werden,  wean  dieselben  in  dem  Sinne  wirken,  wie  in  Fig.  131  an- 
gegeben; als  negativ,  wena  dieselben  io  ent^^i^esetztem  Sinne 
wirken. 

Die  ganze  Iftnga  der  Scboittfnge  wirkende  Absdieernngskraft 
wird   nach   i^end  einem  Gesetie   Aber   die  Länge   derselben   sich 


Fig.  1».  Fig.  ISZ. 


rertheilen,  und  wenn  mit  8  die  pro  Längeneinheit  der  Schnitt- 
fage wirkende  Abscheernngskraft  bezeichnet  wird  fOr  irgend  einen 
Punkt  P,  dessen  Coordinaten  x,  y  sind,  so  wird  die  Grösse  S 
als  eine  Function  der  drei  Qröaaen  a,  x,  y  sich  darstellen  lassen 
massen  (Fig.  132).  Bei  Vergleichnng  der  Elg.  131  mit  den  Figuren 
122  und  123  erkenat  maa  Eueleich, 

^*^^ dass: 

^^-  a  =  +  $  wird,  wenn  a  =  O"  ist, 

a=  — aS  „  „  a  =  90"iat. 
um  rar  eine  bestimmte  Stelle  P 
das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem 
die  Abscheerungskraft  91  mit  dem 
Winkel  a  sich  ändert,  hat  man 
sich  die  Schnittfi^e  durch  das  an- 
endlich kleine  rechteckige  Balken- 
stQck  Ton    der  Breite    dx  und  der 


r 


Hohe  d}/  so  bindarchgel^  zu  denken,  dass  dieselbe  mit  der  Dia- 
gonale dieses  Beobtecks  lusammenfäUt  (Fig.  133).-    Das  Becbteck 
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t  ia  nni  ret^twukdig»  Dnwcikt  mt- 

1^  nl  mM  fiB  Di^iwilB  te  BMUacka  ab  fciiiiii,hiMieh> 

HjpotcBMft  49  W<n  iH^tiriBkdigw  Dniock«  Mit  Hs  benkhMt 

«M.  M  talca  nriwA»  itm  Winkel  st  ud  <«■  Dniedaeitaa  (ü-, 

rfy,  ^  (nefc  Kp.  134)  tm  BoNhiu«w  sWt: 

"  ,.  dx  ''«._''» 

II     OH  a  ^  ^-,  SU  K  =  -^,  bt  ■  =    ,-■ 

b  Betnff  4cr  Kiifte,  wak^  uf  du  BaUtw-SkneBt  wiikea, 

hD   TCriiii%  die   Yofnuwhong   gameht   werdea,    dus    ia    den 

Hwi— libttaittw   keine  NmnalkitftB   «iiken,   diss  also   die   in 

Rg.l26init3l>enMf 

"*■"'•  neta  Kimft  gleich  NnU 

»^  ^^  ist    Die  BedingangMK 

\^  .  /  von    welken   die  Zn- 

laj^  rSJi;-ft^  lft3agkeit  dioear  Vo^ 

^^  ■  aassetning      ahhingt, 

^  \a  jJ "**•■   'P**^   gaprtft 

^>.  *^^;S%  werden. 

^>j^  Wann  man  aich  jede 

'  s        ;        -^  TOD  <*"'>  «Df  das  üne 

>  der    beidw    Dreieck- 

stficke  wirkenden  Eitf- 
ten  lerlt^  denkt  in 
twei  reditwinkelig  in  ränander  gerichtete  Seitenkrifte,  von  dwea 
fie  eine  patallel,  die  andere  nonnal  in  dar  Hjpotennae  geriohtet 
ist,  and  wenn  nun  alsdann  die  algebnische  Snmnie  der  enteren 
g^awh  Null  Mdit,  BO  ergiebt  nch  darans  tut  den  llngs  Atr  Hjpo- 
tesnse  wirkenden  A.b8eheerungawider8tand  die  älaichnng: 

2)  ada=Sdy«)aa[  +  edxoo8a  —  SSi^yBinc, 
weldie  auf  beiden  Seiten  durch  d«  dindirt,  naoh  Sabstitation  der 
HB   den  Gleichongen  1)   fOr  -^  und  —  in   entnehmenden  Aua- 

drftcte,  die  folgende  Form  annimmt: 

fl  =  €8inacosa-|-8  (ooa  a'  —  sin  a*)   oder: 

3)  a=  Y@sii>2a  +  Sco8Sa. 

Ans  dieser  Gleichnng  kann  man  fOr  Jeden  Werth  von  a  den 

ingflhfirigen  Werth  ron  0  beredinen.  Um  denjenigen  Weitb  a  ^  On 
za  finden,  für  welchen  die  Grosse  K  ein  Maximnm  oder  ITmimum 
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wird,    bat   man   den  DifFerzeDzi&lqnotienten  von  9  nach  a  gleich 
NqU  zq  setzen.     Man  erhält  dann  die  Gleichuug: 

da 

1  < 


4) 


ScoaSam  —  2fBsin2anii    oder: 


6)    tg2a„  =  ^- 

Um  denjeoigen  Werth  H  ^  Ün  zu  finden,  welchen  die  Ab- 
si^eeningBkraft  annimmt,  wenn  ci  =  oc„  wird,  hat  man  der  allge- 
meineren Gleichung  3)  zuollchst  die  folgende  Form  za  geben: 


6)     a  =  C032a  S8+  i  ©tg2al: 


i  +  4-©tg2a 


±Vl+(tg2a)» 
und  bierin  för  tg2a  den  oben  für  die  Grösse  tg2a„,  gefundenen 
Ansdniek  zn  snbatitniren.    Man  erhUt  dann  für  V„  den  Werth: 


7)    W„  =  ±)/8» +  {]©)•- 


Zwischen  den  hier 
in  Betracht  kommenden 
Grenzwerthen  Nnll  und 
180  Grad  ^ebt  es  zwei 
verschiedene  Werthe  des 
Winkels  a,  welche  der 
Gleichung  5)  Genüge 
leisten.  Diese  beiden 
Winkel  sind  am  90  Giad 
Ton  einander  verBchie- 
den.  Dem  einen  ent- 
spricht das  Maiimam, 
dem  andern  das  Mini- 
mam  der  Grtese  S; 
und  nach  Gleichung  7) 
ist: 
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Da  das  Maximnm  stets  positir,  und  das  Miaiinum  steta  nsga^ 
ÜT  ist,  so  kann  man  znr  Beantwortung  der  Frage,  welcher  tod 
jenen  beiden  Winkeln  dem  Maximnm,  nnd  welcher  dem  Minimnm 
entspricht,  die  allgemeine  Gleichung  3)  benutzen,  indem  man  nnter- 
BQcht,  ob  nach  Substitution  der  betreffenden  WinkelgrOsae  ans  dieeer 
Gleichnog  ein  positiTer  oder  ein  negativer  Werth  für  n  sich  ergiebt. 

Die  beiden  Richtungen,  für  welche  S[  resp.  ein  Maximum  oder 
Ktnimnm  wird,  kann  man  auch  auf  die  in  Fig.  135  dargestellte 
Art  durch  Gonstrnction  ermitteln,  indem  man  mittelst  der  beiden 

g^ebenen  QrSssen  S  und  y  @  auf  die  in  der  ^gar  angegebene 

Weise  eine  Kreislinie  rem  Halbmesser  !!„  =  l/SS*  -i~  {r  ®)  durch 
den  Funkt  P  legt  nnd  alsdann  von  dem  Funkte  P  aus  nach  den 
beiden  Endpunkten  des  verticalen  Durchmessers  gerade  Linien  zieht 

§  27. 
flri^ltcb«  Dantolliing  dar  Abtohtwiinsthiin«. 

Die  Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen  wfirde  man  be- 
nutzen kdnnen,  um  das  Gesetz,  nach  welchem  Ü  mit  a  sich  ändert, 
graphisch  darzustellen.  Es  empfiehlt  sich  Jedoch,  zu  diesem  Zwecke 
jene  Gleichung  envor  auf  eine  andere  Forra  zu  bringen,  indem  man 
die  Winkel-Differenz  a  —  a^  mit  9  bezeichnet  und  demgemftsa  den 
Werth: 

i)     a  =  da,  -|-  9 

in  jener  Gleichung  substituirt.  Man  gelangt  alsdann  zu  den  fol- 
genden Gleichungen:  * 

2)  a  =  -^©BiD(2am  +  29)H-iec08(2a„4-29X 

3)  a  =  y  ®  (sin  2a„  cos  2n>  +  cos  2aa  sin  29) 

+  a  (cos  2am  cos  29  —  Bin  2o(m  sin  29), 

4)  8  =  -|-@co82a„(tg2ct„co829+8in29) 

Der  letzteren  Gleichnog  kann  man,  da  die  ausierhalb  der 
Elatunem  stehenden  beiden  Grossen  nach  Gleichung  4)  des  vorigen 
Paragraph«  einander  gleich  sind,  auch  die  folgende  Form  geben: 
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6)    Sl  =  SBin2a,B(tg2a„C0329+^^),   oder: 

6)  a  =  ^^?  =  SBco3  29yr+^2^ 

and  nach  Substitution  des  im  vorigen  Riragraphen  für  die  Grosse 
tgSom  gefondenen  Wertbes  erhält  man  die  Gleichnng: 

7)  a  =  ()/«« +  (!©)')  cos  29- 

Nach  den  Gleichungen  8)  nnd  9)  des  vorigen  Paragraphen 
reprftsentirt  der  Wur2Ql-A.iisdnick  den  absoluten  Weriih  der  GrSsse 
8(mu>  oder  H(iniD)i  und  wenn  man  diesen  absoluten  Werth  mit  8I„ 
beseichnet,  so  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  noch  ein- 
fachere Form  geben: 

8)  a  =  a„coa2(p, 

indem  man  zugleich  unter  dem  Winkel  a^  in  Gleichung  1)  den- 
jenigen Winkel  versteht,  für  welchen  {I  =  -f-  Sm  wird.  Aus  der 
obigen  Gleichung  ergeben  sich  die  nachfolgenden  zusammengehörigen 
Werthe  der  Grossen  9  und  9: 

.     f(p=       0»         460         90"  136"         180*. 

*>    \Ä=  +  «„        0     — «„  0         +K„. 

Die  Richtungen,  in  welchen  die  Abscheerungskraft  gleich  Null 
ist,  Bchliessen  also  Winkel  von  45"  ein  mit  den  Richtungen  der 
grOssten  nnd  kleinsten  Abscheemngskraft. 

Wenn  man  auf  jeder  von  dem  Punkte  P  ausgehenden  geraden 
Linie  die  ibrer  Richtung  entsprechende  Grftsse  von  %  als  Lftngea- 
gr5sse  abtr^,  so  bilden  die  Endponkte  dieser  Strecken  eine  krumme 
Linie,  deren  Form  das  Gesetz  veranschaulicht,  nach  welchem  die 
Grosse  9  mit  dem  Winkel  9  sioh 
Fig.  18*  ändert     Die  Gonstruction  irgend 

eines  Punktes  Q  dieser  krummen 
Linie  kann  auf  die  in  Fig.  136  an- 
gedeutete Weise  ausgefährii  wer- 
den. Durch  Wiederholung  dieser 
Gonstruction  gelangt  man  achliess- 
lich  zu  der  in  Fig.  137  darge- 
stellten Unie,  welche  für  alle 
Werthe  des  Winkeis  9  zwischen 
0"  und  180"  die  Grossen  der  Abseheerungskrftfte  erkennen  Iftsst 

Die  Grosse  des  Winkels  a„  oder  die  Lage  der  beiden  recht- 
winkelig  zu  einander  stehenden  Achsen,  welche  die  Bichtangen  der 
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grOssten  nod  kleinsten  AbEcheerungskraft  dvatellen,  hingt  ab  — 
wie  ans  Gleicfanng  b)  des  §  26  in  ersehen  ist  —  von  den  beiden 
Grössen  @,  !B,  welche  ibrerseiU  Panetionen  der  Coordinaten  x,  y  sind. 
Wenn  S  ^=  0  und  SS  tuglfich  positiv  Ist,  so  wird  «m  =  0  und 
Vn,=  S3=$.    In  diesem  FsUe  Ist  die  Horiiontsle  die  Richtung 
der  grösaten   und   die 
Fi«  IJ"-  Verticale    die     Rich- 

tung der  kleinsten 
(oder  grössten  negativen) 
Abscbeerungskraft.  Eine 
solche  Lage  nimmt  daa 
Achsen -System  an,  er- 
stens: in  jedem  Funkt« 
des  VerticalBchnitts  an 
denjenigen  Stellen ,  wo 
die  elastische  Linie  ihre 
Wendepunkte  hat,  weil 
an  diesen  Stellen  das 
Biegnngsmoment  Null 
ist;  zweitens:  in  jedem 
Punkte  der  Achse  des 
Balkens,  weil  in  der  neutralen  Fasernschicht  keine  Biegungsspannung 
stattfindet  Bei  negatiTem  Werthe  von  S  wQrde  die  rertlcale 
Achse  die  Richtung  der  grOssten  und  die  horizontale  Achse  die 
Biehtnng  der  kleinsten  (oder  grössten  negativen)  Abscheerung»- 
kraft  darstellen. 

Wenn  S3  =  0  ist,  so  wird  «m  =  ib"  und  ügi  =  n  ®-  Ii  diesem 
VtiU  bildet  jede  dn  beiden  Achsen  einen  Winkel  TOn  4&<*  mitder 
Horizontalen.  Eine  aolebe  Lage  wird  das  Achsen-System  annehmen, 
erstens:  in  dem  hScbsten  und  in  dem  tiefeten  Punkte  eines  Jeden 
VertiealBchDitta,  weil  (nach  Fig.  138  und  Fig.  130)  die  OrMie  0 
nach  oben  nnd  nach  unteo  hin  bis  tut  MuH  aboimmtt  zweitens: 
in  jedem  Punkte  des  Verticalschnitts  an  solchen  Stelleo  der  ela- 
sttseben    Linie,    wo   das    Biegungsmoment  2R    ein  HaiimaiD    oder 

Ifinimnm  wird,  weil  an  solchen  Stellen  — j-  -  =  0,    folglich    auch 

r=0  ist.  Wenn  €  positiv  ist,  so  Uldet  die  von  rechts  nach 
links  auateigende  Achse  die  Bichtung  der  grOasteu,  die  von  link» 
nach  rechts  ansteigende  die  Richtung  der  kleinsten  (oder  grOMt«n 
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n^üTen)  AbscheeruDgakraft.  Bei  n^tiTem  Werthe  von  @  wür- 
den die  beiden  Ächaen  ihre  Bedeutungen  mit  ein&nder  vertauBidieii, 
d.  h.  ea  würde  die  nach  rechte  ansteigende  die  lUchtnng  der  grtesten 
und  die  nach  links  ansteigende  die  Bichtnng  der  kleinsten  (oder 
grössten  negativen)  Abscheerungakntft  darateilen. 


■■xlni  und  Minima  der  Nomalipannungea. 
Anaser  dem  längs  dar  HTpotenuse  wirkenden  Abacheerungs- 
wideistande  Sds  wird  durch  die  in  Fig.  134  dwgestellten  Erftfte 
anch  noch  ein  norm&l  zu  der  Hypotenuse  gerichteter  Widerstand 
faerrorgemfen.     Wenn  mit  91   der  Normalwiderstand   pro   Längen- 
einheit     des    Hypote- 
'*■       ■  gjj__  nusenachnitts   bezeich- 

net wird,  ao  iat  ^ds 


(,  „  der  gesammte  Normal- 

-^— — •'""'         wideratand,       welcher 


Slds 


einer    Trennung     der 
beiden      Hälften     des 
*|"--^.,®^  rechteckigen     Balken- 

Elements  entg^B- 
wirkL  Indem  man  anf 
die  rechtwinkelig  m 
der  Hypotennae  dea  rechtwinkeligen  Dreiecks  gerichteten  Seiten- 
kräfte dea  in  Fig.  138  dargestellten  Er&fte-Systems  die  all^meinen 
Oleichgewichts -Bedingungen  anwendet,  gelangt  man  zunächst  su 
der  folgenden  Oleichang: 

1)  iRds  :^  Sdy  cos  «  +  SSdr  sin  a  +  ©dy  sin  a, 
welche  auf  beiden  Seiten  durch  da  dividirt  in  die  folgende  Form 
gebracht  werden  kann: 

2)  3t  =  2SB  ein  a  cos  a  -|-  ®  sin  «*,    oder: 

3)  SR  =  S  sin  2a  +  y  ®  (1  —  coa  2a). 

Man  erkennt  aua  dieser  Qleichnng,  nach  welcher  man  für 
jeden  Werth  von  «  den  zugehörigen  Werth  von  ?!  berechnen  kann, 
dass  91  =  ©  wird  ffir  a  =  90*,  und  dass  SR  =  0  wird  für  o  =  0 
(entsprechend  der  gemachten  Voraussetzung,  daas  in  den  Horizontal- 
sdinitten  keioe  Normalapannungen  stattfinden). 
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Um  denjeni^D  'Wnkel  a  =  <Zn  zu  finden,  für  welchen  91  ein 
Haximam  oder  Hinimnm  wird,  bat  man  den  Differenualquotienten 
TOD  9t  nach  a  genommen  gleich  Null  in  setsen.  Mao  erh&lt  dann 
die  Qlädiang: 


4) 


da. 


2a)co8  2a,-|-@8in2aQ,    oder: 


6)     tg2a 


Um  denjenigen  Werth  ^  =  %a  zm  finden,  welchen  die  Normal- 
kraft  9t  aDninunt,  wenn  a  =  <tB  wird,  hat  man  der  allgem^en 
Oleichnsg  3)  zaoScfast  die  folgende  Form  zu  geben: 

6)    9t=-i-©  +  cos2a(ißtg2a— ~@),    oder: 


und  hierin  für  tg2a 
Werth  zu  sQbstituiren. 


den  in  Gleichung  5)  fSr  tg2an   gefundenen 
Uan  erhält  dann  fdr  9tid  die  Gleichung: 

S*        I 

f-  +  ]-© 

1  T® 

9tn.  =  -;-@± — T-        .  .■.--^.    oder: 


VH&' 


9)      9!. 


:^®' 


+  ■ 


Zwischen  den  Grenzen  0°  und  180°  giebt  es  zwei  am  90°  von 
einander  verschiedene  Werthe  des  Winkels  et,  welche  der  Glei- 
chang  &)  QenSge  leisten.  Dem  einen  entspricht  das  Maximum, 
dem  andern  das  Minimum  von  9t,  und  nach  Gleichung  9)  iat: 


10) 

11) 


Die  Frage:  welchem  von  jenen  beiden  Wertben  des  Winkels 
Od  das  Maximum  und  welchem  das  Minimum  von  9t  entspricht, 
kano  mit  H&lfe  der  allgemeinen  Gleichung  3)  leicht  beantwortet 
werden,  da  9tmu   stets  positiv  and  9tmiD  steta  negativ  ist 
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Die  beiden  Bichtat^n,  fOr  welche  91  ein  Haximom  ond  ein 
Minimum  nird,  kann  man  auf  die  io  Fig.  189  dai^eatellte  Weise 
dnrch  Construction  ermitteln,  indem  man  mittelst  der  beiden  ge- 
gebenes Örössen  ÜB  und  -^  @  auf  die  in  der  Figur  angegebeoe  Art 


eine  Kreialinie  vom  Halbmesser  Hm  =  K **''"(t®)*   **""*  *'*° 
Punkt  P  legt  und  tod  dem  Funkte  P  aue  nach  den  beiden  End- 
punkten des  bori- 
Fig.  1S9.  zontslen      Durch- 

mesaers       gerade 
Linien  zieht. 

Die  beiden  Ab- 
schnitte  LN  und 
AN,  in  welche  der 
borizoiitaleDiirch- 
messer  durch  den 
Fusspunkt  des  rou 
dem  Punkte  P  auf 
denselben  gefäll- 
ten Perpendikels 
zerlegt  wird,  stel- 
len zugleich  die 
absoluten  Werthe 
resp.  von  Stmu  und  9lmis  dar. 

Bei  Vergleichung  der  in  diesem  Paragraphen  gefundenen  Glei- 
chungen mit  den  in  §  26  gefundenen  erkennt  man,  dass  zwischen 
den  Grossen  9mi  <xm  einerseits  und  den  Grossen  dlm«  <zn  andrer- 
sMts  die  Beziehungen  stattfinden: 


12)  9li„=Y®±*» 

13)  tg2a„- 


1 


Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  Flächen  der  grOnten 
und  kleinsten  Normalspannungen  Winkel  von  46°  einschliesaen  mit 
den  Flächen  der  grOssten  und  kleinsten  Abscheerangsspannungen. 
Aus  den  Gleichungen  9)  des  §  27  e^ebt  sich  zugleich,  dass  in 
den  Flächen  der  grOasten  und  kleinsten  Normalspannungen  die  Ab- 
scheerungsspannung  Null  ist. 
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GraphtMhe  Dvilallung  dar  NonultpaiHiiinstii. 
Um  das  Qesatz,  nach  welchem  91  mit  a  sich  (Ludert,  graphisch 
danustelleD ,  bab  man  die  allgemeine  Gleichung  3)  des  vorigen 
Paragraphen  zuvor  auf  eine  einfachere  Foim  sn  bringen,  indem 
man  die  Winkeldifferenz  a  —  On  mit  iji  beieicbnet  nnd  dem  ent- 
sprechend den  Werth: 

1)     a-a„  +  4' 
in  jener  Olüchung  snbatituirt.     Man  gelangt  aladann  za  den  fol- 
genden Qleichungen: 

2)  9l=|@+S88in(2a„  +  2^)-|®cos(2a„-f  24.), 

3)  gt  =  -i-®  +  SB(8in2oi„co8  2*H-co8  2a„8in2»;>) 

—  Y©(coB2ocnCOB2i))  —  Bin  2onBin24i), 

4)  K  =  y  ©  +  a?  co8  2a„  (tg  2a„ cos  2.^»  +  ein  2^) 

1  «  .    „      /  co8  2ib         .    „  ,\ 
-y©s.D2a.(^-^^-em24-j- 

Der  letzteren  Gleichung  kann  man,  da  die  ausaerbalb  der 
Klammern  stehenden  Factoren  der  letzteren  beiden  Glieder  (naeh 
Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen)  einander  gleich  sind,  anoh 
die  folgenden  Formen  geben: 

ö)    gi  =  |®+8co82a„(tg2a„cos2^  +  -^2— )' 

6)  gt=|@  +  ®^. 

'  2  8m2an 

Weui  man  hierin  die  Grösse  sin  2a^  aasdrflckt  dnrch  tg2an 
and  alsdann  ffir  letztere  Grosse  den  in  Gleichung  5)  des  vorigen 
Paragraidien  gefundenen  Ansdnick  snbstituirt,  bo  erh&lt  man  die 
folgenden  Gleichongen: 

7)  9I-|S±»co.2+|/l  +  (-^— )", 

8)  9I=^S±(^+(i®)*)«»2'l'. 

welcher  letsteren  nuui  nach  Gleichong  7)  des  §  26  aach  die  eiii- 
bebere  Form  gebeo  kann; 

9)  a  =  YS  +  a,cos2+. 

Biti«,  n 
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In  Gleichung  8)  ist  dis  Plna-Zeichen  als  gftl%  ta  betnehtait, 
wenn  unter  Og  dujenige  Winkel  ventwiden  wurde,  welcher  dem 
MtTinmin  von  91  entspricht;  du  Uinna-Zeichen  dtgegen,  wenn 
anter  On  derjenige  Winkel  reratwiden  wurde,  welcher  dem  MInimnm 
Ton  9.  entspricht  8s  soll  im  Folgendes  der  erster»  dieser  beiden 
Fälle  Tonnugesetit  werden.  Dem  Wertbe  <j;  ^  0  eotsivicht  also 
das  Uaximum  von  91,  und  für  die  GrOsse  9.  ist  nonmehr  anter 
allen  Umstanden  der  podtive  Werth  des  Wnixelausdnicks  in  Bechnnng 
in  bringen. 

Aas  Gleidiang  9)  ergeben  sieh  die  nachfolgenden  tnsammen- 
gehörigen  Wertfae  der  beiden  OrOesen  ^  nnd  91: 

[>|(=        0"  45'  90"        ISO"  180», 

^^^    191=1©+«.    1©    !©-«„    I®      7®  +  «- 

Da  9m  poflitir  ist  nnd  stets  grösser  als  -^  S,  so  wird  das 
Maiimnm  der  absoluten  Werthe  Ton  91,  wenn  @  positiv  ist, 
dem  Werthe  tp^O,  dag^en,  wenn  @  negttir  ist,  dem  Werthe 
^  =  M'  ent8{veeheD.  Ke  grOsste  Norsoalspannung  ist  im  enteren 
Falle  eine  Zug-Spannnng,  im  letzteren  eine  Drack- Spannung. 

Dw  grafdiische  Darstellung  de»  Geseties,  nach  welchem  91 
mit  ^  «ch  ftndwt.  würde  man  ans  Fig.  137  ableiten  können,  in- 
dem man  für  jeden  Ponkt  der  dort  gefandenen  Carre  xa  der  lAnge 
des  Badiusvectors  die  Grösse  -^  €  binzufngt,  und  alsdann  die 
ganse  Figur  in  diejenige  Lage  bringt,  welche  dem  Werthe  des 
Winkels  ocb  entspricht  För  den  Fall,  in  welchem  €  ^  0  ist, 
würde  also  der  Fonn  nach  eine  vfitlige  Uebereinstimmang  statt- 
finden iwischen  den  beiden  Gurven,  welche  die  OrOssen  9t  and  % 
als  Fanctionen  des  Winkels  a  darstellen.     Für  diesen  FUl  wird: 

U)  9tp.=±a„=±«. 

d.  h.  an  allen  denjenigen  Stellen,  wo  keine  Biegangsspumnng  statt- 
Sadet,  ist  die  grOsste  Normalspaaonng  gleich  der  horiiontalen  oder 
verticalen  AbscfaeerongsapanDung.  Zu  diesen  Stellen  gehören:  erstens, 
alle  Pnnkte  der  nentralen  Fasemschicht,  sneitens,  alle  Punkte  des 
Verticalschnitts  an  solchen  Stellen  des  Balkens,  wo  das  Bi^ungs- 
moment  Null  ist 

Form  and  Lage  der  Figur,  welche  die  Grösse  91  als  Fosotion 
des  Winkels  ^  graphisch  darstellt,  werden  versehieden  aasfalleu, 
je  nachdem  die  beiden  Grössen  @  nnd  S   posiüTe  oder  n^tive 
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Erster  FiU  (F^.  140V     6  ud  8  siad  baidt  positiv.     Dar 
Wnkel    a..   fBr   wdAcn  91   an   positivaa  Mutona   wM,    K«g( 


Fic-UtL 


flf.  Ul. 


zwischen  45"  und  90<*.  Die  GrOsse  91  (mu)  bildet  ingleioh  du 
Maximum  der  abBoluteii  Werttie  roa  <R.  Die  grOsite  Nomil- 
apannuDg  iat  eine  Zugspanaung. 

Zweiter  Fall  (Fig.  lil).  €  ist  poeitiT,  Q  iat  negatlT.  Der 
Winkel  On,  für  welchen  9t  ein  poeitirea  Maximum  wird,  Itogt 
zwiaehen  90"  nnd  136".  Die  QrOsse  SR(au)  bildet  lugleiob  du 
Uaximom  der  absoluten  WerUie  too  91.  Die  gröiite  NornaU 
epatmuDg  ist  eine  Zugapannnng. 

Dritter  Fall  (Fig.  U2).  S  Ist  negatir,  6  iat  positiv,  Du 
Winkel  Os,  für  welchen  9t  ein  positives  Maximum  wird,  liegt 
zwischen  0'  nnd  ib".  Das  Haximnm  der  abaoloten  Wertbe  von 
9t  wird  dorch  die  QrOaae  9t(n>iii)  gebildet.  Die  grftsite  Normal- 
spannnng  ist  eine  Drnckspannang. 

Vierter  Fall  (Fig.  143).  S  nnd  9  sind  beide  nagatlf.  Dir 
Winkel  Oa,  für  welchen  91  ein  posittves  Uaxlmnm  wird,  liegt 
zwischen  136*  nnd  180".  Das  Maximum  der  abaolutan  Wertht 
von  91  wird  durch  die  Orftase  9t(.d*)  gebildet.  Die  grthMt«  NormtU 
spannoBg  ist  eine  Drackspaonung. 

In  sbnmtlicben  Tier  Figuren  Iat  der  Halbmanar  dea  grOaaerMi 
Krrisea  gleich  der  Smnme  der  abaolnteo  WerUi«  von  den  beldM 

J/»'+t|©P  oBd  ]  6;  der  HalbnuiMr  dea  kMaerw 
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Krtises  ist  gleich  dem  Deberschusse  das  absoluten  WerÜies  der 
Grftsse  j/B»  +  (y  s)'  über  den  absoluten  Werth  der  Grösse  —  ®- 
Als  AüfaDgsriclituDg  mit  „0"  bezeichnet  ist  in  allen  vier  Figuren 


diejenige,  für  welche  91  ein  positires  Maximum  wird.  Von  dieser 
dem  Werthe  >]i  =  0  entsprechenden  lUcfatung  anfangend,  sind  för 
alle  Werthe  des  Winkels  ^  zwischen  0°  und  ISO"  die  absoluten 
Werthe  von  91  auf  der  jedesmaligen  Richtung  des  Badiusvectors 
abgetragen  und  zwar  nach  rorwftrts  oder  nach  rückwärts,  je  nach- 
dem ?t  eine  positive  oder  negative  Grösse  ist. 

§30. 

Ermlttilung  dar  Totmitpannung  auf  graphltehtn  Wagt. 

Die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  ^ds  und   91«^,    oder  die 

Totalspannung   in   dem  Schnitt -Elemente  ds,   ist  diejenige  Kraft, 

welche  den  drei  Kräften  ^dy,  ^dx  und  Siy  das  Gleichgewicht 

hält  (Fig.  138).     Diese  Mittelkraft  DA  =  dtda   kann    auf  die  in 

Fig.  144  angedeutete  Weise  darch  Coustmotion  des  Kräfte-Polygons 

ASCD  aus  den  drei  gegebenen  Kräften  AB  =  SSdy,  SC  =  'ßdx 

= =-  D&d  CD  =  ^dy  dargestellt  und  hiernach  iu  ihre  beiden 

tga 

Seitenkräfte    EA^'&ds   und    DE^^SStda   zerlegt    werden.     Die 

Verticalprojection   der  Kraft  EA  =  Ad«   hat   die  Grösse   FA  = 

'6.dBS\TMj.^%dy,  und  die  Horizontalprojection  der  Kraft  DE^'Std» 

hat  die  Grösse  GE=^d8tAaa.  =  '!kdy. 
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W»  Art  and  Wöae,  wi«  (UcM  l«titer«n  beiden  Krfifto  mit  B»- 

natnui;  «ner  durch  die  drei  Pankie  P,  C,  D  gellten  Kreislinie 

durch      Constmction 

gefnnden  werden  kOn- 

^  ^  -''■'' ■ r^    neu,  ist  in  Fig.  lU 

dargestellt,  in  wel- 
cher dieselben  Punkte 
mit  deoaelben  Bach- 
staben beieichnet  sind 
wie  in  Fig.  144.  Denkt 
man  sich  in  Fig.  146 
alsdann  die  sftmmt- 
liehen  Dimensionen 
der  Figar  darcb  </y 
diTJdirt,  so  gelangt 
man  m  der  in  Fig.146 
angegebenen  Con- 
stmction, dnrob  wel- 
che die  drei  Kraft« 
S(,  9t,  9t  ihrer  Ortes« 
nach  anf  folgende 
Weise  gefunden  wer- 
den können. 

Man  tr^t  tod  dem 
Punkte  P  aas  in  ver- 
tiealer  Btchtong  die 
Grösse  PC  =2«, 
hieroach  von  dem 
Funkte  C  aus  in  bori' 
zontaler  Bichtang  die  Grosse  CD  =  @  ab,  und  legt  durch  die  drei 
Funkte  P,  C,  D  eine  Kreislinie.  Wenn  man  alsdann  durch  den 
Funkt  P  eine  unter  dem  Winkel  a  gegen  die  Horizontale  geneigte 
gerade  Linie  PE  legt  und  von  dem  Darohschnittspunkte  E,  in 
welchem  dieselbe  jene  Kreislinie  schneidet,  ein  Perpendikel  auf  den 
horiEOntalen  Durchmesser  der  Kreislinie  f&llt,  so  stellt  dieses  Per- 
pendikel EN  die  GrOase  der  Kraft  St  dar.  Wenn  man  femer  Ton 
dem  Pankte  D  ans  das  Perpendikel  DL  anf  den  horizontalen 
Dorefamesser  f&llt,  so  stellt  der  Abschnitt  NL  die  Grosse  der  Kraft 
91  dar.  Die  Hittelkraft  9t  von  den  beiden  Krftften  St  und  9t  ist  alsdann 
durch  die  Verlundungslinie  der  beiden  Punkte  L  and  E  gegeben. 
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lodern  HAQ  sieb  die  obige  GonstnictioD  fta  andere  Werthe  des 
NfdgQDgBwinkell  a  wiederholt  denkt,  findet  man  slsduin,  dass  die 
PI,  I4ft^  beiden    Abschnitte    LJ 

and  LK  des  horlzoo- 
talen  DurchmesBers  resp. 
das  Maximum  tind  das 
Hinimnm  von  8t  dar- 
stellen. Bei  Yerglei- 
chuD?  der  obigen  Figur 
mit  Fig.  139  erkennt 
man  femer,  daes  die 
Kchtnngen,  fQr  welche 
91  tia  Haximnm  oder 
HinimtUD  wird,  zu- 
gleich diejenigen  sind, 
t&T  welche  81  taa  Uaxi- 
muffl  oder  Hinimum 
wird,  und  dass  die  Werthe  von  Stm«  und  fRan,  resp.  mit  den  ab- 
nlaten  Werthen  von  Slnw  und  Slmm  Abereinstimmen,  was  mit 
dem  bereits  oben  gefundenen  Besnltate  fibereinstimmt,  dass  in 
den  Flächen  von  SJL.^  und  ^tata  die  Abscheemngsknft  gleich 
Null  ist 


iMiM 


§  31. 
ltnnah)Wi 


mg  pro  FllebandilMiL 


Bei  den  vorstehenden  Untersuchung«!  mar  mit  dem  Bucb- 
Bta.hea  @  die  Normalspumnng  pro  Längeneinheit  des  Vertical- 
sohnitts  bezeichnet  ffir  diejenige  Stelle,  welche  in  der  Höhe  y  fiber 
der  Centralen  Üegt.  Folglich  ist  @dy  die  ganie  Horizontalspaonong 
der  in  diesem  Abstände  von  der  Neutralen  befindlichen  Faser  von 
der  Hohe  oder  Dicke  dy.  Wenn  also  mit  i  die  Normalspannung 
pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts  an  dieser  Stelle  bneichnet 
wird,  so  ist  nach  Fig.  U7  und  Fig.  148: 

1)     e.dy  =  «.a.dy,    oder:    »  =  — , 

d,  h.  man  findet  die  Spannung  pro  Flächeneinheit,  indem  man 
die  Spannong  pro  Längeneinheit  dividirt  durch  die  Breite  des 
Quencbnitts  an  der  betreffenden  Stelle. 
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Di«  Uftlogen  Benehangen  fiaden  statt  twischen  den  GrOBsaa 

91,  $,  !B,  9   eiaereeits   und   den  GrOssen  n,  ^,  B,  a  andnn^ti, 

wenn  flberall  mit  den  entsprechenden  kleinen  deutschen  Bochstaben 

die  betreffendeo  Spuionngen  pro  Fl&ebeneinheit  beieichnet  werden. 

„  Es  ist  tlso: 

ng.  143.  Fl;.  148. 


2)    n  = 


z 
H&n  kann  daher 
die  in  den  vorigen  Paragraphen  fflr  die  MaximalBianniingen  pro 
L&ngeneinhelt  gefundenen  Beenltate  auch  benntien  zur  Berecboong 
der  MaximalBpannnDgen  pro  Flächeneinheit  So  e.  B.  erhält  man 
ans  Glflichnng  9)  des  §  28,  indem  man  dieselbe  anf  beiden  Seite» 
dnreh  die  Querschnittebreite  z  dividirt,  für  die  grOeste  Normal- 
spasnung  pro  Flächeneinheit  den  Ausdruck: 


3)     ..  =  |ä±)/.'+(i»)'- 


Wie  im  vorigen  Paragraphen  bereits  erklfirt  wurde,  eotspricbtr 
wenn  S  positiv  ist:  das  FlusBeicben,  dagegen,  wenn  i  negatir 
ist:  das  Minuszeichen  dem  grOsaten  absoluten  Wertbe  von  ■. 
Wenn  man  tüao  dem  Bnehstaben  i  die  Bedeutung  des  absoluten 
Werthes  der  Bi^ungsspannong  beilegt,  so  wird  der  grOist«  ab- 
Kiaie  Wertb  von  u  unter  allen  UmstlDdea  zu  bestiameo  win  Mt 
der  Gleichung: 


4)    »k«„)  =  |8  +  j/B'+(}l) 


Für  den  Fall  des  rediteck^n  Qoersebnitts  würde  (nach  §  26» 
Ghidinng4)  die  QrOsse  t)  zu  bestimmen  seiii  ans  der  Gleldiung: 


4)     D  =  B,(l_X^), 


!■  «ekhv  flb-  £e  Grtaae  o«,  ab  grOMte  rnti«ah  oder  borbon- 
tel*  AbKteemngHpanna^  pro  FUebeneinlMH,  der  «w  f  20,  OI«f- 
cbmg3)  n  entnehmende  Wertb: 
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6)    ».  =  Y^ 


ZU  substituUeu  ist    Die  grOsste  BiegnDgsBpannniig  dea  QueiaduiittB 
b&t  in  diesem  Tslle  (nach  §  2,  Gleichung  16)  den  Werth: 

'  6Ä"  ' 


7)    S  = 


und  die  Biegungsspannnng  in  der  Hohe  y  Aber  der  Neutralen  hat 
die  ärtase: 


Die  allgemeine  Gleichung  für  die  grOBste  Kormalspannung  pro 
Flftcheneinbeit  nimmt  also  i9i  den  rechteckigen  Querschnitt  die 
Form  an: 


9)       !!,„«,=  1 


-+V<^-^y+Us^y. 


Wenn  man   hi«in   abkflranngswmse  das  Yerhaitniss  '-s-  =  — 

und  das  Verhftltniss  -^  =  <f  setit,  so  kann  man  dieser  GleichsDg 
such  die  folgende  F^rm  geben: 


10) 


Wann) 


'+Vi^-i^r+ih)' 


8 

Diese  Gleichui^  kann  man  nuumebr  benutzen,  nm  die  grOeste 
in  dem  Verticalschnitte  Oberhaupt  vorkommende  Normalspannnng 
auGcasacben  und  dieselbe  zu  vei^leichen  niit  der  grOssten  Biegungs- 
spaanang  des  Yertacalschnitts.  Fdr  den  Fall,  in  welchem  n=  1 
ist,  erhalt  man  aus  dieser  Gleichung  die  nachfolgend  zusammen- 
gestellten Zahlenwerthe: 

9=  0  0,1  0,3  0,3  0,4  0,5  0,8  0,7  0,8  0.9  1, 
^^   =    1    1,0*1    1,086    1.072    1,063    1,041    1.007    0.968  0.939  0,938    1. 

Diese  Tabelle  zeigt,  dass  für  n  =  1  die  grOsste  Normalspan- 
nang  nahezu  in  allen  Punkten  des  Yerticalschnitts  gleiche  Werthe 
hat,  und  dass  dieselbe  in  allen  diesen  Punkten  nur  wenig  ab- 
weicht von  der  grössten  Biegnngsspannung.  Der  grteste  Werth 
von  ttfnu)  entspricht .  einem  Werthe  Ton  9,  welcher  zwischen  0,2 
und  0,3  liegt,  nftmlich  dem  Werthe  9  =  0,294,  fOr  welches 
«(mW  =  1,073  ■  S  =  1,073  .  Do  wird. 
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Der  bti  obiger  Tabelle  ingenommeae  Weith  n  =  1   «ntsprJobt 
dem  Falle,  in  welchem  o«  =  S  ist.    Nach  Sabstitutioa  der  aus  den 
Oleiehniigen  6)  und  7)  lo  entnehmenden  Ausdrucke  erhftlt  man  fdr 
ffiesoi  fUl  fie  Bediogungsgleichang: 
F        63» 


11) 


^ÄÄ 


■  bk* 


Wenn  man  hierin  die  Werthe  F  =  f  und  'Sit  =  Kl  substUuirt 
—  entsprechend  dem  in  Fig.  149  and  Fig.  160  dargestellten  Falle  — 
so  erhält  man  die  Gleidiang: 


12)     /-  = 


6  Kl 
iA" 


oder:    i  =  —  A. 


Es  muss  also  die  L&nge  des 
Balkens  ein  Viertel  der  HOh« 
betragen,  wenn  9^  =  8  sein  soll. 
In  diesem  Falle  Ist  die  grOsste 
Normalspannung  an  den  drei 
Stellen  Ä,  B,  C  gleich  gross 
und  zwar  von  derselben  Grösse 
wie  die  grOsste  BlegiingSBpannung 
oder  die  ihr  gleiche  grOsste  Ab- 
scheerangBBpannung.  Die  grftsste 
in  dem  Balken  Oberhaupt  vor- 
kommende Normalspannung  fin- 
det an  den  beiden  Stellen  D  und 
E  statt  und  ist  um  etwa  7  Pro- 
eeut  grSeser  als  Soier^.  Dieselbe  ist  bei  D  eine  Zug-Spannung 
nnd  bei  E  eine  Druck-Spannung  von  der  Grosse: 
13)  n,^,=  1.073.S=l,073.»,. 
Dia  L«ge  der  Fliehen,  in  welchen  an  den  TerKhi<>denen  Stellen  dei  Ter- 
twabebnitti  die  NornulipaBnimg  ifaiea  gröeeton  Werth  erreiaht,  kann  mit  IIDIfe 
der  GleieboDg  5)  des  §  28  beetimmt  werden,  welche  auf  der  rechten  Heit*  Im 
Zibkr  and  Nenner  durch  die  Qnereebnittahreite  diridirt  die  form  aiinlrninti 


U)     tg2«.: 


1. 


8<f 


n9 


An  dieWT  Gleiebnag  ergeben  eich  ftkr  den  Pell  n  =  1  oder  für  den  Ver* 
Itt  £C  is  Rg.  liO  die  nachfolgend  znianinienKe«U>llt«n  Zabtenwertbei 

tg  2«,  =      0       —  0.75    —■^        +  '1.1b  II 

«,(ZBgip.l=    90*        71*3I'       46*  I8»Z«'  0» 

m,fDnekKf^=  IW       lfll«84'     135»         K«*M'         W 
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Oberhalb  dei  Nentralei  iit  es  die  Zogipannimg,  nnterbKlb  deneIb«D  iit  es  dia 
DrnekBptiiDiiDg,  irelebe  den  grOwten  kbaoloten  Wertb  der  Noimalspanniuig 
repriaentiTt. 

Wenn  man  för  andere  Wertbe  von  n  die  obige  Bechnung 
wiederholt,  so  findet  man,  dass  der  grOsHte  Wertb  ron  nou»  immet 
entweder  genau  oder  wenigstens  nahezu  öbereinstimmt  mit  dem 
grössten  der  beiden  Wertbe  S  nnd  Dp.  'FQr  den  Fall  n  =  1  be- 
tragt der  mit  dieser  Annahme  verbundene  Fehler  —  wie  obige 
Tabelle  zeigt  —  nur  etwa  7  Procent.  Noch  b:Ieiner  wird  derselbe 
far  andere  Wertbe  yon  n.  Man  darf  daher  bei  practischen  An- 
wendungen ohne  Bedenken  in  allen  F&Uen,  wo  l  grOsser  ist  als 
-äh,  die  grOgste  Biegangsspannung: 

nnd  in  allen  F&llen ,  wo  l  kleiner  ist  als  -r-  k,  die  grOeste  (rerticale 
oder  horizontale)  Abscheemngsspannnng: 
16)    0,  =  ^ 

als  grösste  in  dem  Balken  fiberbaopt  vorkommende  Normatspanonng 
pro  FUcheneinheit  betrachten. 


BareehMHig  der  erltrderlichm  QuenohnItMImenionM  IDr  necMAger. 

Wenn  man  in  Gleichung  4)  des  vorigen  Fangraphen  s  =  n  =  [i. 
setzt,  so  erhält  man  für  die  grJJsste  Normalspannung  pro  FUchen- 
einheit den  Weri;b: 


1)    n,„ 


-{i+^^'+(l)l='."«• 


Fflr  den  in  Figur  151  datgestellten  BlechtriLgerquerachnilt 
darf  bei  geringer  Stftrke  der  Blechwand  und  geringer  Hohe  des 
Flanscbenqnerschnitts  (nach  §  25,  Gleichung  6)  ann&berungswelse 

y 
83  =;  iBo  ^  -T-  gesetzt  werden,  oder: 

^>  °=^- 

An  der  oberen  oder  unteren  Grenze  des  Verticalscbnitts  der 
Blechwtnd,  also  da,  wo  dieselbe  an  die  Flanscfaen  grenzt,  ist  die 
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BiegaDgSBpaniiiiDg   nahnn   gleich   der  grOssten  in  den  Flsnschen- 
querBchnitten   selbst   stattfindenden   BiegnngsspE^nosg,   ond  (nach 
§  25,  Olelchong  7)  ist 
Pig-  i&i-  Tig.  15Z.  dieselbe  annäherungs- 

weise   ZQ    berechnen 
aus  der  Qleichung: 

Bei    dem  in  Fig. 
163  dargestellten  Bi»> 


TrrrnTrnTTTTTTTTlg     gungsiustanda       des 
'^'     Bsliens  erreichen  so- 
wohl die  Verticalkraft 
P*  V  als  auch  das  Bie- 

gungsmoment  ^  in 
d«n  YerticalBchnitte  BAC  ihr  Hadmnm.  Es  ist  n&mlich  fär  diesen 
Querschnitt: 


4)     V=pl    nnd    6) 


.P^. 


Dia  grOsste  in  dem  Balken  Torkomniende  Nonnalspannnng 
ist  daher  in  diesem  Tertlealschnitte  zu  suchen,  und  zwar  findet 
dieselbe  an  den  beiden  Stellen  B  und  C  statt,  wo  die  Blechwand 
an  die  Flanschen  grenzt,  insofern  an  diesen  Stellen  die  grOsstni 
Wertfae  von  n  und  i  zasammentreffen.  Wenn  also  die  Querschnitts' 
dimensionen  des  Balkens  so  gewählt  worden  wären,  dass  an  diesen 
St^en  die  GrOBsen  S  und  0  eine  jede  f^r  sich  allein  schon  die 
QrOBse  jS  der  practlsch  zulässigen  Spannung  erreichten,  so  wflrde 
der  Balken  za  schwach  sein,  da  in  diesem  Falle  die  grOsste  Nor- 
malspannung (nach  Qleichnng  1)  das  1,618-fache  der  pracüsoh 
znUssigen  Spannung  betragen  wfirde.  Es  mfissten  vielmehr  die 
Qaersehnitts^ensionen  so  gewählt  werden,  dass  jede  der  beiden 
QrOssen  S  nnd  n  nar  den  Wertb: 

an  jenen  Stellni  eneicht,  wenn  die  QrOsse  n^mu)  daselbst  gerade 
gleich  8  werden  soll. 

Bei  vorgeschriebener  H4^e  des  Balkens  genfigt  die  Bereeh- 
nnng  der  beiden  Grössen  h  und  F  cur  Bestimmung  des  erforder- 
lichen   Qnerschnitts.     Diese    beiden    Grfiesen   kann   man   nunmehr 
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ans    den    GleichnngeD    2)    and  3)  berechnen,    indem    mus    darin 
8  =  Q  =  (L  Betet.    Es  ergeben  sich  danns  die  Werthe: 

')   -.T.       «>    -=^- 

Hierin  aind  fQr  die  GriJssen  V  und  SR  die  in  den  Gleichungen  4)   > 
and  6)  angegebenen  Maiimalfferthe  nnd  fär  die  GrJ^sse  h-  der  in 
Gleichung  6)  ang^bene  Werth  zq  snbstitniren. 

Für  einen  scbmiedeiiemen  B&lken  wQrde  S  =  6Eil.,  aU«  v.  =  (iAU.i  = 
3Ka,708  M  Betzen  sein.    Wenn  ferner  die  Werthe  1  =  2000'™,   k  =  öOO'™, 

f>  =  10KiI.  gegeben  sind,  ao  ist:  F=  10.  2000  =  20000  nnd  5B  = -^ 

=  20000000  10  setzen.    Man  erhSIt  »Iso  am  den  Gleichungen  7)  nnd  S)  die 
Werthe: 

_20000_^ 
3,708.500  ' 

OAAAn  A/\A 

=  108000°™. 


8,708 .  500 

Für  den  ganzen  Inhalt  der  erforderlichen  Qaerscbnittsfläche  ergiebt  sich  hiei- 
»ach  der  Werth: 

J=  2F+  6Ä  =  2  .  10800  +  10,8  -  500  =  270000"", 

Die  Gieichnngen  7)  nnd  8)  kOnne»  anch  noch,  für  andere  F&lte 
zor  Berechnung  des  erforderlichen  Querschnitts  eMfia  Blechbalkens 
bennttt  werden  —  fftr  alle  diejenigen  Falle  nftmlich,  in  denea  der 
Balken  auf  solche  Weise  unterstützt  nnd  belastet  .ist,  dass  das 
Haximnm  des  BiegangginoineDte  SK  und  das  Maximum  der  verticalen 
Abscbeerongskraft  V  in  einem  nnd  demselben  Balkenqnerschnitte 
zusammentreffen. 

Nach  §  10  (Gleichung  3)  hat  bei  dem  in  Fig.  53  dargestellten 
Balken  aaf  drei  Stützen  das  Biegungamoment  Ober  der  Hittelstätze 
die  Grosse: 

9)  »  =  ^, 

und  fär  die  verticale  Abscheernngskraft  an  dieser  Stelle  ei^ebt  sich 
nach  §  10  (Gleichung  1)  der  Werth: 

10)  r  =  j)i  — ff  =  |-pi. 

Bei  dem  in  Fig.  63  dargestelltea  Falle  ist  der  Ober  der  Mittel- 
stötze  befindliche  Balkeaquerschnitt  derjenige,  in  welchem  das 
Maximum  toq  3R  mit  dem  Maximum  von  V  zusammentrifft.  Wenn 
also  ein  solcher  Balken  auf  drei  Stützen  als  prismatischer  Blech- 
träger oOBsbuirt  werden  soll,  so  hat  man  für  die  Grossen  äX  und 
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V  die  in  des  Gleichungen  9)  und  10)  ang«gebenen  Werthe  zu  sub- 
atituiren  und  kann  im  Debrigen  die  Bereehnung  der  erforderliehen 
QnerBchaittadimenaionen  anf  dieselbe  Weise  wie  bei  dem  in  Fig.  162 
dai^eatellten  Falle  ausfahren. 

Wenn  l  B.  die  Wertbe  }i=10KU.  und  J=100000t°'°  gegeben  und, 
•0  wird: 

»  =  —  -•'■—    =13500000  000  nad  K=:  |^  ■  10  ,  100000  =  625000. 

Wenn  feniei  A^  10000*°^  gegeben  iat,  ond  wie  bei  dem  vorigen  Zahlen- 
beiipiele  wiedenim  die  für  SehmiedeiKn  geltenden  Zablenwerthe  5  ^8  Eil., 
)i=:3zn.jQg  geMtit  werden,  so  erhtlt  m&n  sna  den  Qleichnngen  T)  nnd  8) 
reip.  die  Werths! 

.  626  OOO 


"  8,708.10000  ' 

12600000000 


=  16  »^.W  ond 


8,708.10000 
Für  den   ganien  PUcheninbalt  dei  erforderlichen  Qoereehnitts   ergfebt    deh 
hiernach  der  Werth: 

J=  2 .  887 110  +  16.86 .  10000  =  812  820D"">>. 


MIainMm  der  erlorderilchen  QuertdmltMttchB. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  erklärte  Berechnnugawelee  war 
auf  die  Voraassetzung  gegründet,  dasa  an  der  Stelle,  wo  die 
grOeete  NonDalspannang*  stattfindet,  die  beiden  Spannungen  %  and 
V  gleiche  GrOsse  haben  sollten.  Diese  Voraussetzung  war  eine 
willkdrlicbe;  der  vorgeschriebenen  Bedingung:  dass  au  jener  Stelle  - 
ntnu)  =  S  werden  soll,  kann  ancb  noch  aof  andere  Weise  Qent^e 
geleistet  werden. 

Nach    Gleichung  4)   des  §  31   wGrde  die  eben   genannte  Be- 
dingung anszudröcken  sein  durch  die  Gleichung: 

1)  S  =  i«+|/f  +  (|!)". 

Wenn  man  diese  Gleichung  quadrirt  (nachdem  zuvor  das  Glied  -^  9 
auf  die  linke  Seite  gebracht  worden),  so  erhält  man  die  Gleichung: 

2)  S»— S.«  =  »*, 

welche  nach  Substitution  der  aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  des 
vorigen  Far^raphen  fQr  die  GrOssen  n  und  8  zu  entnehmenden 
Werthe  die  folgende  Form  annimmt: 
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,-,     Ol       «3»_    ^ 

^)    ®  -Th—S^hi- 

Durch  Auflösung   dieser  Qleichutig  erhält  man   ffir  die  Qrttese  F 
den  Werth: 

Aus  dieser  Oleichung  wärde  man  dir  Gtrösse  F  berechnen 
kennen,  wenn  die  GrCaae  b  schon  hekannt  w&ra.  Die  zur  Be- 
stimmung der  QrOsse  b  noch  erforderliche  zweite  Gleichung  kann 
man  sieh  dadurch  verscbaffen,  daes  man  noch  die  Bedingung  hin- 
zaffigt:  es  soll  die  Grosse: 

6)    J=2F+bh, 
als  Flächeninhalt  des  ganzen   Querschnitts,  zugleich  ein  Minimnm 
werden. 

Um  diese  letztere  Bedii^ung  durch  eins  Gleichung  auszn- 
drflcken,  hat  man  zunächst  den  oben  ffir  F  gefundenen  Werth  ia 
Gleichung  5)  zu  substituiren,  welche  dann  die  Form  annimmt: 

ismhb' 

6)    '^=g»A.i»_y»+** 


Man  erblllt  dann  die  Oleichung: 

')   (s'*'6>-  n: +  »  =  ». 

welche,  als  Gleichung  vierten  Grades  nach  Potenzen  von  b  geordnet, 
anch  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden  kann: 

Aas  dieser  Gleichung  ist  zunächst  die  GrOsse  b  zu  bestimmen. 
Nach  Substitution  des  gefundenen  Werthes  kann  alsdann  die  andere 
unbekannte  GrOsse  F  aus  Gleichung  4)  berechnet  werden. 

Bei  dem  ersten  Zahlen beiepiele  dei  Torigen  Pkrftgrapben  war  S=fiCil., 
Ar^SOO™".  K=20000.  9)1  =  20000000.  Nwh  Snbstitntion  diflset  ZfthleD- 
werth«  nimmt  die  Qleiohang  8)  folgende  Form  tn: 

6*  —  89 .  6'  —  23T0  . 6  +  1975  =  0. 

DaTcb  AnflOning  dieser  Glaichnng  erbSIt  mt-a  fOr  die  Stirke  der  Blecb- 
vond  den  Werth:  b  =  ii'^'^,i.  Wenn  man  diesen  Wertb  in  Oleiehnng  1)  nb- 
stitnirt,  so  erliSlt  man  fQr  den  erforderlichen  Flansohenqaerachnitt  den  Werthi 
F  =  e204ü>iiiii,  Der  FlKcheninhalt  des  gftnien  QnerBchnittB  würde  hiemacli 
^ie  GrSase  «rhalteo: 
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J  =  t.  8204  + 15,4  .  SOO  =  »4  lOSO"™, 
«Im»  88080""°  weniger  betragen  ila  der  im  Torigen  Pumgraphen  gefnndeDe 
Wertb. 

Bei  dem  iweiten  ZaUenbeiBpiele  dei  Toiigen  Paragraphen  war  8^ 8 Kit., 
Jl  =  10000>»~,  r=eS&000,  3R  =  12!M)0000000.  Nach  SnbarnntiDn  dieaer 
ZaUeDwertbe  nimmt  die  Oleiehong  8)  die  folgende  Form  an: 

6«  —  817  .6"  —  9042 .  *  +  11 774  =  0. 
Dnrch  AnflSmng  deraelben  eihtit  man  fQr  die  erforderliche  Stirke  der  BUcb- 
wand  den  Werth  6  =  34'°™,  nnd  naah  Snbatitntion  desselben  erhilt  man 
au  Gleichiutg  4)  ftlr  den  «rforderliehen  FlanMhenqaerMhnttt  den  Wertb: 
F^85B890D'>°>.  Dm-  Fl&aheninhalt  de*  ganien  QnerBchnitts  wttrde  hier- 
nach die  GrOMe  erhalten: 

J=  2  .  268  890  +  24 .  10000  =  7583800™, 
abo  89440n''*°>  weniger  betragen  ab  der  im  Torigen  Paragrapbsn  g«fand«na 
Wwth. 


§  34. 


In  den  Torigen  beiden  Paragraphen  wurde  geceigt,  wie  der 
erforderliche  Querschnitt  eines  Blechbalkans  fQr  den  allerongfln- 
stigsten  Fall  zu  bereohnen  ist  —  fär  denjenigen  Fall  n&mlich,  in 
welchem  daa  Maximum  des  Biagungamomenta  SR  und  das  Maii- 
mnm  der  verticalen  Abscheernngskraft  V  in  einem  und  demselben 
Balkenqaerschnitte  zusammentreffen.  In  diesem  Falle  erreichen  die 
Spannungen  i  und  »  in  einem  und  demselben  Funkt«  der  fileob- 


Fig.  158. 


Fig.  164. 


wand  ihre  MaiimaU 

werthe;    es    musate 

daber  jeder  einzelne 

derselben  kleiner  sein 

als  die  praetiseh  zu- 

Iftssige  Spannung  S, 

wenn  die  grOsste  Nor- 

malspannnng     seihst 

gleicht  werden  sollte. 

T  Einen  Qegensatz  zu 

*^'  jenem  ungünstigsten 

P^e  bildst  der  in  Fig.  163  und  Fig.  154  dai^estellte  Fall  einet 

■n  beiden  Enden  unteratfitzten  Blechbalkens  mit  gleichEOrmig  Aber 

seine   Länge   vertheilter   Belaatang.     Hier   erreicht   das   Bf^angs- 

moment  3)1  seinen  grdsgten  Werth: 


B 

b 

1 .........|,_I-:*... 

c 

i 

ll  1 1 1  U  i  1 1  U  1  U  .  .  i 
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in  der  Mitte  des  Balkens,  und  an  dieser  Stelle  ist  zugleich  die 
verticale  Abscheerungskraft  V  gleich  Null  Die  GrOsse  V  dagegen 
erreicht  ihren  gröasten  Werth: 

2)     7,  =pl 
an  den   beiden  Enden  des  Balkens,   and  an  diesen  Stellen  ist  zu- 
gleich  das  Biegnngsmoment  3ß   gleich  Mnll.     £b  triEft  daher  der 
Maximalwerth  der  Biegungsspannung  i,  n&mlioh  der  Werth: 
9R, 

')    «'  =  H 

mit  dem  Werthe  D  =  0  zusammen,  und  der  Maximalwerth  von  n, 
nämlich  der  Werth: 

trifft  mit  dem  Werthe  S  =  0  iiuammen.  In  diesem  Falle  darf 
daher  jede  der  beiden  GrOssen  S,  und  o,  unmittelbar  gleich  der 
practisch  zulässigen  Spannung  S  gesetzt  werden.  FOr  die  Grossen 
F  und  b  ergeben  sieh  hiernach  aus  den  obigen  Gleichnngen  die 
Werthe: 

äK,  _  pl' 
^ 8h      2SA' 

Um  zu  beweisen,  dass  hei  ÄJinahme  solcher  Qnerschnitta- 
dimensionen  die  grOsste  Normalspannung  an  keiner  Stelle  des 
Balkens  grösser  wird  als  die  practisch  zulässige  Spannung  S,  hat 
man  die  allgemeine  Gleichung  abzuleiten  für  die  grösste  in  irgend 
einem  beliebigen  YerticalschDitte  stattfindende  Normabpannung. 
In  dem  Abstände  x  von  der  Mitte  haben  die  Grössen  Wi  und  V 
resp.  die  Werthe: 

7)    SW=;>(-^^^=^),  8)     V=ps. 

Die  grOssten  Biegungaspannungen  in  den  Terschiedeneo  Quer- 
schnitten verhalten  sich  wie  die  Werthe  des  Biegnngsmoroents  3R, 
und  die  grOssteo  verttcalen  Abscheerungsspannungen  verhalten  sich 
wie  die  Werthe  der  ganzen  Verticalkraft  V.  Wenn  also  mit  8  und  t> 
die  Werthe  bezeichnet  werden,  welche  resp.  die  grösste  Biegni^;8- 


6)    F  = 
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spansniig  nnd  die  grSeste  verticale  Äbscheemni^BspaiiDiiDg  im  Ab- 
stände 3-  100  der  Mitte  annehmen,  so  ist: 

'     D,       K,        fj        l 
Da  Si  =  0,  =  S  angenommen  wnrde,  so  ergeben  sich  ftir  die 
OFOeaen  i  und  o  die  Werthe: 

U)    8  =  s(l-?,'),  12)    »  =  S^. 

Die  grOsste  in  dein  betreffenden  VerUcalBchoitt  Torkommeade 
Nonnalspanntuig  findet  an  den  Stellen  P  nnd  Q  statt,  wo  die  Blaoh- 
mnd  an  die  Flanscheti  ^nzt,  nnd  nach  Qleichang  4)  des  §  31 
hat  dieselbe  die  GrSsse: 


13)    n(„«,  =  -[«  +  [/««+ ( 


Wenn  man  hierin  die  obigen  Werthe  für  8  nnd  u  substituirt, 
so  erhUt  man  die  Gleichung: 

14)  n,™,  =  is(l-^')  +  V'(sf)'+[|s(l-^")]",  oder: 

15)  w, = is|i  -  f; + K4'+0-|y|- 

Der    Aufdruck    unter    dem    Wurzelzeichen    ist    das    Qaadrat  von 

'  +75'    ^  '"'  »''°- 

16)    llm.«=4-SJl-^  +  l+^)  =  S. 

HiersQs  folgt,  dass  die  Grösse  it(Diu)  nnabhElDgig  ist  von  x 
nnd,  dass  längs  das  ganzen  Ümfangs  ABCD  der  rechteckigen 
Blechwand  die  grOsste  Normalspannung  äberall  den  constanten 
Werth  S  hat  Gleichzeitig  ergiebt  sich  hieraas,  dass  man  an 
keiner  Stelle  des  Balkens  die  Qnerschnittsdimensionen  Termindem 
kann,  ohne  dass  die  practisch  zulässige  Spannung  Dberschritten 
wird.  Obwohl  die  Biegnngsspannnng  in  den  Flanschen  tod  der 
Mitte  nach  den  Enden  hin  allmählich  bis  anf  Nnll  abnimmt,  so 
mnss  trotzdem  der  Qaerechnitt  derselben  an  allen  Stellen  dieselbe 
QrOsae  haben  wie  in  der  Mitte,  weil  sonst  —  xwar  nioht  in  den 
Flanschen  selbst,  wohl  aber  —  in  der  Blechwand  an  den  Stellen, 

Bitter,  Ingestani-Usebuillt    t.  AdB.  g 
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WO  dieselbe  mit  den  Flanschen  Terbunden  ist,  die  grösste  Normal- 
spanaung  gtOsser  werden  würde  &ls  die  pracUach  zulässige  Span- 
nnng.  Der  in  Fig.  154  dargestellte  prismatische  Blechhalken  ist 
daher  in  gewissem  Sinne  als  „Balken  von  gleichem  Widerstände" 
IQ  betrachten,  insofern  die  grösste  Xormalspannung  in  allen  Quer- 
schnitten dieselbe  Grosse  hat 

Wenn  i.  B.  ein  schml  edel  «einer  Bleehbalken  tob  i  Metern  LiDge  and 
0,b  Metern  Hohe  eine  gleicbfSrmig  Gber  «eine  L&nge  vertbeilte  Bela.'itDng  von 
48000 Kil.  m  tragen  hat,  w>  wQrde  man  iqt  Bectimmang  der  erforderlichen 
QnervcbnittBdirnenaioDca  in  den  Oleiehangen  5)  and  6)  die  Wertbe:  5  =  6  Eil., 
I  =  2000'°™,  h  =  ftOO"™,  j)  =  12  Ei),  in  aubBtitaireo  bftben.  Man  erhält  dann 
di«  Werthe: 

'^=  2767500-  =  *^°  ""^    *=-6TmÖ--^      ■ 


g  d*r  ariorderllcbM  Anzahl  von  NIettwIzMi  In  den  NMfngM. 
In   den  horizontEilen  Nietfngen  sind  es  lediglich  die  horizon- 
talen Abscheernngskrftfle,  welche  die  Äbscheerungswiderstfinde  der 
Niettwlzen  in  Anspruch  nehmen,   da  nach  der  in  §  26  gemachten 
VoranssetEnng    die    NormalkrAfte    in    den    Horizontalfhgen    gldch 
Pig  155.  Null  sind  (Rg.  155).  Wenn 

also  mit  n  die  pro  Längen- 
einheit der  Nietfnge  erfor- 
derliche Aouhl  von  Niet- 
bolzen  bezeichnet  wird,  mit 
d  derDurehmesser  des  NieU 
bolzens  and  mit  S  die  prac- 
tisch  zolSssige  Abscheemngsspannnng  pro  Flächeneinheit  des  Niet- 
querschnitts, so  ist  die  Zahl  n  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1)  «.«.^""»e. 

Es  ist  hierbei  einseitige  Yernietung  vorausgesetzt,  d.  h.  ein« 
solche  Vemietungs weise,  bei  welcher  an  jedem  Nietbolzen  nur  in 
einem  Querschnitte  der  Widerstand  gegen  Abscheerung  in  An- 
spruch genommen  wird.  (Wenn  statt  dessen  die  Vernietung  so 
beschaffen  ist,  dass  hei  jedem  Nietbolzen  gleichieitig  in  zwei 
Querschnitten  der  Widerstand  g^en  Abscheerung  in  Anspruch  ge- 
nommen wird,  80  braucht  die  Zahl  der  Nietbolzen  nur  halb  ao  gross 
zu  sein.) 
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FQr  schmiedeiserae  Nietbolzeu  würde  5=4  Eil.  in  Mtten  Min.  Boi  dam 
io  §  33  ali  iweitei  ZnhleQbeiepwl  gewihlten  Falle  dei  Bleehbalkeiw  koI  dral 
StStaen  vu  k=^  lOOOO™"'  aDgeDommen,  nnd  fOr  die  Tertiule  AbaohasniDga- 
Iraft  nnmittetbar  neben  der  HiiteUtütie  der  Werth  r  =  eS&  000  Eil.  gefanden. 
Hach  §  2a  (Qleichnng  a)  irt  also; 

685000 
10000 

Wenn  also  der  DarchmeaHr  jedea  Nietboliena  SO  Uillimeter  betrtgt,  ao 
iat  die  Zahl  n  in  berechnen  ans  der  Gleichnng: 

„  .  4  .  ?21:.Sil* -t  82,5,    oder:  n  =  0,0497. 

Et  mOaeen  aleo  in  der  Nfihe  der  UitteUtQtae  die  Nietbolun  der  horiKW 
talan  Nletfagen  ao  nahe  bei  einander  geietit  werden,  daas  oirca  50  Nietbolten 
auf  die  Länge  einea  Hetera  kommen. 

Bei  den  verticalen  Nietfu^n  ist  es  —  nie  Fig.  156  zeigt  — 
die  Mittelkraft  von  den  beiden  Kr&ften  Sß  und  ®,  also  die  Kraft: 


2) 


-/iB'+©«  =  93 


! 

♦" 

fi--. 

♦  i  ■■ 

♦  -' 

*•-:  — 

•  i 

• 

• 

• 

welche  die  AbacheernngswiderstftDde 
der  Nifltbolzen  in  Anapruch  nimmt. 
Wenn  also  mit  v  die  pro  Längenein- 
heit  der  veriicalen  Nietfnge  nfor- 
derliche  Anzahl  von  Nietbolzen  be- 
zeichnet wird,  so  ist: 


®| 


3)   »'S  ^  =  9t  =  Viy  1  + 

za  setzen,  and  nach  Qleichnng  1)  hat 
das  Verb&ltniss  der  beiden  Nietühlen 
die  Grosse: 


s* 


i) 


Da  nach  §  3!   statt  -^-  anch  —  gesetzt  werden  darf,  so  kann 
mua  dieser  Gleichnng  auch  die  folgende  Form  geben: 


Hierin  bedeutet  n  die  pro  LSngeneiDheit  erforderliche  Anzahl 
der  Niotbolien  ftr  «ne  an  derselben  Stelle  der  Bleehwand  be- 
findlieh«  horixontalfl  Nietfiiga. 

Bei  don  in  §  S3  ala  aweitea  Zatalenboairfal  beraehneteo  Bleehbalkea 
mT  drei  StQtaen  war  ;»  — lOÖOO»™,  b=2l<^,  ^=25«S»0O™,  und  1> 
itm  Terticalaehnitta   nnmittelbar   neben   der  HittebtDtie  war  F  =  SS9000; 
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^  =  18500000000.  Nfteh  ien  Oleichnngen  2)  and  8)  des  g  32  )i«b«n  die 
SpaDiiiiDgeii  der  Blechwftnd  in  dieiem  Verticalschnitte  an  der  Stelle,  vo  die 
.'Blechwand  an  die  Flanscben  grenzt,  die  Werthe: 

.^-IM»-»  2,608. 
2J.  10000 

_   12500000000  _ 

"256  690.10000  ' 
und   wenn  man  dieaelben  in  Gleichnng  5)  sabstitnirt,  eo  erhält  man  fQr  das 
VerhiltniBB  der  beiden  Nietzahlen  den  Wertb: 

Für  dieselbe  Stelle  war  im  vorigen  Zahlenbeiapiele  n  =  0,0197  gefanden,  folg- 
lich iat  11  =  2,118.0,0497  =  0,105. 

Da  in  der  nentralen  Faaeniscliicht  9  =  0  ist,  eo  wird  fQr  die  Mitte  der 
verticalen  Nietfage  t  ^  n.  Es  idum  also  die  Zahl  der  Nietbolien  pro  Längen- 
einheit der  Terticalen  Nietfnge  von  der  Hitte  nach  oI>en  nnd  nnten  hin  e,lU 
mSblich  zunehmen,  and  zwar  Ton  50  Nietbolzeo  pro  Meter  bie  anf  105  Niet- 
bolten  pro  Meter. 

§  36. 
Berechnung  der  VertlnleUnder. 

In  §  26  und  §  28  wurde  bei  Ableitung  der  allgemeinen  Glei' 
chungen  fSr  die  AbscbeerongsspannoDgen  und  NormalspannuDgen 
die  VoraussetzQDg  gemacht:  das9  in  den  Horizontalfugen  die  Nor- 
maUpannungen  gleich  Null  sind.  Die  in  den  vorstehenden  Para- 
graphen  gefundeoea  Resultate  sind  daher  nur  dann  als  gfilUg  zu 
betrachten,  wenn  die  in  Fig.  125  mit  3  bezeichnete  Kraft  überall 
gleich  Nnll  ist.  Dm  die  Bedingung  zu  finden,  toq  welcher  die 
Znlfissigkeit  jener  Voraussetzung  abhängt,  hat  man  zunächst  die 
allgemeine  Gleichung  fQr  Q  abzuleiten  und  nachher  in  dieser  Glei- 
chung 3  =0  21  setzen. 

Wenn  man  sich  aus  dem  Balken  durch  zwei  nahe  bei  ein- 
ander befindliche  Terticalachnitte  einen  Theil  von  der  Länge  X  her- 
ausgeschnitten denkt  und  die  algebraische  Summe  der  auf  dieses 
Balkenstäck  wirkenden  Verticalkräfte  gleich  Null  setzt,  so  erhält 
man  nach  Fig.  157  und  Fig.  158  die  Gleichung: 
1)    o  =  g  — äF. 

Hierin  bedeutet  Q  die  ganze  Belastung  des  Balkenstückes.  Es 
iat  anzunehmen,  dass  diese  Belastung  nach  irgend  einem  Gesetze 
über  die  HOhe  des  Balkenstficks  yertheilt  ist,  und  von  der  Art 
dieser  Vertbeilung  wird  die  GrSsse  desjenigen  Belastungstheils  ab- 
hängen, welcher  fQr  den  in  Fig.  159  dargestellten  oberen  Theil 
von  der  Hebe  uj^y  die  Belastung  bildet.     Dieser  Belastungstheil 
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F+iF 

r     r 

.Ä. 

"-'    1«/ 

'     i 

l 

l 

ist  als  eine  FuDction  von  y  zu  betrachten  nai  kann  gleich  Q  •/(^) 
gesetzt  werden. 

Das  Qeseti,  nach  welchem  die  ganze  verticale  Abacheerangs- 

kraft  V  über  die  Höhe  des  Balkens  sich  vertheilt,  wurde  bereits  in 

§  25  aufgefunden  und 

Fi,.  157.  Fig.  158.  Fig.  15».      ^^^^^^^^     dargestellt. 

^^^fiil)  Nach  demselben  Ge- 
setze Tertheilt  sich 
auch  die  Kraft  F+ AK 
über  die  Höhe'des  Ver- 
l'l  ticaUchnitts}  '  folglich 
gilt  dasselbe  Verl^ei- 
lungsgesetz  auch  für 
den  Eiaftflberschnss 
&F.  Der  Bruchtheü 
von  äkV,  welcher  auf 
den  in  Fig.  169  darge- 
stellten oberen  Theü 
des  Balkenstücks  wirkt, 
ist  daher  ebenfalls  eine 
Function  von  y  und  kann  gleich  ^V.^(y)  gesetzt  werdeD.'_  Wenn 
man  nunmehr  fär  diesen  Theil  die  algebraische  Summe  sämmtlicher 
auf  denselben  wirkenden  Verticalkräfte  gleich  Null  setzt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

2)  0  =  3.>  +  ^./(y)-iF.9(y), 

welcher  man  nach  SubsMtutioo  des  aus  Gleichimg  1)  für  aF  zu 
entnehmenden  Wertbes  aucb  die  Form  gehen  kann: 

3)  3- >■  =  «[?(») -/Ml-, 

Wenn  also  3  =  ^  ^^'i  ^"^t  ^o  miiss  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

4)  /(*)=<(■  W, 

d.  b.  die  Belastung  Q  mnas  über  die  Höhe  des  Balkens  nach  dem- 
selben Gesetze  vertheilt  sein,  welches  in  §  25  für  die  Yertheilung 
der  Terticalkraft  V  gefunden  wurde. 

Bei  einem  Blechbalkea  darf  die  Terticalkraft  V  als  gleich' 
förmig  über  die  HOhe  des  Terticalschnitts  der  Blecbwand  rer- 
theilt  angenommen  werden.  Die  Gültigkeit  der  in  Bezug  auf  den 
Blechbalken  gefundenen  Resultate  iat  daher  an  die  Bedingung  ge- 
knüpft: dasB  die  einzelnen  Belastungen  desselben  —  sowie  auch 
die   sonstigen   auf  denselben    wirkenden    Verticalkrftfte,    wie  2.  B. 
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die  vertical  aufv&rts  wirkenden  Gegendrücke  der  Stützpunkte  — 
,  gleicbf&rmig  über  die  Hfihe  der  Blechwand  vertheilte  Kräfte  bilden. 
Vir  tM>.  ^06  solche  Vertheilung  der  Bel&stung  Q  würde 

man  annähernd  dadurch  herbeifOhres  ktooen,  dass 
man  dieselbe  in  n  gleiche  Tbeile  zerlegt  und  an  dem 
Verticalstreifen  der  Blecbwand  in  verticater  Reihe 
ebenso  viele  gleichweit  von  einander  abstehende  Niet- 
bolzen  anbringt,  an  deren  jedem  ein  Blechtftfelcben 
mit  dem  Belastnngstbeile  —  aufgehängt  ist  (Fig.  160). 
Wenn  alsdann  alle  diese  Blechtäfelcben  zu  einem 
Körper  vereinigt  werden,  so  nimmt  derselbe  die  Form 
eines  an  die  Blechwand  genieteten  VerticalBt&ndera 
an,  welcher  mit  der  Summe  jener  Belastungstheile,  also  mit  dem 
ganzen  Gewichte  Q  belastet  ist,  und  es  kann  nachher  jeder  be- 
liebige Fnnkt  dieses  Verticalständers  als  Angri^punkt  jener  Ver- 
ticalkraft  gewählt  werden,  ohne  dass  in  dem  Gesetze  der  Verthei- 
lung  etwas  geändert  wird.  So  z.  B.  dürfte  bei  dem  in  Fig.  161 
dargestellten  Blechbal- 
^^•**^*  ken  jene  Bedingung  als 

erfüllt  betrachtet  wer- 
den, obwohl  für  die  Be- 
lastungen die  oberen 
Endpnnkte  und  für  die 
QegendrflckederStütz- 
punkte  die  unteren  Endpnnkte  der  betreffenden  Verticalständer 
die  unmittelbares  Angriffspunkte  bilden. 

Die  Stärke  des  (prismatisch  vorausgesetzten)  Verticalständers 
muss  so  gewählt  werden,  dass  an  der  Stelle  des  Angriffspunktes 
der  betreffenden  Verticalkraft  die  Spannung  pro  Flächeneinbeit 
des  Querschnitts  gleich  der  practisch  zulässigen  Spannung  wird. 
Die  erforderliche  Anzahl  der  Nietbolzen,  welche  den  Verticalständer 
mit  der  Blechwand  Yerbinden,  findet  man  wie  im  vorigen  Paragraphen, 
indem  man  die  Summe  der  Ahscheerungswiderstände  aller  dieser 
Nietbolzen  gleich  der  Verticalkraft  setzt,  welche  dieselbe  in  An- 
spruch nimmt. 

Bei  dem  in  §  88  ond  g  35  als  Beispiel  gewählten  Bltchbaiken  vat  ini 
Stallen  betrag  der  Gegeudtnek  der  HitteletQtie  1 250  000  Eil.  Da  diese  Kraft 
aa  der  Dnteikante  des  Balkens  ihren  Angriffbpnnkt  hat,  bd  mnsa  Ober  der 
Hittelstütie  ein  VerticalatSnder  angebracht  werden .  und  wenn  die  practiech 
inliaaige  Dmckapaiiniuig  gleich  6  Kil.  gesetzt  wird,  m  inats  die  Qnerschnitt»- 
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fliehe  d)«tes  Terticalstinden  - 
Die  Anuhl  der  Nietbolzen,  welche  dies«D  Tertictlat£nder  mit  der  Blecbwand 
Terbinden,  iRt  auf  ähnliche  Weiw  wie  im  vDrigeo  Pkragrkphen  zu-  berMhnen 
ftn  d«r  OleichoD^: 

»fS--7^  =  1250  000, 

und  wenn  man  wieder  5  =  4  Kit.,  d  =  80  m™  setzt,  lo  erhUt  man  fOr  die  «rfor- 
derlicbe  Nietiahl  den  W«rtb: 

4.1250000        „„,„ 


In  §  35  wnrde  bei  BerechnoDg  der  erforderlichen  Nietzahleo 
eine  g^ebene  conatante  Belastang  vorausgesetzt  Wenn  ausser 
einer  solclien  permane'nteB  Beiastnng  nocli  eine  (veränderliche) 
mobile  Belastung  vorhanden  ist,  so  hat  man  die  Berechoang  der 
für  eine  bestimmte  Nietfugenstrecke  erforderlichen  Anzahl  von  Niet- 
bolzen stets  unter  Voraossetznog  des  nngünsti^aten  Belastnngszn- 
standes  ansznfohren,  d.  h.  man  hat  zuvor  denjenigen  Belsstongs- 
ZQstand  anfzosuehen,  bei  welchem  die  Abschaerongswiderstftnde 
der  an  jener  Stelle  befindlichen  Nietbolzen  am  stärksten  in  An- 
sprach genommen  werden.  Bei  den  horizontalen  Nietfiigen  sind 
es  lediglich  die  horizontalen  Abscheernngskräfte,  welche  die  Ab- 
Bcheemngswideist&ide  der  Nietbolzen  in  Ansprach  nehmen,  und 
da  fOr  den  Blechbalken  (nach  §  25): 

1)    5  =  8  =  ^ 
ZQ  setzen  ist,  so  würde  man  bei  der  Berechoang  der  Nietzahl  ffir 
die   horizontale  Nietfuge  znvor   denjenigen  BelastnngBznstand   auf- 
zusaohen   haben,   bü  welchem   die  QrOsse   V  an  der  betreffenden 
Stelle  ihren  Uaiimalwerth  annimmt. 

Für  den  Blecbbalken  auf  drei  Stötzen  kann  man  bei  dieser 
Untersnciiiiiig  die  (schon  in  Fig.  60  ansgefOhrte)  graphische  Dar- 
stellung der  von  einer  Einzellast  Q  hervorgebraobton  Bi^nogs- 
momente  benatzen,  insofern  man  mit  Benutzung  der  Qlelchung  1) 
des  §  15  aus  jener  Figur  nninittelbar  die  graphische  Daretellnng 
der  von  jener  Belastung  hervorgebrachten  verticalen  Abscheemngs- 
kiifte  ableiten  kann.  Wenn  man  ä<äi  den  Angriffspunkt  der  Kraft 
Q  allniählieb  von  eioepi  Endponkte  des  Balkens  bis  znm  anderen 
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Endpunkt«  fortrSckend  und  sich  zugleich  für  jede  Lage  deaaelbeo 
die  graphische  DarBtellung  der  BiegUDgsmomente  (Fig.  163  und 
Fig.  163),   sowie   die  aus    derselben  abzuleitende  graphische  Dar- 


Fig.  162. 


^.ifi.».».— «m-iMgi^ 


Stellung  der  verticalen  Abscheemngskr&ftie  (Fig.  164  und  Fig.  165) 
ausgeführt  denkt,  so  kann  man  auf  solche  Weise  leicht  diejenigen 
Strecken  ermitteln,  deren  Belastungen  positire  Beiträge  liefern 
zu  der  ?erticalen  Abscheerungsfcraft  an  einer  bestimmten  Stelle  M, 
und  diejenigen  Strecken,  deren  Belastungen  negative  Beiträge  zu 
derselben  liefern.  Man  erkennt  alsdann,  dass  es  die  in  Fig.  166 
und  Fig.  167  dargestellten  Belaatungszustände  sind,  bei  denen  die 
TOD  der  mobilen  Belastung  an  der  Stelle  M  hervorgebrachte  yer- 
ticale  Äbscheerungskraft  Vq  resp.  ein  Maximum  und  ein  Minimum 
wird.    Nach  Pig.  167  ist: 

2)      '3(111111)  ^  —  ^ 
zu  setzen,  und  wenn  man  hierin  für  K  den  aus  der  Gleichung  22)  des 
§  10  zu  berechnenden  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


3)     f,,„,„  =  - 


16^  +  10^- 
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Ffir  das  Hanmum  der  QrOsae  F,  ergiebt  sich  aus  Fig.  166  zunächst 
der  Äusdnick: 

4)     Vq(«^)  =  qx  —  D. 
Der  Gegendruck  der  Bndstötze  ist  wieder  nach  der  io  §  10  erklärten 
Methode  zu  berechDen  und  hat  die  GrOsse: 

■lef  +  io«^-^), 

nnd  wenn  man  diesen 
Ausdruck  substituirt  in 
der  vorigen  Gleichung, 
so  erhält  man  fQr  die 
Grösse  r,<m«)  den 
Werth: 

Wenn  mit  p  die  per- 
manente Belastung  pro 
Längeneinheit  und  mit 
Vf  der  Beitn^  bezeich- 
net wird,  welchen  zu 
der  ganzen  verticalen 
Abscfaeerungskraft  an 
der  Stelle  M  die  perma- 
nente Belastung  liefert, 
so  ist  (nach  §  10): 

Aus  den  Gleichungen 
3),  6),  7)  ergeben  sich 
die  in  nachfolgender  Ta- 
belle zusammengestell- 
ten Zahlenwertbe: 

;  —  "      A.  o      .>      *     *' 

"/'  " 


rt 


!  0,0625  0,1013 
—  0,376  —0,126 


8 

2 

4 

' 

0,1492 

0,0898 

0,0193 

0. 

0,1492 

0,2148 

0,3943 

0,626, 

0     +0,125  +0,376  +0,626. 
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Die  QoBetze,  nach 
irelchen  die  drei  Gr&s- 

aen    Fj(nJnl,    Vq(m^),    ^p 

mit  X  sich  ändere,  sind 
resp.  in  den  Figuren 
168,  169,  170  far  die 
eine  Hälfte  des  Balkens 
graphisch  dargestellt. 
Die  ganze  verticale  Ab- 
acheemngskraft  V  setzt 
sich  aus  den  zwei  Bei- 
tragen Fj  und  Vp  zu- 
sammeD.     Es  ist  also: 

8)  V(niliil  =  ^fl(mto)-i-'iJi 

9)  F,„„>=F„„„)+n- 
Die  graphische  Dar- 
stellung des  Gesetzes, 
nach  welchem  Vfoim  mit 
X  sich  ändert  (Fig.  171), 
kann  man  aus  den 
beiden  Figuren  168  imd 
170  in  der  Weise  ab- 
leiten, daes  man  an 
jedem  Punkte  der  Horl- 
zontalen  eine  Ordinate 
errichtet,  welche  gleich 
der  algebraischen  Summe 
der  aus  jenen  beiden 
Figuren  für  diese  Stelle 
zu  entnehmenden  Ordi- 
nalen ist. 

Auf  gleiche  Weise  ist 
die  graphische  Darstel- 
lung der  Grösse  Fimtt) 
ans  den  beiden  Figuren 
169  nnd  170  abzuleiten 
(Fig.  172).  Wenn  man 
endlich  noch  das  Gesetz, 
nach  welchem  das  Maxi- 
mum     des      absoluten 


D,gM,zedr,yGOOgIe 


Gnphüche  Dantellnng  der  grOssten  BiegongBrnomeate.  123 

Werthes  von  T  mit  a:  sich  ändert,  grspbiscb  darstellen  will  (Fig.  173), 
so  hat  man  an  jedem  Ptinkte  der  Horizontalen  eine  Ordln&te  lu 
errichten,  welche  so  gross  ist  wie  die  grossere  von  den  beiden  aus 
Flg.  171  und  Fig.  172  für  diese  Stelle  su  entnehmenden  Ordinaben. 

§38. 

Btwclwng   im  grOntM  BtaguoBtRiommti  für  !•<•  Stalls  dM  BrBckMlwIkBM  ut 
dr«l  SUHxwi. 

Nach  §  10  (Qleichung  17)  erhalt  man  fflr  den  Gegendrack  der 
linksseitigen  Endstfltze  bei  dem  in  Fig.  17i  dargestellten  Belastungs- 
znstuide,  Indem  man  abkärzungsweise  das  Yerbftltniss  7-  =  9  setzt, 
die  Gleichimg: 

1)  £:=-^(4-6<p  +  9»). 

um  diejenige  Stelle  zu  finden,  an  welcher  das  Biegungsmoment 
gleich  Null  ist,  hat  man  in  der  Qleichung: 

2)  0  =  Qiz~x)  —  Kz 

für  iT  den  obigen  Werth  tu  snbstitniren  und  die  Gleichung  als- 
dann Ar  7  aubnlQseD.  Wenn  man  abkärzungsweise  das  Yerbftlt- 
niss  —  =:  i|>  setzt,  so  erhalt  man  die  Gleichung: 

3)  -1,  =  -^-^-. 

Ana  den  Gleichungen   1)  und  3)    ei^eben   sich   die  in  nach- 
folgender Tabelle  zosammengestellten  Zahlenwerthe: 
9=    0      0.1       0,2       0,8       0^       0,&       0,a       0,7       0,8       0,9       1, 
4>=    0,8    0.803    0,806    0,816    0,8!«    0,842    0,8«2    0,887    0,917    0,955    1, 
A  =     1       0,875    0,75a    0,682    0,516    0,406    0.304    0,21!    0,128    0,057    0. 
Wie  man  nach  Gleichung  3)  t&r  jede  Lage  der  Belastung  Q 
diejenige  Stelle  finden  kann,    an    welcher   dieselbe   das  fiiegungs- 
moment  SR  =  0  hervorbringt,  so  kann  man  diese  Gleichung  auch 
umgekehrt  in  der  Form: 

4 


4)    ?^r"-^ 

dazu  benutzen,  um  diejenige  Stelle  M  zu  finden,  an  welcher  das 
Gewicht^  aufgehängt  werden  muss,  wenn  ao  einer  besümmten 
g^ebenen  Stelle  N  das  tod  demselben  hervorgebrachte  Bi^nngs- 
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moment  3^  gleich  Null  werden  soll.  Aus  der  graphischen  Dar- 
Btellung  der  Biegunggmomente  erkennt  man,  d&ss  3R  einen  posi- 
tiven Werth  annehmen  würde,  wenn  der  Aufhängepnnkt  M  weiter 
links  l&ge,  und  dass  W  negativ  wird,  wenn  der  Funkt  M  etwas 
nach  rechts  verscho- 
hcD  wird.  Hieraus  er- 
giebt  sich,  daas  alle  Be- 
lastungen der  Strecke 
.^Jtf  positive,  alle  Be- 
lastungen der  Strecke 
GM  dagegen  nega- 
tive Beiträge  zu  dem 
an  der  Stelle  N  hervor- 
gebrachten Biegungs- 
momente  3K  liefern 
wurden.  Wenn  man 
ferner  herficksichtjgt, 
dass  nach  Flg.163  jede 
Belastung  der  rechts- 
seitigen Balkenhälfte 
BC  einen  positiven 
Beitrag  zu  dem  Bie- 
gungsmomente 3R  lie- 
fert, so  erkennt  man, 
dass  es  die  in  Fig.  175 
undFig.176  dargestell- 
ten BelastuDgazuaUnde 
sind,  fQr  welche  das  von  der  mohilen  Belastung  hervorgebrachte 
Biegungsmoment  3R,  an  der  Stelle  N  resp.  ein  Maximum  und  ein 
Minimum  wird. 

Wenn  <;>  ==  0,8  ist,  so  wird  <p  =  0,  d.  h:  wenn  ÄN=Qfi.i 
ist,  so  i^llt  der  Qrenzpunkt  M  mit  dem  Endpunkte  A  lusammen, 
und  die  Strecke  ÄM^x  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf  Nall. 
Letzteres  findet  auch  dann  statt,  wenn  Äa<iQ^%.l  ist,  da  in 
diesen  F&llen  fär  die  QrOase  9  ein  im^in&rer  Werth  aus  Glei- 
chung 1)  sich  ergeben  wflrde. 

Nach  Fig.  176  und  Fig.  176  sind  nunmehr  resp.  das  Maximum 
und  das  Minimum  des  allein  von  der  mobilen  Belastung  an  der 
Stelle  N  bervorgebraehten  Bi^nngsmoments  zu  berechnen  aus  den 
QleichuDgen : 


w>^ 


D,„.z,dr,  Google 


Graphische  DarRtellong  der  grSasten  Bie^ngsmomente, 

5)  ^JK„„„)  =  !Jr(«--|-)-ür2, 


in  welchen  für  K  der  dem  jedesmaligen  Belastnogszustattde  ent- 
sprechende Werth  zu  sabstitniren  ist. 

Um  das  Maximum  und  das  Minimum  des  ganzen  Biegnngs- 
momente  SR  zn  erhalten,  hat  man  zu  den  ohigen  Werthen  noch 
die  OrOsae: 

ala  den  tod  der  permanenten  Belastung  zu  dem  Biegnngsmomente 
W  gelieferteR  Beitrag  hinzu  zu  addiren. 

Aus  den  letzteren  drei  Gleichungen  ei^ehen  sich  die  in  nach- 
folgender Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

y-^       T  16        Y      T       °'^        * 

^^'■"'  =0     J-       _7._      J       1       006     -L 

ql'  128  266         32        64  '  8 

ql'      -^         32  512         32        64         "'"^        " 

Die  Gesetze,  nach  welchen  die  Grössen  3)!,(ni«),  üWgtmin),  3ftp 
mit  z  sich  ändern,  sind  resp.  in  den  Figuren  177,  178,  179  gra- 
phisch dargestellt.  Wenn  man  die  letztere  das  eine  Mal  mit 
Fig.  177,  das  andere  Mal  mit  Fig.  178  zusammensetzt  in  der  Weise, 
dass  man  die  Ordinaten  mit  Berücksichtigung  ihres  Vorzeichens  m 
einer  algebraischen  Summe  vereinigt,  so  erhält  man  die  graphischen 
Darstellungen  der  beiden  Grossen: 

8)  2ß(,n«,  =  3)ir  +  SDf,,,«,, 

9)  Wti^i  =aRp  +  aR,<mi=), 

und  wenn  mau  endlich  von  deo  absoluten  Werthen  dieser  letzteren 
beiden  GrJJssen  jedesmal  den  grosseren  auswählt,  also  an  jedem 
Punkte  der  Horizontalen  eine  Ordinate  errichtet,  welche  den  gros- 
seren der  beiden  absoluten  Werthe  darstellt,  so  erhält  man  die  in 
Fig.  180  ausgeführte  graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach 
welchem  das  Maximum  des  absoluten  Werthes  von  äJt  mit  z  sich 
ändert. 


D,gM,zedr,yGOOgIe 


Zweiter  Abschnitt.    §  8 


'm*^ 


Die  beiden  Figuren  173 
und  180  wQrde  man  nun- 
mehr bei  Berechnung  der 
'  erforderlichen  Nietzahlen 
in  der  Weise  benutzen, 
können ,  daas  man  in  den 
Gleichungen  dea  §  35  ffir 
die  Grössen  SS  and  @ 
ihre  Maximalwerthe  ein- 
setzt —  diejenigen  Werthe 
nämlich,  welche  den  aus 
jenen  beiden  Figuren  la 
entnehmenden  Maximal- 
werthen  der  Grössen  V 
und  ÜR  entsprechen.  Zwar 
würde  man  hinsichtlich 
der  verticalen  Nietfagen 
hierbei  einen  kleinen  Feh- 
ler begehen,  insofern  — 
wie  die  Vergleichung  der 
Figuren  175, 176  mit  den 
Figuren  166, 167  zeigt  — 
es  nicht  ein  und  derselbe 
Belastungszustand  ist,  bei 
welchem  die  Grossen  V 
und  'Sfi  ihre  Maximal- 
werthe annehmen.  In- 
dessen wird  bei  prac- 
tischen  Anwendungen  die- 
ser Fehler  keinen  nacb- 
tbeiligen  Einfluss  haben, 
da  die  auf  solche  Weise 
berechneten  Nietzablen 
für  die  verticalen  Niet- 
fugen  etwas  grösser  aus- 
fallen werden,  als  diesel- 
ben in  Wirklichkeit  lu 
sein  brauchen. 
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Blech-  nnd  Gitter-Brttclen. 


.  g 


Erkllning  dar  iRnmuidmdm  Barechnungt- Methode. 

Bei  eioem  Bleebbalken  von  geringer  Stftrl[e  der  Blecbwand 
uDd  geringer  HOhe  des  Flanschesqnerschnitte  darf  man  —  wie  in 
vorigen  Abschnitte  gezeigt  wnrde  —  turnftherangsweise  annehmen, 
daas  es  aaBschüesslich  die  Blecäwand  ist,  welche  durch  die  ver- 
tieale  Abscheerungakraft  F  in  Anspruch  genommen  wird,  und  daaa 
diese  Kraft  gleichfOrtnig  flher  die  HObe  des  VertiealschnittB  der 
Blechwand  sich  rertheilt. 

Denkt   man   sich   zwischen    die  beiden  Flanschen   des  Blecb- 
balkens   statt   der   Blecb-Waad   eine   Gitter-Wand    eingeschaltet 
(Fig.  181),  80  fiberzeugt  man 
F'K'  1^1-  sich   leicht,    dass   in   diesem 

Falle  die  Verücalkraft  V  Zug- 
ond  Druck -Wideistfinde  in 
den  vom  Verticalschnitte  ge- 
troffenen Gitterstäben  herror- 
rnft,  und  dasa  die  verticalen 
Seitenkrftfte  dieser  Wider- 
stände ia  ihrer  Gesanamtbeit 
eine  ähnliche  Wirkung  haben,  wie  die  Abscheerungsniderstände  der 
Blechwand. 

Je  kleiner  die  (in  Fig.  181  mit  X  bezeichnete)  Horizontal- 
Projection  des  einzelnen  Qitterstabes  im  Verhältniss  zur  ganzen 
LAnge  des  Gitterbalkens  ist,  um  so  kleiner  wird  der  Fehler  sein, 
den  man  begeht,  indem  man  auf  die  in  Fig.  183  angedeutete 
Weise    die    einzelnen    Qltterstäbe    gruppeuweise    einander    näher 


^ - }, 
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gerfickt    nnd    nachher    die    zu    einer    und    derselhen    Qrnppe   ge- 
hOrigen    Gitterst&be    zu    einem    Stabe    zusammeageschwaisst    sich 
denkt    (Pig.  183).     Pflr    die 
^''«-  1*^  Zug-  und  Druck- mderetände 

der  in  ihrem  KreuzuDgspnnkte 
durch  den  Terticalschnitt  ge- 
troffenen beiden  Stftbe  ergiebt 
sich  nunmehr  aus  Fig.  183  die 
Gleichung: 

1)     2KslDa=V,    oder: 


2sina 
Wenn  also  mit  S  die  prac- 
tisch  znlftssige  Spannung  (pro 
Flächeneinheit  der  Quei^ 
achnittsfiäche)  bezeichnet  wird, 
so  ist: 

die   erforderliche   Querschnittaflftcbe   jedes   der   beiden    GitterstSbe, 

und  da  ( 

körperlichen    Inhalt    der    beiden    St&be    zusamtneDgenommeo    der 
Werth: 

3)     G^2F^  =  ^.'^        =^^. 
'  COS  a        Ssinacosa       j8Btn2a 

Wenn  es  statt  der  Gitter- Wand  eine  Blech- Wand  wftre, 

welche  die  verticale  Abscheerungskraft  aufzunehmen  hätte,  so  würde 

man  unter  der  Voranssetzil'ng,  dass  in  derselben  nicht  gleichzeitig 

auch  Bi^pinggepannungen  stattfinden,  fBr  die  erforderliche  rerücale  * 

Querschnittsflftche  derselben  den  Werth: 


4) 


ö 


erhalten,  und  es  wflrde  unter  der  genannten  Voraussetzung  fttr  die 
Strecke  X  eine  Uaterialmenge  erforderlich  sein  von  der  GrOsee: 
V\ 
6)    B  =  if\  =  ^- 

Aus  den  beiden  Oleichnngen  3)  und  ö)  ei^ebt  sich  fBr  das 
Verhftltniss  der  beiden  Materialmengen  G  und  B  der  Werth: 
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B         sin  2  a 

Die  BerechmiDg  der  erforderlichen  Uaterialmenge  für  die 
GitterwftDd  eioes  Oitterbalkens  kann  mit  Hülfe  dieser  &leichiiDg 
larnckgeffihrt  werden  auf  die  im  vorigen  Absehultte  entwickelte 
Theorie  der  Blechtr&ger,  und  es  e^ebt  sich  aus  obiger  Gleichung 
die  folgende  Methode  der  Berechnung: 

Man  berechnet  zunächst  die  Haterialmenge,  welche  lu  der 
Blechwand  in  dem  Falle  erforderlich  sein  wfirde,  wenn  dieselbe 
an  den  Biegungsspannnngen  nicht  theiln&bme  —  also  ausschliess' 
lieh  auf  Abscheemng  in  Anspruch  genommen  wfirde.  Den  auf 
solche  Weise  gefundenen  Werth  mnltiplicirt  man  alsdann  mit  dem 
Coefficienten  k,  dessen  QrOsse  ron  dem  Neigungswinkel  der  Qitter- 
^      f^  Stäbe  abhängt  und  nach  Gleichung  6) 

berechnet  werden  kann. 
-Mif^-^  Denkt  man  sich   die  Anzahl  der 

Qitterst&be  unendlich  gross  und  als- 
dann die  Gitterstäbe  zu  einer  massiTon 
Blech  wand  zusammengeschweisst,  so 
'~'ni.tBi.\  erkennt  man,  dass  die  auf  solche  Weise 
gefundene  Materialmenge  aach  für  die 
Blechwand  eines  Blechbalkens  eine  ausreichende  QrOsse  besitzen 
wfirde.  In  solchen  Fällen  also,  wo  es  sich  nur  um  die  Berechnung 
eines  vorlftnfigen  Annäherungswerthes  der  Materialmenge  handelt, 
ist  es  nicht  erforderlich,  iwiscfaen  Gitterhaiken  und  Blechbalken 
einen  unterschied  zu  machen. 

Zn  denselben  Renltaten  wie  oben  wUrde  man  ancb  gelangt  sein,  wenn 

man  atatt  der  TerticaleD  Abacheernngekraft  die  boriiontale  Abacheeninga- 

kraft  aU  Anfangspunkt  fQr  die  Recbnnng  gewfihlt  bfitte.    Nach  §  24  nnd 

Fig.  181  hat  die  horizontale  AbBcbeernnge- 

kraft  pro  Längeneinheit  die  OtSs!«: 

and  da  man  dieielbe  annähemngaweiae  alt 
Ungi  der  kleinen  Strecke  i,  oonataat  be- 
traeht«D  darf,  bo  ist: 

8)    »>  =  ^X 

die  Horizont alkraft ,  welche  an  dem  oberen 
TerMndnugspnnkte  der  beiden  Gitterst&be  angreifend  die  Zag^  and  Dniek- 
Wideratinde  in  denselben  berTomft  (Fig.  184).  FQr  die  Oriltae  jedes  dieser 
beiden  Widerstfinde  ergiebt  gicb  ans  Flg.  186  die  Gleichung: 

BltltT,  InifnlcDr-UMhutt.    S.  Aofl,  9 
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nnd   Dach  Sobstitution   des  aas   dieser   Gleicbnng  tOr  K  i 
Werthes  erhfilt  man  fnr  den  Qaerechnitt  F  die  Gleichung: 

Die  Länge  jedes  Gitteratabes  hat  nach  Fig.  18l>  die  Grösse  -r 
Fig.  186.  11)     ö  =  2F-r^ 


_i_ 


dH  Xh 

dx'  '  .S Bio  tt cos a 
^•^  üin  die  in  Gleichung  S)  mit  B  beteichnete 

GrSsse  in  berechnen,  irQrde  man  tnnScbst 
nacb  Fig.  166,  indem  man  mit  b  die  StSrke 
der  Blechwand  beieicbnet; 

12)     ^^=SbX 

m  setzen  haben,  worans  fQr  die  Gröese  B  al- 
dann  der  Werth  sich  eigiebt: 


Indem  man  die  Oleichnug  11)  daicb  diese  letxtere  Gleicbnng  dividirt, 
erhält  man  fQr  den  Coefücienten  k  wie  oben  den  Werth; 


>«    '=Tr  =  7 


Trlger  von  coMtaater  HObe. 
Bei  dem  in  Fig.  187   dargestellten  Balken  aaf  zwei  Stätzen 
hat  das  Biegungsmomeot  im  Abstände  x  von  der  Mitte  (nach  §  ?) 
die  Grösse: 

1)    SD(  =  (p  +  3)(i-=£i). 

Zu  dieser  Qrüsae  des  BiegUDgsmoments  liefert  jeder  Belastnngs- 
theil  einen  posiUren  Beitr^:  das  Hinwegnahmen  irgend  eines  Theiles 
der  Belastung  würde  stets  eine  Verkleinerung  des  BiegnngsmomentB 
zur  Folge  haben.  Wenn  also  p  die  permanente  nnd  q  die  mobile 
Belastnog  pro  Längeneinheit  bedeutet,  so  stellt  der  obige  Werth  — 
als  derjenige,  welchen  das  Bieguogsmoment  bei  voller  Belastung 
des  Trägers  annimmt  —  zugleich  den  grösstcn  Werth  dar,  welchen 
das  BieguDgsmoment  an  jener  Stelle  Qberhaupt  erreichen  kann.  Nacb 
Fig.  168  ist  also  die  Grösse  F,  als  die  an  dieser  Stelle  erforder- 
liche Querschnittsfläcbe  jeder  von  den  beiden  GurtuDgeo,  zu  be- 
stimmen aus  der  Gleichung; 
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2)     SFh  =  n, 
in   veloher  S  die  pnwtiaob  zulässiga  SpanuuD^  pro  Fliofaenelnheit 
des  Qaerachnitts  bedeutet     Polgliob  ist: 

Sk  2S'h 


3) 


Für   die   UDendlich   kleine  Strecke  d2- 
Fig.  187. 


*U   i    M   U   U   i: 


;uiUi  u 


«ben    fQr 
Form  an: 


tiP*^ 


F    gefandCDen    Werthes 


wQrde  aa  dieser  Stelle  tu 
den  beiden  Ourtiuigen 
zasammen   genommen 
I    eine  Uateriatmenge  er- 
-{    forderlich  sein  ron  dem 
^1    kCrperliohen  Inhalte: 
4)     dJi=2Fdx. 
Die  ganze  zu  den  bei- 
den Qurtungen   erfor- 
t  derlicbe  Materialmenge 
hat  also  den  körper- 
lichen Inhalt: 

J,  =  2  /  2  Fdx. 


Nach  Substitution  des 
nimmt    diese    Gleichung   die 


6)    /,  = 


7)    ^.= 


2(y  +  g)    fn. 


-  T*)  dx,    oder: 


3  SÄ 


Um  die  Materialmenga  J,  zu  berechnen,  welche  zu  der  Blech- 
«ind  in  dem  Falle  erforderlich  sein  wflrde,  wenn  dieselbe  an 
den  Biegungsspannnngen  nicht  theiln&hme,  hat  man  zanftehst  die* 
jenigan  Belastungszast&nde  aufzusuchen,  bei  welchen  die  rerticale 
Abecheemogskraft  V  an  der  im  Abttuide  x  von  der  Mitte  befind- 
lichen Stelle  resp.  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Jeder  B»- 
lastongsthell  links  von  der  Stelle  M  liefert  einen  positiven  Bei- 
trag, jeder  BelastnngBtheil  rechts  von  der  Stelle  M  liefert  einen 
ncgativan  Beitrag  zn  dar  an  dieeer  Stelle  herrorgebraehten  rer- 
tieilfln  AbBcheenitigskraft.  Es  «nd  also  die  in  Fig.  189  und  E^g,  190 
dargestellten  Belastungszuat&nde,    bei    welchen    die   (JrOese    K,  •» 
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als  äie  von  der  mobilen  Belastung  allein  herTorgebracMe  verticale 
Abacheerungskraft  —  resp.  ein  Maximum  und  ein  UinimtlDi  wird. 
Nach  Fig.  191  und  Fig.  192  ist: 


8)    r,„ 


--  +  - 


9)     f.» 


Die  permanente  Belastung  liefert  eu  der  verticalen  AbBcbeerungs- 
kraft  den  Beitrag: 

10)   r,=  +px. 

Da  die  Grösse  x  hier  als  positiv  vorausgesetzt  wird,   so  hat  der 


Fig.  18». 


2|+#      ^ 


FiB.  1». 


«M 


-tPH 


«1-4 


VH 


liM 


giOsste  absolute  Werth,  welchen  die  verticale  Abscheeruogskraft  BD 
jener  Stelle  annehmen  kann,  die  Grösse: 


11)     V=px+- 


il 


Wenn  also  die  filechwand  an  den  Bi^uDgBBpaDiiuugen  siebt 
tbeUn&hme,  so  würde  die  GrOase  b,  als  die  an  jener  Stelle  erforder- 
lictie  Stärke  dieser  b;pothetiachen  Blechwand,  zu  bestimmen  sein 
aus  der  Qleichung: 

12)    Sbh  =  V, 
aus  welcber  man  für  den  Verücalschnitt  der  Blecbwand  den  Wertb 
erhalt: 

13,     .^^-J^^  +  Ji^. 

Die  ganze  Materialmeoge,  welche  unter  obiger  Yoranssetzang 
zu  der  Blechwand  erforderlich  sein  würde,  hat  also  den  kOrpetlicheD 
Inhalt: 
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,51     J   -r'V     '     «'*. 
15)     J,  -    5     ^  g      ^    • 

Kach  der  im  vorigea  Pin^nphen  g»fnnd«n(>n  K(>)^>1  ttut  imn 
diesen  Werth  Doch  mit  dem  Coeffieienten  k  in  nuUi(ill«ir(>n,  um 
die  va  Bledt*  oder  Oitter-Wutd  wirklieh  erfiHiler)i«he  MAtitritl- 
m«^  ta  eritilten.  Die  zd  dem  ganun  Tri^r  «irlttich  «rfoMor- 
liehe  Kateriilmoige  hat  also  den  körperlichen  Inhalt: 

16)    J=/, +1/,. 
Jfach  Snbsütation  der  eben  f(tr  die  Grossen  J,  und  J,  gfifVinden^n 
Werthe  nimmt  diese  GleiehiiDg  die  Form  an: 

Wenn  man  hierin  21  =  £  nnd  ~t-  =  n  setit,  so  kann  man  dieser 

Oleichnng  aneh  die  folgende  Form  geben: 

18)     ^=24^-{(4«  +  6A:)p  +  (4h-|-7%}- 

Nach  den  Gleichnngen  6)  und  U)  des  vorigen  Paragraph»n 
wird  i  =  2,  wenn  a  =  45  *  ist  Wenn  man  ausserdem  ti  -  ^  1 0  setit, 
80  erhftlt  man  fftr  einen  Trftger,  dessen  Länge  das  ZebnAtohe  der 
Hohe  ist.  den  Werth: 

*^^    -^=245  {^^''  +  "^)* 
AniUtt  bei  der  Berecbnaofr  der  OrOwa  J,  rnn  der  vartidilen  Abaaliev' 
rwgvfcnft  raonngefaen,  bitte  mtn  aneh  die  horltontali  AbMh<iarunribr*n 
j—  sU  Aug&ngspaDkt  w&hlen  kQnnen.    Bei  den  in   Fiff.  IM  d«rr««Ullfeit 
BriMtonfsnutande  iit  nach  Fig.  IMf 

Wen  mu  in  der  lettterra  Gleiebanr  ?•'«  ■*•**  9  »ttt  nnd  •l«4enii 
swiaeben  ie>  GreBien  »  =  0  o&d  «  =  14-'  iotegrirt,  eo  erhilt  nua  fSr  ilM 
giaMte«  negatiTea  Werth,  «elehea  di«  Ton  der  »ubil«n  BelMtuog  atUln  Iwr- 
««gebncbte  boriioatale  AbidieeniDgikrftft  «inebnufi  ksaii,  die  <JUI(bUH|fi 
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Die  Stfirke  (,,  welche  die  hjpotbetiacbe  Bl«ch«ind  haben  mQMte,  wenn 

nar  die  mobile  Belastong  vorbanden  wäre,   ist   also   zu   beetimmen  ana  der 

Gleichnng : 

Fig.  198. 


—  ■      ■■      !  j  "=l 

r T I-z U-ix—-* l-a 1 

«      ■ 

J I 


23)  5-fc,-l 


_  g»  +  ^)' 


n 


Die  Stfitke  b^,  welche  er- 
forderlich sein  würde,  wem 
nnr  die  permanente  Be- 
lagtDDg  Torhandeo  w&re, 
ist  IQ  berechnen  an*  den 
Gleichangen : 
24)    Hh=p('^-^). 


Qleichungen  2$)  und  23)  lu 
tiealsohnitt  der  Bleebwand 
Werth: 


Die  in  'Gleiebnng  12) 

mit  b  bezeichnete  QrOne 

i«t     gleich     der    Snmin« 

4j2j  if  +  *!  *n  setien.    Nach 

iT  Snhttitntion  der  fllr  diete 

beiden    Grössen    ans    den 

iDtnehtn enden  AoidrQcke  erh&lt  man  für  den  Ter- 

»iedeinm  den  schon  in  Gleiebnng  13)  gefundenen 


27)     6ft  =  (6,  +  6,)A  =  -^  + 


M±^, 


Trigw  mH  conatanlen  Horizanislipannungefl  <)«r  Gurtungen. 
{Parabolischer  Träger.) 
Bei  dem  in  Fig.  195  dai^eateltten  Trfiger   sind   die  horison- 
talea  Seit«nkrftfte  der  Spannungen  in  den  Gurtungen  nach  Fig.  196 
zn  bestimmen  aua  der  Gleiebnng: 

Wenn  mit  ff^  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die  Grosse 
H  iva  x  =  0  annimmt,  so  ist: 


Durch  Gleichsetzung  der  ans  diesen  beiden  Gleichangen  reap. 
für  die  Grössen  H  and  H^  zu  entnehmenden  Werthe  erh&lt  man 
die  Gleiebnng: 
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3) 


i» 


h         i' 

tla  BedingODg,    welche   erfällt   seia    musa,    veun  H  eine   von  x 
nnabhiDgigfl    pouBtante    Qrtese,    nnd    demgemäaa    die    horizootale 

Fig.  19». 


Abecheernngskrafl  - 


dx 
fiberall  gleich  Null  sein 
soll.  Die  obige  Glei- 
chQDg  nimmt  nach  Sub- 
stitaUon  d«s  Wertbes 
h — M=>^  die  einfachere 
Form  an: 


fl  1= 


Wenn  man  hierin 
A  =  Aj  +  A,  and  y  = 
y,  +  y»  setzt,  80  er- 
kennt man,  dass  dieser 
Bedingung  auf  die  in 
Fig.  197  angegebene 
Weise  Genüge  geleistet 
werden  ka&n,  sobald  die 
Formen  der  beiden  Bögen  den  Parabel-Gleichungen  entsprechen: 

denn  man  erh&lt  durch  Verbindung  derselben  wiederum  die  mit  der 
obigen  Bedingung  flbereiosUmmende  Gleichung: 


Fig.  198. 


ö) 


7^  j'»+y»__^- 


Fig.  197. 


■  /» 

Bei  einem  solchen  Träger  mit  parabolisch  gekrümmten  Ourtnngen 
wfirde  man  also,  wenn 
derselbe  stets  nur  eine 
gleichförmig  fiber  die 
Horizontal  -  Projection 
Tertbeilte  Belastung  zu 
tragen  hätte,  die  Blech- 
oder Gittorwand  zwi- 
schen den  beiden  Gar- 
tuDgsn  ganz  fortlassen  dflrfsn.  Jeder  von  den  beiden  BOgen  wfirde 
in  diesem  Falle  als   eine  in  ihrer  Gleichgewichtslage  befindliobe 
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TollkommeD  biegsame  Kette  betrachtet  werden  köonen,  deren 
SpauDUDg  an  Jeder  Stelle  eine  Kraft  bildet,  welche  mit  der  Tan- 
geDtett-Biehtnng  daselbst  zusammenfällt.  Fflr  die  constante  hori- 
zontale Seitenkraft  dieser  Spannung  erj^ebt  sich  ausi  Gleiebnng  2) 
der  Werth: 


H  = 


and  da  in  der  Mitte  des  TrSgers  die  verticalen  Seitenkräfte  der 
Bogenspannungen  gleich  Null  sind,  so  ist  der  an  dieser  Stelle  er- 
forderliche Querschnitt  Jedes  der  beiden  Bt^en  zn  berechnen  ans 
der  Qleichung: 

in    welcher   S  die   practisch    zulässige  Spannung   pro  Flächenein- 
heit  des  Querschattts   be- 
deutet. 
"j^  Im  Abstände  x  von  der 

"         "  Mitte  hat  nach  Pig.  198 

die   Spannung   des   oberen 
Bogens  die  Grösse: 


Fig.  198. 


10) 


K 


cos  a, 

Wenn  also   mit  F  der   an   dieser  Stelle  erforderliche  Querschnitt 
bezeichnet  wird,  so  ist: 

'     h\       H      cos«, 

zu  setzen,  und  der  Verticalschnitt  des  Bogens  an  dieser  Stelle  hat 

nach  Fig.  199  die  Grösse: 

F 
12)     ü=       --  = 
'  cos«! 

cosaj 

Für  tg  a,  erhftlt  m«i  nach 

Gleichung  5),  indem  man 

dieselbe    differeosiirt,    den 

Werth; 


=  Ji(l+tg«0- 


=  tgai. 


und  nach  Substitution  desselben  nimmt  die  Torfaergehende  Gleichoog 
die  Form  an: 
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Der  körperliche  Inhalt  der  zu  dem  oberen  Bogen  erforderlicl)en 
Materialmenge  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Oleichuog: 

t  1 

16)    J,  =  2  füdx  =  2  Ji  /"(l  +  ^^)  ilx,     oder:' 

0  0 

16)  y,  =  2r.(i  +  ^). 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  fär  die  zu  dem  unteren  Bogen 
erfordertidie  Materialmenge  die  Gleichung: 

17)  J.  =  2P.(!+4^). 

Wenn  man  in  den  letzteren  beiden  Gleichungen  fOr  F^  den 
in  Oleichung  9)  gefundenen  Wertfa  substitnirt,  so  erhftlt  man  durch 
Addition  derselben  für  die  zu  beiden  BSgen  zusammengenommeD 
erforderliche  Materialmenge  die  Gleichung: 

§  42. 

BwNhning  der  IDr  die  Blech-  oder  filHer-Wuid  dei  paribol liehen  Triiflert 

ertordtrilcbm  Matwialmenge. 

Wenn  zu  der  permanenten  Belastung  noch  mobile  Belastungen 
hinzukommen,  so  werden  die  Abscheerungswiderstände  der  zwischen 
die  beiden  Bögea  einzuschaheDden  Blech-  oder  Gitter-Waud  in  An* 
Spruch  genommen.  Nach  Fig.  200  und  Fig.  201  sind  die  ron  dem 
^nzelgeirichte  Q  hervorgebrachten  Horizontalspfuinungea  der  Bogen 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1)  -.— .,, 

welche  far  R  aufgelöst  nach  Substitution  des,  aus  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen  für  u  zu  entnehmenden  Werthee  die  Form 
annimmt: 

'>    "-   24(J  +  *) 
Die   Ton  dem   Oewicbte   Q  herTOrgebntchte   horizontale   Ab- 
BcheernngBknft  pro  Längeneinheit  hat  also  die  Grosse: 
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dM_ 
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Dkn  Gleichung  zeigt,  dass  jede  Belaetuag  links  von  dem  VerUcal- 
schnitte  einen  negftti- 
Ten  Beitri^  zu  der  an 
dieser  Stelle  hervorge- 
brachten horizontalen 
Abscheernngskraft  lie- 
fert, um  den  grOsstea 
negativen  Werth  zu  er- 
halten, welchen  -3— 
dx 


unter  Einwirkung  der 
mobilen  Belastungen  an- 
nehmen kann,  hat  man 
qdz  statt  Q  EU  setzen 
und  alsdann  auf  der 
rechten  Seite  zwischen 
den  Grenzen  ^  =  0  and 


-ä' 


21(1  +  1) 


'h 


Die  Wirkung  eines  rechts  von  dem  Verticsischnitte  uige- 
bracbten  Einzelgewichts  Q  ist  nach  Fig.  202  und  Fig.  203  auf  ana- 
loge Weise  zu  berechnen  aus  den  Gleichungen: 

■2*(i  — i) 


Hu, 
dH_ 

dx' 


_QU_ 


oder:     I[  = 


und: 


Ihif  —  z)' 

Jede  BeUstuDg  rechts  tod  dem  Verticalscbnitte  liefert  also 
einen   pOBitiven  Beitrag   zu   der   horizontalen   ^bscheerangskraft 

Folglich  ist  der  grOsste  positive  Werth  von  -^r  ^*^  berechnen  aus 
der  Oleicfanng: 

dH         _  f    qdz.li     _  gl 


8) 


/qdz  Az   qi       r 


dz,    oder: 
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dfl  _         gl 

dx    •"»«—+  4A' 
Du  Haiimnin   nud  das  HiDimum   der  horizontalea  A.bsohee- 
rUDgaknft   haben   also   aa  allen  Stellen  des  Tr&gers  den  ron  x 
unabhängigen  Wertb: 

dH(n^\_        ql 
•  dx  l"^/      ~  4A 
Eine  xwiscfaen   die'  bmden  Bögen   eingeschaltete  Blechwand   wfirde 
demnach,    wenn    die- 
Fig.  202.  selbe  an  den  Biegongs- 

BpaonuDgen  nicht  theil- 
nehtnend  nnr  anf  A.b- 
Bcheernng  in  Anspruch 
genommen  wfirde,  äber- 
all  gleich  stark  zu 
machen  sein,  und  diese 
Bletihstärke  b  wArde  zn 
berechnen  sein  aas  der 
Gleichnng: 

U)  i.s.i=|^- 

Fär  die  Strecke  dx 
wfirde  daher  eine  Ua- 
terialmenge  erforder- 
lich sein  Tom  kftrper- 
lichen  Inhalte: 
qludx  q  (l'  —  x')dx 

ihS  47s 

Die  ganze  MateHalmenge,  welche  zn  dieser  hypothetischen  Blech- 
wand  erfordNÜch  sein  wQrde,  hat  also  die  QrOsse: 


12)     dJt  =  budx  =  - 


13)    J,  =  2    budx 


14)    J>  = 


9 

'  21S 


■/"- 


■  X*)  dx ,    oder: 


Difiseo  Werth  hat  man,  nm  die  wirklich  erforderliche  Mate- 
rialmenge  zu  erhalten  (nseh  §  39),  noch  mit  dem  Coefficienten  k 
zu  maltipliciren.  • 
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Zu  demselben  Resnltate  wQrde  nai 
iioDtftlen  Absehe einDgskraft  die  t 


uch  gelangen,  «renn  man  statt  der 
ticale  AbBcbeernngskraft  ab  Aus- 
gangBpnnkt  wählte.  Die  ganze  in 
den  Vertieft! schnitte  aaftreteode 
Verticalkraft  V  bann  man  sich 
anf  die  in  Fig.  204  angedeutete 
Weise  in  drei  Theile  lerlegt  den- 
ken. Die  beiden  ersten  Theile  r, 
nnd  V,  bilden  die  verticalen  ^i- 
lenkrifte  der  Bogenspansnngen, 
der  dritte  Theil  3  bildet  die  ver- 
ticale  ÄbscheeningBkraft  fBr  die 
Blech-  oder  Gitter-Wand.  Nach 
Fig.  204  hat  also  die  ganze  Ver- 
ticalkraft die  GrSsse: 
15)  V  =  H(tga,  +  tg<^)  +  ^. 
Diese  Gleichung  Dimmt,  fDr  9 
aafgel3st,  nach  Sabttitution  der  aas  Gleiehnng  13)  des  vorigen  Paragraphen 
in  berechnenden  Werthe  von  tga,  nnd  tgo,  die  Form  an; 

16)  a  =  F-if.-^. 

Wenn  man  hierin  für  die  GrSssen  F  und  ä  resp.  die  in  Fig.  200  und  Glei- 
chnng  2)  angegebenen  Werthe  eiusetif,  so  erhfilt  man  die  Gleichung: 

Diese  Gleichnng  leigt.  dass  jede  Belastang  linki  von  dem  Terticalsehnitte 
einen  poaitiven  Beitrag  m  der  verticalen  Abecheerungskraft  liefert.  Das 
Haiimnm  desselben  ist  also  zu  berechnen  ana  der  Gleichnng: 


ifjiit-. 


II)  »i=  +  5 


19) 


.>  =  + 


,di.(l-x). 

,V-i) 

21(1  +  1) 

2nt  +  x) 

qtif-x') 

ii 


Wenn 
■nbstitnirte, 

sprechen,  so 


man  ein  anderes  Ual  in  Gleichung  16)  für  V  nnd  U  die  Werthe 
welche  dem  in  Fig.  202  angegebenen  Belaatnngsiastande  ent- 
würde  man  anf  analoge  Weite  la  den  Gleichnngen  gelangen: 

90 +  ^)^ 

21(1  ~x)' 


20)  ia=-^ 


21)  at^.--j    2iii_;B,    --2i{i-x)j' 
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Du  Maximnin  and  Au  Mioimiiin  der  verticalen  AbBcheeiongskraft  habe» 
also  im  Ahatande  a  tod  dei  Mitte  die  Gröne: 

Fctglieh  ist  die  oben  mit  b  beieiehucte  Stärke  der  Blechwand  zu  berechueD 
aas  dei  QloiebnQg: 

2.)     SS.=  ?Ji^*, 

a«)  welcher  huid  f^r  die  GrCese  dj,  wiedemm  den  Werth  erhSlt,  welcher  oben 
in  Oleiehniig  12)  gefunden  wurde. 


Die  in  dem  Puokte  P^  an  den  oberen  Bogen  gelegte  Tangente 
schneidet  die  Horizontale  AB  in  einem  Punkte  0,  dessen  Abstand 


von  dem  Verticalschnitte  P,P,  nach  Fig.  205  zu  berechnen  ist  ans 
der  Oleichnng: 

1)   «-+;  —  *  = 


tg«! 


welche  fftr  w  an^elOst  nach  Substitution  der  ans  den  Gleichnngeo 
5)  DDd  13)  dea  §  41  för  die  GiöBsen  y,  und  tg  a,  zu  entnehmen- 
den Werthe  die  Form  annimmt: 


2)     »=.-! 


2a: 
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Diese  Qleichuug  zeigt,  dass  die  Lage  des  Durohsobnittspunktee  0 
unabhängig  ist  von  der  FfsilhOhe  des  Bebens.  Es  wird  daher  die 
Horizontale  AB  von  der  in  dem  Punkte  P,  an  den  unteren  Bogen 
gelegten  Tangente  ebenfalls  an  der  Stella  0  geschoitten. 

Wenn  man  den  Tr&ger  darcb  den  Verticalschnitt  P^  Pj  in 
iwei  Theile  zerlegt,  so  bat  man  an  dem  rechts  von  diesem  Yer- 
ticalschnitte  befindlichen  Theile  (Fig.  306),  utn  den  Gleichgewichts- 
zustand desselben  wieder  herzustellen ,  drei  Er&fte  binzuzufCigen. 
An  den  Schnittstellen  der  BOgen  sind  die  Krftfle  fi,  und  B,  hinzu- 
zafügen,  nelche  die  Spannungen  der  Bü^en  darstellen  und  mit 
den  Tangentenrichtungen  derselben  zusammenfallen.  Ausserdem 
ist  noch  die  längs  des  Terticalscbnitts  wirkende  Kraft  Sl  hinzu- 
zuffigen,  welche  die  von  der  Blech-  oder  Gitter- Wand  aufgenommene 
Abscheerungskraft  darstellt,  und  welche  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  bereits  berechnet  wurde.  Man  erkennt  aus  Fig.  206, 
dass  diese  Kraft  3  auch  noch  auf  andere  Weise  berechnet  werden 
kann.  Indem  man  nämlich  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  sämmtlicber  auf  diesen  Theil  wirkenden  Kräfte  gleich 
Null  setzt  und  dabei  den  Durchschnittspunkt  0  der  beiden  Bogen- 
spannungen  £,  und  Bf  als  Drehpunkt  wählt,  erhält  man  die 
Gleichung: 

3)    0  =  -||--»-«(,.+!-»:). 
welche  fSr  SC  aufgelöst  nach  Substitution  des  oben  für  v>  gefundenen 
Fig.  397. 


Werthes  die  (mit  Gleichung  17)  des  vorigen  Paragraphen  überein- 
stimmende) Form  umimmt: 

'  2i(l  +  ») 

Auf  gleiche  Weise  würde  man  für  den   io  Fig.  203  darge- 
stellten  BelaBtungazustaud  nach  Fig.  207  die  Gleichung  erhalten: 
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6)    0=|^.(2!  +  „)  +  HC»  +  !-x), 

welche  fnr  81  aufgelöst  nach  Substitution  des  oben  für  up  gelHin- 
denen  Werthes  die  (mit  Qleichnng  20  des  vorigen  Paragraphen  fiber- 
einstimmende)  Form  annimmt: 

6)  a — 2i{i-x)  ■ 

Dieselbe  Methode  würde  man  such  anwenden  Idnnen,  um  die  beiden 
Bogenepannungen  Ri  nnd  B^  (oder  deren  horizontale  Seitenkrfifte)  zu  be- 
reehnen.  Um  die  Kraft  Hi  (oder  deren  horizontale  Seiteiilraft)  iQ  berei^hnen, 
«firde  man  den  Pankt  Pt,  als  Durch  sehn  ittspnnkt  der  beiden  KrEfte  fl  and 
St  all  Drebpnnkt  tu  wfililen  haben.  Um  die  Kraft  fi,  (oder  deren  borizon- 
tate  Seitenkraft)  la  berechnen,  wfirde  man  den  Fonlit  P,  als  DnrchschDitt«- 
ponkt  der  beiden  Kräfte  H  and  S^  als  Drehpunkt  za  wählen  haben.  Man 
würde  alsdann  für  die  horizontalen  Seitenkräfte  der  Bogenapannangen  die- 
selben Werthe  erhalten,  welche  in  den  Gleichungen  2]  und  6)  des  Torigan  Para- 
graphen gefunden  worden. 

§  44. 

Barechnung  der  ganun  MtUrlalffienge  dei  fv^ollechm  Träger«. 

Für    die   zu    den    beiden    BOgen    erforderliche    Materialmenge 

erhält  man  nach  §  41,  Gleichung  18}  —  indem  man  darin  2l==  L 

setzt   und   zugleich  wegen  Vorhandenseins   der   mobilen  Belastung 

die  QrSsse  |)  mit  der  GrOsse  p-\-q  vertauscht  —  den  Werth: 

Hierzu  kommt  nach  §  42  (Gleichung  14)  die  zur  Blech-  oder  Gitter- 
Wand  erforderliche  Materialmenge: 

^>  ^-■=^- 

Die  ganze  zu  dem  parabolischen  Träger  erforderliche  Material- 
menge  ist  nunmehr  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

3)     y=  J, +y,  +  fcj,, 
welche  nach  Substitution  der  oben  ang^benen  Werthe  die  Form 
annimmt: 

Pur  den  in  Fig.  308  dargestellten  Fell,  in  welehem  *,  =  *,  =  |a 
zu  setzen  ist,  erhält  man  hiernaeb  den  Werth: 
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5)  j-i^ti'-b+ 

Kach  den  Qleicbangen  6)  und  14)  iea  f 
Fig.  208, 


i    ^'1        h^' 

89  ist  J;  =  2  zu  aetien  fQr  eine 
Gitterwand,  deren  StSbe  nm 
45°  gegen  die  Hariiont«le 
geneigt   sind.     Wenn   also 

wird: 


10 


I,' 


7)     J  = 


Für  den  in  Fig.  209  dargestellten  Fall,    in  welchem  hi  =h 
tind  A,  =  0  za  setzen  ist,  erhfilt  man  die  Gleichung: 

(jj  +  g)£'f    I     8    AM        kqL* 
'       4Sh       1^3  L'l~^   12S  ' 
Dieselbe  Gleichung  gilt  auch  fQr  den  in  Fig.  210  dai^stellten 
Fall,  bei  welchem  A,  =  0  nnd  A,  =  A  zn  setzen  ist. 

Wenn  man  wiedernm  k  =  2  und  -=-  ^  —  setzt,  so  erhilt  man  fQr  die 
in  jedem  dieser  beiden  Fälle  erforderlicbe  Haterialmenge  den  Werth; 
8)    J  =  ^|61,6p+65,6?)- 

Aus  den  obigen  Gleichungen  ergieht  sich,    dass    nur   die   zn 

den  beiden  Bögen  er- 

Fig.  200.  forderliche     Material- 

menge  von  dem  HOhen- 

'verbältniss  -j-  Abhängt, 

dass  dagegen  die  zu 
der  Blech-  oder  Gitter- 
wand erforderliche  Ma- 
terialmenge unabhän- 
gig ist  von  der  Höbe 
des  Trägers. 

Wenn  das  Verhält- 
A         1 
■  =  —  gesetzt 

wird,  so  nimmt  die  Gleichung  5)  ( 

^^  iS  V"^   3k/^     12S 

Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  Materialmecge  abhftngt 
ron  der  Function: 


Fig.  210. 
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10)  /(„)  =  „+-!-. 

Um  den  Werth  tod  n  za  finden,  fOr  welchen  die  Uaterial- 
menge  ein  Minimam  wird,  lut  man  den  Düferenzislqnotiflnten  dleeer 
Function  gleich  Null  zu  setien  and  erh&lt  dum  die  Qleicbnng: 

11)  o-/(»)  =  l— jiy,    oder:    «  =  K-J- 
Nach  Snbetitntion  dieses  Werthee   erh&lt  man  ana  QleiohnDg  9), 
indem  man  wiederum  k  =  2  setzt,  für  das  Minimum  der  erforder- 
liehen  Haterialmenge  den  WerUi: 

12)  Jw„=25i.{i3,86.j,+ 17,86. ä). 

Auf  gleiebe  Weise  erhftlt  man  fllr  die  heiden  in  Fig.  209  und 
Fig.  210  darggsteUten  FUle  die  Qleichungen: 

131      ,.  .(P  +  i)L-(  S\      HL' 

"'   •'-      is      \'+i,)+  na 

14)    /(„)  =  „  +  A. 

16)    0=/(i.)=l— i-.     «ä«:    '  =  V\- 
18)    •/(««  =  2^  { 19,6.  p  + 23,6.  j). 

Es  ist  hierbei  jedoch  zu  berückaichtigen,  dus  die  in  den 
Oleichnngen  12)  and  16)  gefandenen  Werthe  wegen  üage&aoigkeit 
der  gemachten  VorauBBetsangen  noch  einer  Correction  bedürfen, 
inaofem  die  in  §  39  bei  der  Berechnung  des  Goeffidenten  A:  ge- 
machten VoranBBetznngeti  um  so  weniger  sutreffen  werden,  je  grosser 

dia  VarhfiltniBB  -p  ist. 

§45. 
ContiMirildw  panboliMhtr  Trl|*r  w»  SvImIem. 
Wenn  die  Horizontalepannungsn  der  Glartnngeii  überall  gleich 
gross  sein  sollen,  so  mfissen  —  wie  in  §  41  mit  Bezug  anf  Fig.  195 
^Urt  wurde  —  die  Hohen  dea  TrSgeis  an  den  verschiedenen 
Stellen  sieh  verhalten  wie  die  Bi^rapgsmomente  an  diesen  Stellen: 
in  solcher  Weise,  dasa  die  Figor  des  Tr&gera  selbst  zugleich  als 
graphische  Darstellung  der  Biegnngsmomente  gelten  kann.  Denkt 
man  eich  das  Biegungsmoment   an   allen  Stellen  des  Tr&gers  nia 

Klttai,  IngftnlmT'llMluultk.    3.  Aufl.  [0 
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«ine  const&nte  Qrftsse  Termindert,  so  erkecDt  mao,  dass  in  diesem 
Falle  auch  die  HOfae  des  Triers  an  allen  Stellen  um  eine  con- 
stante  OrOsse  venaindart  werden  mfisste,  wenn  derselbe  die  Eigen- 
schaft eines  „Tr^rs  mit  constanten  Horizontalspannungen  der 
Onrtungen"  beibehalten  soll.  Da  femer  nach  §  41  (Gleichung  1) 
die  HorizontalspannuDg  gleich  dem  constanten  Verhaltnias  des 
Biegungsmoments  zar  KOhe  ist,  so  wird  die  OrOase  der  Horizontal- 
spannung  dabei  selbst  ungeändert  bleiben,  wenn  jene  constanten 
Grossen,  um  welche  resp.  die  Biegungsmomente  und  die  Hohen  rer- 
miodert  worden,  ebenfalls  in  diesem  Verhaltniss  zu  einander  stehen. 
Bei  einem  Balken  auf  zwei  Stützen  kann  man  —  wie  in  §  8 
gezeigt  wurde  —  durch  Einmauerung  der  briden  Enden  bewirken, 
dass  das  Biegnngsmoment  dberall  um  eine  constante  Grösse  ver- 
mindert wird.  Genau  auf  dieselbe  Weise  also,  wie  man  aus 
Fig.  18  durch  Subtraction  einer  constanten  Grttese  von  sämmt- 
lichen  Ordinate»  der  Parabel  die  Fig.  39  ableiten  konnte,  als 
graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  eines  an  beiden 
Enden  eingemauerten  Balkens:  so  kann  man  aus  Fig.  195,  indem 
man    die  Hoben    des  Trilgers    überall  um   eine    constante   GrOsse 

verkleinert,  die  in 
Fig.  211.  _    Fig,    211    ^ge. 

stellte  Form  ab- 
leiten. Wenn  also 
wieder  mit  A,  und 
A,  die  PfeilikOhen 
der  beiden  BOgen 
bezeichnet  werden, 
so  ist  auch  bei 
dieser  Form  des 
TrSgers  die  zu  den 
beiden  Bl^en  er- 
forderliche Mate- 
rialmenge wieder 
nach  Gleichung  1) 
des  vorigen  Para- 
graphen zu  berechnen,  in  welcher  man  für  den  in  Fig.  212  dai^ 
stellten  speciellen  Fall  die  Werthe  Ai  =  0  und  A,  ^  &  zu  sub- 
Btitniren  bähen  würde. 

Man  erkennt  aus  den  Figuren  211  und  212,  indem  man  die- 
selben   als    graphische    Darstellungen    der    Biegungsmomente    be- 
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trachtet,  dus  an  den  Stellen  B  and  C,  wo  die  HChe  des  Trafen 
gleich  Null  ist,  auch  das  Biegungsmoment  gleich  Null  sein  rnnss, 
wenn  die  oben  genannte  Bedingnng  erffllit  sein  soll.  Dieses  Null- 
werden  der  Biegungsmomente  wird  durch  die  von  den  WELnden  auf 
die  Endea  des  Triers  flbertragenen  Kräftepaare  bewii-kt,  deren 
Uoment: 


1) 


=(.+.)(^^) 


die  constante  QrOsse  bildet,  um  welche  in  Folge  der  Einmanerong 
die  Biegungsmomente  des  ToUbelasteten  Trftgers  tiberall  Termindert 
wurden. 

An  den  Stellen,  wo  das  Biegungsmoment  gleich  Null  ist, 
würde  man  (nach  §  8)  Qelenke  einschalten  kOnnen,  ohne  dass  da^ 
durch  in  den  Biegungszuständen  der  einzelnen  Theile  des  Tr&gers 
etwas  geändert  wird.  Da  die  Horizontalspannongen  in  beideo 
Qnrtongen  gleich  gross  sind,  so  werden  in  jenen  Gelenkpunkten 
nur  Terticaldrücke  von  dem  Mittelstacke  BC  auf  die  beiden  an- 
grenzenden Theile  AB  und  CD  fibertragen.  Der  Thail  BC  ist 
daher  als  Balken  auf  zwei  Stützen  zu  behandeln,  und  die  zur 
Blech-  oder  Gitterwand  dieses  Theiles  erforderliche  Materialmenge 
ist  auf  dieselbe  Weise  wie  für  den  gewöhnlichen  parabolischen 
Trftger  nach  den  Gleichungen  des  §  42  zu  berechnen..  Es  bleibt 
also  nur  noch  übrig,  die  zur  Blech-  oder  Gitter- Wand  eines  der 

Fig.  218. 


beiden  Endstflcke  AB  oder  CD  erforderliche  Materialmenge  zu 
bereclmen.  Sobald^ldiese  Materialmenge  gefunden  ist,  wird  man 
alsdfuin  auch  'für  die  in  Fig.  213  und  Fig.  214  dai^estellten  oon- 
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ÜDDirlicfaen  Trflger  über  drei  Oeffnungen  durch  Snmination  der  für 
die  einzelnen  Theile  gefondenen  UftterialmengeQ  die  Gleichung  für 
die  Gesammtmenge  des  erforderlichen  Uaterisls  aufstellen  k9nnen> 


BwMhnuag  d«-  BtMsb-  odtr  fiKtw-Wuid. 
Die  obere  Gurtong  dea  in  f^g.  21&  dai^estellten  Theiles  iat 


nach  einer  Parabel  gekrOmmt. 
cbungen  gelten: 

f  "' 

dx  a'        dx 


1) 


für  welche  nach  §  41  die  Olei* 

/ 
^tgo. 

Die  Ton  dem  Einzelgewichte  Q  an  den  Stellen  M  und  N  herror- 
gehrachte   Hariton- 
^ff-  *i^-  talspannnng  H  ist 

nach  Fig.  216  srt 
berechnen  ans  der 
Gleichung: 

welche  nach  Sob- 
stituMon  des  ffir  » 
ans  Gleichung  1)  za 
entnehmenden  Wer- 
thes,  für  H  aafge- 
lOst,  die  Form  an- 
nimmt: 

'>"     Ax'-a') 
Die   ganze  in  dem 
VerticalschnilteJtf?^ 
wirkende  Vertiealkraft  hat  die  GrOsse  Q.    Dieselbe  setzt  sich  ans- 
den  beiden  Theilen  Htga  nnd  0  znsammen.     Folglich  ist:] 

6)     a  =  g  — fftga. 
Hierin  sind  fSr  die  Grossen  H  und  tg  a  die  resp.  in  Gleicfanng  4) 
nnd  Gleichung  2)  angegebenen  Werthe   zn  snbstitniren.     Für  die 
Ton  dem  Gewichte  Q  hervorgebrachte  verticale  AbscheernngskraJi 
ergiebt  sieh  alsdann  der  Werth: 
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BeiMhnnii;  d«i  BUeh-  oder  Gitter- Waod. 


6)  a  = 


g(2a:g  — g*  — o») 


Wean  mit  z^  dwjenige  Werth  Ton 
«eleheo  9  =  0  wird,  bo  ist: 


beieichnet    wird,    für 


Die  Bedentang  der  GrDiM  *,  kun  man  anf  die  in  Fig.  217  angedeatete 
Velie  rieh  TeTaiiBchanliehen.    Wenn  man  nSmlich  inr  Beetinunnag  der  Kraft 
a  die  in  §  43  erkllrta  i»«- 
Vig.  217.  thode  der  statitchea  Momute 

benntit,  ao  erkennt  man,  dau 
der  Dnrebichnittipnnkt  0,  in 
weleben  die  BichtongiUnien 
der  beiden  Krifte  R  nnd  B 
einander  achneiden,  die  Stalle 
baMiehnst,  an  weleher  das 
Gewicht  Q  auf  gehingt  werden 
man,  damit  fl^O  werde. 
Nach  Fig.  217  irtrde  die 
Grßiu  X,  in  bestimmen  aein 
ans  der  Gtleichnog: 

welche  fBi  >,  anfgelSat,  naefa 
Snbetitntion  der  für  u  nnd 
tgo  an*  den  Oleichnngen  1)  nnd  2)  in  entnehmenden  Werthe,  ebenhlii  iq 
dem  in  Gleiehnng  7)  gefundenen  Beanltate  führt. 

Die  OleichQD^  6)  E«i^,    dus  %  positiT  wird,    wenn  z^^z^ 
ist,    nnd  dass  %  negaür  wird,    wenn  z<izi  ist     Folglieb  wird 
g  =  g(,ffffH,  weon  die  in  Fig.  218  mit  „Pins"  bez^clmato  8tre(ie 
Fig.  818. 
Jfall  .P)i» .Minna _ »ill 


sUeio  belastet  ist,  nnd  ea  wird  St  :=  ffoBiB)>  wenn  die  mit  „Hinna*' 
beieiebneten  Strecken  allein  belastet  sind,  wahrend  die  Belastongen 
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der  mit  „Null"  bezeichneten  Strecken  gar  keinen  Beitrag  zu  der 
Grosse  9  liefern,  um  die  Grösse  9(nuz)  zu  ertialten,  hat  man  qdz 
statt  Q  zu  setzen  ia  Gleichung  6)  und  dann  die  IntegratioD  aus- 
infohren  swischen  den  Grenzen  2  =  2,  und  sr==x.    Folglich  ist: 

10)  «,^  =  (-^^f)    "jizdi  -  (o:-  +*»•) J* 

11)  «(,.».,  =  (^i:!^){x(x'-ä!)-(«-  +  «')(i -«■))■ 

Die  letztere  Gleichung  nimmt  nach  Substitution  des  in  Glei- 
chuQg  7)  fSr  z-t  gefundeoen  Werthea  die  Form  an: 

12)     «(.„„1  = ^ 

Die  Grosse  Simu)  kann  man  sich  in  die  zwei  Theile  8(1  und 
9,  zerlegt  denken,  indem  man  mit.  9,  den  Beitrag  bezeichnet,  . 
welchen  die  Belastung  der  Strecke  OB,  und  ooit  9,  den  Beitrag, 
welchen  die  Belastung  der  Strecke  BC  zu  der  GrOsse  9(min)  liefert 
Ffir  die  erstere  erh&lt  man  die  (den  vorigen  analog  gebildeten) 
Gleichungen: 

1*)    a."(^j:!rsr)^/22d2-(r.>  +  a>)Jd^  , 
16)    Ä,  =  (^;r^)  {*«-»■) -(''+•')(».-»)}. 

welche  letztere  nach  Substitution  des  in  Gleichoug  7)  für  «,  ge- 
fundenen Werttaes  die  Form  annimmt: 

16)  a,= -14=^)1. 

Ffir  die  Gröeae  9,  erhält  man  unmittelbar  ans  Gleichung  6), 
iadem  man  darin  a  statt  z  und  qa  statt  Q  setzt,  den  Werth: 

n)  «.=-,ae~:)- 
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BereebntiDg  dei  Blech-  oder  Qitter-Wud.  Ifil 

Die  GrOflse  fl<„,i„)  ist  gleich  der  Snmme  der  beiden  letiteren 
Ansdrflcice  zu  setzen;  also  ist: 


18)     «(„ 


=  «,-j-a,=_ 


ix 


Dia  beiden  Gleichongen  1!^  und  18)  zeigen,  daas  die  absointen 
Wertbe  der  beiden  Ortssen  tUmu.)  und  V.faiB)  einander  gleich  sind. 
Hieraus  folgt,  dass  bei  voller  Belastung  9  =  0  ist,  insofern  dann 
„    „.^  die  positiven  und 

Fig.  21».  "^ 


gUDgsapannungeB 
nicht     theilneh« 
mend  nur  AbecheeraDgswiderst&nde  za  lösten  bäUe,   ist  demnach 
zn  berechnen  ans  der  Gleichung: 


19) 


iSx 


und  die  Materialmenge,  welche  unter  dieser  Voranssetznng  zn  der 
ganzen  Blechwand  des  Stfickes  AB  erforderlich  sein  wfirde,  hat. 
die  GrtHe: 


20)    B. 


=/^-/^ 


21)    B-A 


1'  — o' 


'^m 


"4SI       2 

KMellM  Oleiehong  Ut  Kuctk  fOr  di«  in  Fig.  211  dugntaüt«  Form  de« 
IVigen  «b  gOltig  m  betrMhteii.  Denn  fb  dieeen  Fkll  wikide  tun  nuh 
Kg,  919  nnd  Fig.  220  die  Gleielrangeii  erlialten: 
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22)  B(u,  +  u,)  =  Q(x-M). 

23)  a  =  e-Ä(tg«,  +  tgo4), 

und  woDD  man  in  diesen  Gleiclmngeii  die  ans  §  41  in  entDehmendeii  Werthe 
■nlHtituirt: 

24)  «.=/,(-J--l),  25)    «,  =  /.(^-l). 

26)    tg«.  =  -?^,  27)    tgB.=  -?^, 

M  erhfilt  man  fflr  die  von  dem  Gewichte  Q  hervorgebrachte  vertiaale  AbechM- 
tnngskrsft  den  Werth: 

welcher  mit  dem  in  Gleichung  6)  gefandenen  Werthe  Qbereiutiinmt.  Ge  folgt 
liieraos,  das«  die  in  der  Blech-  oder  Gittervrand  erforderliahe  Uaterialmenge 
ebenso  wie  bei  dem  gewöhnlichen  paraboliiehen  Triger  gani  nDabfaSngig  ist 
Ton  den  Pfeilböhen  der  beiden  BSgen. 

Die  UaterialmeDge,  welche  za  der  Blechwand  das  Mittelstficks 
BC  (in  Fig.  211)  erforderlich  sein  wArde,  wenn  dieselbe  nur  Ab- 
ficheerungswidsrsUnde  zu  leisten  hätte,  ist  nach  §  42  in  berechnen 
«US  der  Gleichung: 

29)    8  =  1^. 

Siemach  erhält  man  fOr  die  ca  der  Blech-  oder  Gitter-Wand  des 
gansen  in  Fig.  211  dargestellten  Trägers  wirklich  erforderliehe 
UaterialmeDge  die  Gleichnug: 

30)    Jf=i  (25  +  89),     oder: 

3,)    M^^{,.-a--.'Mj)\  +  ^-'^' 

Wenn  man  hierin  i.  ^-  -n=-^  »etit,  so  erhält  man  (Qr  V  den  Werth: 
88)    if  =  -^|!-. 0.615. 

Die  yargleichnng  deewlben  mit  dem  in  §  44  (Oleiobang  2),  fQr  den  gewöhn- 
lichen paraboliBchen  Träger  gefimdenen  Werthe  lelgt,  dasa  die  Erspanmg  an 
Material  für  die  Blech-  oder  Gitter-Wand  etwa  88,5  Procent  beträgt. 

§47. 
ContiMirlleher  ParallelUger  mit  MMike«. 

Da  das  Mittelstflok  BC  als  ein  an  beiden  Enden  tni  anf- 
li^nder  Balken  za  betrachten  ist  und  die  zu  demselben  erforder- 


D,gM,zedr,yGOOgIe 


OoDUttidriidiar  Pu*Ualtrlg>r  nit  Gelenk«. 


163 


liehe  Miterülmenge  dsmiuudL  ans  den  Gleichnngen  dw  §  40  «t- 
nommen  werdeti  kann,  bo  ist  hier  nnr  uoch  nSthig,  fBr  ^ea  der 
Mdm  Hadstficke  AB  oder  CD  die  erforderliche  Hateritlmenge  ta 
beredmea  (Fig.  221). 

POr  die  QaerechnittafUdien   der  Otutoogen   ergiebt   sidi  ans 
Fig.  222  die  Gleicfaong: 

1)    SFk  =  p,i,-.)  +  l^=^.   ^r:   r=t^^=^- 

INe  zu  den  beiden  Qnitongen  dee  Stflckea  AB  erforderildM 
Ibteri&lmenge  hat  also  die  O-rOase: 
I  t 

2)    Jf,  =  UFdx  =  f^  ^''~  '^  dx,    oder: 

^*    *•- 3SÄ 

Für  die  verticale  Abacheemngskraft  im  Abstände  x  Ton  der 
Mitte  ergiebt  sich  ans  Vig.  222  der  Werth: 
4)     V  =  pa'\-p{x — a)=px. 
Der  Vertiealschnitt  der  Blechwand  mflsste  also,  wenn  fieselbe  an 

Vig.  221. 


den  Biegnngsspannnngen   nicht   titeilnehmend   nur   Absoheeronga- 
iridentftnde  in  leisten  bitte,  die  Grosse  haben: 
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and  zu  der  Blechwand  des  Stflckes  AB  wDrde  in  diesem  Falle  die 
Materialmeoge  erforderlich  sein: 


Uda:=  [■ 


6)     M,  =  Udx=  ^dx  = 


2S 


Die  za  dem  ganzen  Stücke  AB  «irklich  erforderliche  Ha- 
terialmenge  hat  also  die  GrOsse: 

In  dieser  Qleichung  hat  man  p -\- q  statt  p  zu  setzen,  wenn 
attsser  der  permanenten  Belastung  p  noch  die  mobile  BeUatang  q 
zu  berflckaicbtigen  ist    Für  diesen  Fall  wird  also: 

Die  zu  dem  Mittelatficke  BC  erforderliche  Materiabnenge  hat 
nach  g  40  die  GrOsse: 

Fär  die  Materialmenge,  welche  zu  dem  ganzen  TrSger  AD 
erforderlich  sein  wfirde,  erhUt  man  hiernach  die  Gleichung: 

10)     2Jf+^  =  Ji£+i>-(i._3i„.  +  4(.'| 


3S4 

'  S 


vi'  +  ,(i'+^)\ 


chnng,  indem  maa  zugleich  l  = 

folgende  Form  geben: 

11)     2Ji/  +  J  =  ^^^{(6«  +  24A);>  +  (6fl  +  26%}- 

Wenn  man  femer  —  wie  bei  dem  in  §  40  berechneten  Zahlen- 
beispiele —  wieder  »  =  10  und  k  =  2  setzt,  so  erhält  man  den 
Werth: 


D,gM,zedr,yGOOgIe 


Bogenbrltcke  mit  Sctaunier.  165 

12)     2M+J  =  -^ibip  +  tbq). 

'  Die  VeT^leiehuDg  desselben  mit  dem  in  §  40  (Oleicbang  19) 
gefQndenen  Werthe  zei^,  das3  die  erforderliche  MaterialmeDge  bei 
gleichem  Höhenrerb&ltniss  etwa  die  Hälfte  von  derjenigen  Material- 
mesge  betrftgt,  welcbe  för  den  an  beiden  Enden  frei  aufli^euden 
Träger  erforderlich  sein  würde. 

POr  die  ganze  Haterialmenge,    irelche  zn   den   drei  swischen 
den  Pfeilern  liegenden  AbtheUnngen  das  in  F\g.  223  dargestellten 

Fig.  22S. 


I  ' -t^ I +i ■ f£ I *i •  g 


Brfickentrftgera  Aber  drei  OefTnnngen  erforderlich  ist,  ergebt  sich 
hiernach  der  Werth: 

13)     4M+iJ  =  -^{l24p  +  i27q). 

§48. 


Bei  dem  in  ?ig.  309  daigestellten  parabolischen  Trager  wärde 
~  wie  in  §  41  erklärt  wurde  —  die  Blech-  oder  Gitter- Wand 
iwisehen  den  beiden  Gnrtnngen  ganz  äberfiSssig  sein,  so  lange  die 
Belastung  gleiohfCrmig  Ober  die  Horizontalprojection  verUieilt  ist. 
Denkt  man  sich  die  untere  horizontale  Qurtung  ebenfalls  hinw^- 
genommen,  so  erkennt  man,  dass  die  horizontalen  Zugkräfte,  welche 
vorher  von  derselben  auf  die  beiden  Enden  des  BogeuB  flhertragen 
wurden,  in  diesem  Falle  ersetzt  werden  durch  die  horizontalen 
Oegendrficke  der  festen  üoterstfitzungspunkte.  Der  Bogen  ist  nan- 
mehr  zu  betrachten  als  sine  an  beiden  Endpunkten  nnterstätzte 
parabolische  Eette,  welche  unter  Einwirkung  der  gleichförmig  Aber 
die  Horizontalprojection  vertheilten  Belastung  in  ihrer  labilen  Gleich- 
gewichtslage sich  befindet 

Bei  tingleichfSrmiger  lastrertheilung  wfirde  die  Eette  eine 
Formänderung  erleiden,  and  wenn  eine  solche  verhindert  werden 
Boll,  so  muBS  die  Eette  auf  irgend  eine  Weise  abgesteift  werden. 
Diesen   Zweck  kann  man  dadurch  erreichen,   dass   man   die   hori-* 
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zontale  Onrtnog  Aber  dem  Bo^a  anbrin^  and  mit  demselben 
durch  eine  Blech-  oder  Gitter-Wand  verbindet.  Denkt  man  sieb 
aladann    durch    die    Mitte    einen    VerticalBchnitt    gelegt    und    die 

beiden   getrennten 
Fig.  224.  Hälften  dnrcb  ein 

Scharnier     wieder 
verbunden ,  so  er- 
hält  man   die   in 
-^  Fig.  224    darge- 
I  ■  1  stellte         B<«en- 
brQcke,    bei    wel- 
cher      die      von 
einem      Einzelge- 
wichte Q  herror- 
|>  f|  gerafenen   Gegen- 
ki-^i  hS  dracke  der  TJnter- 

stütznngspiinkte 
durch  die  in  der  Fignr  angedeutete  Oonstruction  des  Eräfteparal- 
lelogramms  ermittelt  werden  kftnnen. 

Die  dr^  Cimstructionstbeile,  aus  denen  das  Game  zusammen- 
gesetzt ist,  nämlich:  erstens  die  obere  horizontale  Qurtung,  zwei- 
tens die  untere  bogenßirmige  Onrtung,  und  drittens  die  zwischen 
beiden  befindliche  Blech-  oder  Oittet-Wand  werden  durch  das 
Gewicht  ^   in  gespannten  Zustand  versetzt,   und   die   drei  Span- 

nungea,  weichein 
Fig.  225.  einem    bestimm- 

ten  Yerticftl- 
scbnitte  dorch 
das  Gewicht  Q 
faervorgebiscbt 
werden,  können 
mit  Hälfe  der  in 
§  43  erklärten 
Hetbode  der  sta- 
tischen Momente 
berechnet  wer- 
den. Zu  diesem 
Zwecke  hat  man 

für  den  zwischen  dem  Verticalschnitte  und  dem  Scbamiere  be- 
^dlicben    Theil   dreimal   die   Gleichung    der   staüscheu    Momente 
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«nfimstellen,  indeni  man  bei  BerechsiiDg  einer  jeden  von  den  drei 
Spannungen  den  Jedesmaligen  Darehachnittspnnkt  der  swei  anderen 
als  Drehpunkt  wütt.    Nach  Fig.  225  wftrde  also  bei  der  Berech- 

DUDg  Ton  X  der 
Fonkt  Nj  bei  der 
Berecbsang  tod 
Z  der  Pnnkt  Jf, 
bei  der  Berecb- 
nang  von  V  der 
Funkt /^alsDreb- 
pnnkt  zu  wftfalen 
sein. 

Denkt  man  sich 
nigleich  die  bei- 
den Erftfte  Q  nnd 
Ddorchihrelfit- 
telkrafl  fi  =  r 
ersetzt,  so  flber- 
zeogt  man  sich 
leicht,  dass  die 
betreffende  Span- 
nung allemal 
dann  gleich  Null 
wird ,  wenn  die 
Kcfatungslinie 
dieser  Mittelkraft 
B  durch  den  be- 
treffenden Dreh- 
pankt  selbst  bin* 
dnrchgeht.  Bb 
ergeben  sich  hier- 
aus die  in  Fig.226, 
Fig.227,Fig.228 
dargestellten  La- 
gen, weldie  der 
Belastangspunkt 
haben  mnsB,  wenn 
resp.  Jr=Ooder 
Z=0oder«=O 
werden  soll. 
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§  49. 

BcredtiiMg  dar  «hirM  horizontalM  flwtMg. 

Die  Verticale  des  Punktes   0,  durch  welchen  die  Bicbtangs- 

linie  des  Oewichte  Q  hindurchgehen  muss,  wenn  die  Spannnnog  X 

gleich   Null    werden    soll,    zerlegt   die   ganz«  Spannweite   in    zwei 

Abtheikngen,  welche  mit  den  TJeberschriften  „PIqb"  und  „Uinos" 

bezeiohnet   werden    könnuen,    insofern   alle  Belastungen   der   einen 

Abtheilune  posi- 
Fig.  22».  *  *^ 


mnm,  wenn  die  mit  „Minus"  bezeichnete  Strecke  allein  belastet  ist. 
Für  die  Lage  des  Punktes  0  erhält  man  aus  Flg.  229,  indem 
man  die  Linie  OP  das  eine  Kai  als  Seite  des  Dreiecks  APO, 
das  andere  Ual  als  Seite  des  Dreiecks  BPO  berechnet  und  die 
beiden  Werthe  alsdann  einander  gleich  setzt,  die  Qleicbtmg: 

1)    (i  — «)tg(  =  (I  +  «)tgro,    '^^"-  j^^tgs  — tga» 

Die  QrOssen  tg  cd  and  tg  s  sind  nach  1 
den  Oleichangeo: 


'  zn  berechnen  aus 


tgfli  = 


/ 


3)     tgs  = 


_/-y 

In  letzterer  Gleichung  hat  man  fflr  y  den  ans  der  Parabel- 
Oleichung: 

zu  entnehmenden  Werth  einzosetzen.     Man    erhalt   dann    für   tgs 
die  Gleichung: 
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BeTectaDnng  der  oberen  horiiont«len  OnrtuDg. 


Wenn  man  fOr  die  GrQssen  tg  b  and  tg  to  die  obigen  Weithe 
in  Gleichnng  1)  sabBütoirt,  ao  nimmt  dieselbe  die  Form  u: 


Um  den  Druck  zn  berechnen,  welcher  im  Sohanüerpnnkte  C 
durch  die  Belastung  der  Flns-Abtheilung  herrorgebracht  wird,  hat 
man  nach  Fig.  280  und  Fig.  231  fär  jede  der  beiden  Hälften  die 


Fig.  230. 


Fig.  281. 


Oleichnng  der  statischen  Momente  aufzastelleo  und  den  festen  ünter- 
stätzungspunkt  dabei  als  Drehpunkt  zu  wählen;  man  erhftlt  dann 
die  Gleichungen: 


7)  B/-Vl  =  qu(l-^uy 

8)  B/-\-Vl  =  ^qlK 


Hieraus  ergeben  sich  ffir  die  beiden  Seitenkrftfte  jenes  Druckes  die 
Werthe: 

Die  Spannung  X,  welche  bei  diesem  Belasttmgszustande  an  der 
Stelle  M  heryoTgebracht  wird,  kann  man  nunmehr  nach  Fig.  232 
berechnen  aus  der  Gleichnng  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf 
den  Drehpunkt  N: 

11)     Xic^j,)  =  qu(x—~u)~Hy+Vx. 
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Wenn  t.B.  die  Wnihe  1  = 


SO"»,  /=6"',  c  =  0'",5,  5  =  2OO0Kil.  ge- 
ge1)an  aiud  und  x  =  XQ"' 
gMettt  wird,  ao  ergeben 
iich  aaa  den  obigen  Ql«i- 
chnngen  die  Werthe; 

y  =  i-.as, 

H  =4", 
f  =54400Kil., 
F=  8400  Kil., 
und    nach    SnbrtitglJon 
deiMlben     erhilt    man 
am    Oleiebong  11}    fBr 
X  den  Werth; 

X  =  +  84200Kil. 
Dft  bei  voller  Belutang 
I   ebeuN   groaa  lein   wi* 


Die  Belastnognuatande,  bei  welchen  die  Spannung  Z  ein  Maxi- 
mmn  oder  Mipl"»"!"  wird,  sind  in  Fig.  238  durcli  die  üeberschrifteD 

Plus  and  Mi- 
Fig.  28B. 
Pins    _^ Mmn»_ 
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In   diaer  fitcoclmif  aaC  fdr  dif  f-trARMT;  tpc   xm.  tpf 
MBB  'Fig.  SSt  zc  flflXBidiBaulm-  'W«rtbf  kt,  «etnri: 


vtid  nacb  finMitoiMC  äeratUam:  «rtiält  au  fär  da»  VerMlftnit)«. 

<     c  —  --  . — ^j 

äK  mit  .JHhdf*'   DoeiefaBeff  ÄittMiliaif;  allpir.   I«t*l«9t»t  Ktk.  tenn 
Fjg  au.  Fiß,  s«fc. 


mma  meh  Fig.  SM  imd  Fig.  <B  tarMfatm  «BS  d«ti  i>i«ichinifrm: 

61    B/-r7=  J(j.-  jW, 
am  veidiaii   ma  ßr  die  iääiai  SüJMibtflv  j«n«s  TVnrin9  4ie 
Rt.  9t. 


WmV  «rtlUt: 

r'' 


lusttndti  «n  il«r  SMl» 

^'        i  WdM  BOffPl«   Hi»U> 

findet,  Int  mm  fOr  deo  in  Flg.  286  dirgMtoUUn  Th^il  diu  OM- 

chnog  der  stetischeD  Homsota  io  Bwng  «nf  d«n   Dnhpuukt  jVt 
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9)  ZcoBCL.(ci'y)  =  —  ^px^~qv{x  —  jv)^Hc—Vx 
aufzustellen  und  die  darin  vorkommende  Grosse  cos  a  zu  berechnen 
aus  den  GleicliiingeD : 

10)    co8a  =  ^=L^^,         ll)tga  =  ^  =  ^- 
Vl+tga*  dx        l* 

Wenn  die  permatiente  Belutung  p^lSOOKil.  pro  Meter  geseilt  wird, 
aod  nQBserdem  wieder  die  im  vorigen  Paragrapbeii  angenommenen  Z&blen- 
weithe:  g  =  2000Kil,,  Z  =  20",/=5",  e  =  0",5  Bnbstitnirt  werden,  so  er- 
hält mw  für  »  =  10"  die  Werthe: 

y  =  l'",2&,  p  =  7n>,5,  H=113  376Kil.,  F=  3 906  Kil.,  tg a  =-j-.  «n  et  =0,97, 
und  mit  Benntzong  derselben  erhält  man  ans  Gleicbnng  9)  fQr  das  Minimam 
von  Z  den  Werth; 

^(mto)  =  —  H6  700  Kil. 
Cm  das  Maximum  von  Z  zu  berechnen,  närde  man  die  Plus- 
Abtheilung  allein  belastet  anzunehmen  und  im  Uebrigen  auf  ana- 
loge Weise  zu  verfahren  haben.     Uan  findet  alsdann: 

Z„^j  =  _  34800  Kil. 
und    überzeugt   sich   auf  diese  Weise,    dass    die  Berechnung   der 
Grosse  Zfau.)  äheröüssig  war,    insofern    bei    der  Bestimmung   der 
an   dieser  Stelle  erforderlicben  Querschnittsfläche    des    Bogena    die 
Zahl  ZiMn)  den  Ausschlag  geben  wird. 

Denkt  man  eich  den  Verticalschnitt  MN  durch  den  Funkt  F 
hindurchgelegt  (Fig.  233),  so  erkannt  man,  dass  in  diesem  Falle 
die  drei  Punkte  0,  M,  F,  in  dem  Pnnkte  F  zusammentreffen  wür- 
den.    Für  diesen  Fall  wird  a!=v— -  =  -r.  "nd  diesem  Werthe 
tgra        / 

entspricht  nach  Gleichung  4)  der  Werth  v  =  --  =  a:.     Wenn  x 

kleiner  ist  als -TT,  d.  h.  wenn  der  Verticalschnitt  zwischen  den 
beiden  Punkten  F  und  E  hindurchgeht,  so  giebt  es  keinen  Null- 
punkt mehr,  d.  h.  keine  Stelle,  welche  als  Belastungspunkt  ge- 
wählt den  Werth  Z^O  ergeben  würde.  In  diesem  Falle  tritt 
also  die  stärkste  Spannung  des  Bogens  bei  voller  Belastung  ein. 
Es  ist  daher  die  betreffende  Abtheilung  des  Bogens  wie  eine  pa- 
rabolische Kette  mit  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  ver- 
theilter  Belastung  zu  berechnen.  So  z.  B.  würde  für  den  Scheitel- 
puolit  selbst  die  gröaste  Druckspannung  des  Bogens  zu  berechnen 
sein  aus  der  Gleichung: 

12)     ^(„„,  =  -^'-'^.fi^  =  128000  Kil. 
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Die   Li^  des  Punktes  L,   nlclier  bM  Atx   BeredinaB^   dw 

▼ertialen  Abscbeenings^nll  %  «la  Drebpankt  la  wihlrn  ist,  kuB 

Fig.  2W.  nach  Fig.  «7 

berechnatwer^ 


zial-Gleicfanng: 


"S^ 


_2A_ 


:  tgflt 


resp.  nir  die  Grossen  y  und  1^  a  in  eotnehmendeD  Werthe  substituirt, 
so  nimmt  die  obige  Gleicfaang  ffir  a  aufgelöst  die  Form  an: 


4)    z  = 


fx* 


el* 


i/x 


Die   Belastnngsznstände,    bei   welchen   die  Kraft  fl  ein  Maiimnni 

oder   Minimum 
Fig.  2S8. 

PUw.„. 


derselben  ist  wie  in  den    vorigen  beiden  Paragraphen  zu  bestlm- 
men  ans  der  Gleichung: 
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6)    (i-«.)lg.  =  (i  +  »)lg»,  oae,:^  =  |f:p||. 

Id  dieser  Gleichnng  Bind  für  die  G-r&asea  tgE  uod  tgo  resp.  die 
Wertbe  zu  setzen: 


6)     tge  = 


7)        tgC: 


_/ 


woraaf  dieselbe  nach  Substitution  des  oben  für  z  gefundenen  Wer- 
thes  die  Form  annimmt: 

'      l       /x{_U~x)  -\-cl{}-\-2x) 
Da  bei  gleichfSrmig  aber  die  Boriiontalprojection  vertheilter 
Belastung  keine  AbscheeruogsspanuuDg  in  der  Blech-  oder  Gitter- 
Wand  stattfindet,  so  darf  die  permaueute  Belastung  bei  der  Be- 
rechnung   der    Grösse  31    unberQcksicbtigt    gelassen   werden.     Um 
das  Minimum  von  "&  zu  berechnen,  hat  man  die  mit  ,,PIus"  be- 
zeichnete Abtbeilung  allein    belastet   anzunehmen    und    die    beiden 
Seitenkräße        des 
^i«-  28».  (inrch    diese    Bela- 

stung im  Schamier- 
punkte  berrorge- 
brachten  Druckes 
nach  den  Gleichun- 
gen 9)  und  10)  dos 
§  49  zu  berechnen^ 
indem  man  darin  w 
statt  «setzt.  Die  bei 
diesem  Belastungs- 
zuetande  stattfin- 
dende Terticale  Ab- 
scheeruDgskraft  kann  man  alsdann  nach  Fig.  239  berechnen  aus  der 
Gleichung: 

9)     a(a:  — a)  =  3«'(2— Ytt')+fl"e-fFs. 

Wenn  man  mit  Bdbebaltunp  der  in  den  vorigen  beiden  ParBgrapben  an- 
genoromeDen  Zahlenvorlhe:  i  :=  20", /=  5"°,  c  =  0",5,  g=2000Kil.  wiederam 
1=  10"  Hetzt,  80  wird: 

z  =  3",  «7  =  2'",564,  if  =  49a00Kil.,  K  =  7eOOKil.. 
nnd  man  erhilt  ana  Gleichnng  9)  für  das  Maiimam  von  tk  den  Wertfa: 

SI(™)  =  +  8060  Kil. 
Ebenso  groee  ist  auch  der  absolute  Werth  ron  %im\iy,  denn  bei  Toller  Be- 
lastung ist  ![=:Q,  folglich  anch  a«»»  +  Vodio)  =  0, 
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■  Denkt  man  aich  in  Fig.  238  den  Vertäcalscbnitt  MN  so  ge- 
legt, das3  der  Drehpunkt  L  mit  dem  Punkte  F  zua&mmeiimit, 
60  erkennt  man,  daaa  in  diesem  F&lle  auch  der  Punkt  0  mit  dem 
Punkte    F  zusammentrifft.      Diesem    Falle   entspricht   der   Werth 

z  =  — r,  und  nach  Substitution  desselben  erhalt  oian  aus  Qlaichnng  4) 

fBr  X  den  zagebftrigen  Werth: 


10)    x=~{l  + 


V^'^ 


=  8-,633. 


Wenn  ein  anderes  Mal  der  Terticalschnitt   eine   solche  Lage 

hat,  dass  der 


11)     >:=°,'j-l+)/l- 


=  4- 


Wenn  x  swischen  diesen  beiden  Qrenzwerthen  liegt,  d.  h. 
wenn  der  Verticalschnitt  MN  eine  solche  Loge  hat,  dass  der  Dreh- 
punkt L  zwischen  die  beiden  Punkte  F  und  Q  fällt,  so  ist  die  Be- 
rechnung nach  Fig.  240  auszufShren,  in  welcher  wiederum  durch 
die  üeberscbriften  „Plus"  und  „Minus"  die  Belaatungsznstftnde  fOr 
f({BwD  und  9(min)  angedeutet  sind. 

So  vQrde  mui  i.  B.  fQr  den  Fkll:  «  =  8™,  wslctaem  nach  Gleiehnng  4) 
und  Gldehnng  8)  die  Werthe  z^  !■>■,&  und  •r  =  l'',7284  sotipreehen,  indAm 
DIU  im  üebrigen  die  oben  erklirt«  BerscbnDiignnetbode  wiederani  anwendet, 
den  Werth  finden: 


:±61!IKi). 


Wenn  endlich  der  VertiealBchDitt  Jf^  eine  solche  Lage  bat, 
dasa  der  Drehpunkt  L  in  die  Strecke  rechte  ron  dem  Punkte  O 
AUt,  d.  h.  wmn  x  noch  kleiner  ist  als  der  untere  Ton  den  beiden 
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Plu. 

M\    ^ 

G        1, 

1- 

w 

obigen  GreDzwerthen,  so  bildet  der  YerticalschDitt  selbst  die  (BC' 
IftstDDgsgreDze,  und  die  BerechnuDg  ist  ffir  diesen  Fall  nach  Fig.  24t 
p.  auszuführen,  in 

welcher  wieder- 
um durch  die- 
Ueberschriften 
„PlnB"iind„Mi- 
nus"  die  Bela- 
stungBzustftnde- 
für  W(r-fi)  und 
SldDiio  &tJgedeQ- 
tet  sind. 

So  I.  B.  eibelt 
maDfQTdenWertb 
»^=1",  welchem 
li  QleicbQDK  4)  dei  Wertb  z  =^  —  S^^  eotspricbt,  indem  man  im  Uebrigeib 
die  oben  erklärte  BorechDnngsmethode  wiedemm  anwendet,  den  Wertb: 


-±4571Kil. 


§62. 

HlnBebrflcke  mtt  Sotwniler. 

Wenn  man    die   io  den  vorigen  drei  Paragraphen  gefandenei» 

SpannnngBzahlen    sämmtlicli    mit  „Minus    Eins"   mnUiplicirte,    so^ 

würden  dieselben  fär  die  umgekehrte  (hängende)  Lage  der  Brücke 

gelten.     Die   mittlere   Abtheilnng   der   in   Fig.  242    dai^estellte» 

Fig.  242. 


Hängebrficke  kann  daher  auf  dieselbe  Weise  wie  Fig.  224  berech- 
net werden,  und  es  bleibt  nar  noch  übrig,  Für  eine  von  den  beiden 
Seiten-Abtheilungen  AE  oder  BF  die  Berechnung  der  drei  Span- 
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nangen  X,  Z,  81  za  erklären.  Bei  voller  Belastung  —  sowie  öber- 
hanpt  bei  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  der  ganzen 
Brficke  vertheilter  Belastung  —  befindet  sich,  wie  man  leicht  er- 
kennt, jede  von  den  beiden  Seiten -Abtbeilungen  genau  in  dem- 
selben Spannungszustande  wie  eine  von  den  beiden  Hftlften  der 
Hittel-Abtlieilung.  Es  darf  daher  bei  der  Berechnung  der  in  den 
vorigen  Paragraphen  mit  X  und  9  bezeichneten  Spannungen  die 
permanente  Belastung  auch  hier  nnberflcksichtigt  gelassen  werden. 
Die  Art  und  Weise,  wie  das  an  irgend  einer  Stelle  der  mitt- 
leren Abtheiliing  aufgehängte  Einzelgewicht  Q  durch  die  Wider- 
stände der  vier  Aufhängepunkte  £,  Ä,  B,  F  aufgehoben  wird, 
kann  man  sich  durch  die  in  Fig.  242  angedeutete  Conatrnction 
veranschaulichen.  Da  von  den  beiden  Aufbängepunkten  Ä  und  B 
stets  nur  verticale  GegendrScke  auf  die  Brücke  übertragen  werden 
können,  so  haben  die  horizontalen  Seitenkräfle  der  vier  Wider- 
stände B,  W,  W^,  B^  sämmtlich  dieselbe  OrCsse,  und  diese  Hori- 
zontälkraft  kann  auf  dieselbe  Weise  berechnet  werden,  wie  bei 
der  Bogenbrücke  Fig.  224  die  horizontale  Seitenkraft  des  in  dem 
Scbamierpnnkte  C  hervorgebracliten  Druckes.  Eine  Belastung  der 
Seiten -Abtheilnng  ÄE  erzeugt  an  den  beiden  ünterstützungs- 
pankten  A  und  E  verticale  Gegendrüclie,  weiche  auf  dieselbe  Weise 

Fig.  m. 


r. 

,ßf 

—^r-- 

/K^ 

vr 

\   . 

zu  berechnen  sind  wie  bei  einem  (an  beiden  Enden  frei  aufliegenden) 
Balken  auf  zwei  Stützen  (Fig.  243). 

Wenn  man  anf  solche  Weise  zuvor  die  äusseren  Kraflwir- 
kungen  ermittelt  hat,  welche  bei  einer  bestimmten  Lage  der  Be- 
lastung Q  anf  die  Abthetlnng  AE  übertragen  werden,  so  kann 
man  nachher  die  in  den  drei  Constructionstheilen  derselben  her- 
vorgebrachten lonereo  Spannungen  Z,  Z,  81  wiederum  mittelst  der 
Methode  der  statischen  Momente  berechnen.  Indem  man  sich  den 
Belastungspunkt  allmählich  von  F  bis  E  fortrückend  und  für  jede 
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Idge  desBelben  jene  Berechanng  wiederholt  denkt,  findet  man  auf 
jlhnliche  Weise  wie  bei  der  in  den  voriges  Paragraphen  berech- 
neten Bogenbrncke  diejenigen  Belastungszustände,  bei  welchen  die 
betreffende  Spannung  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  worauf 
dann  die  Berechnung  der  Spannungazahlen  selbst  anf  die  in  den 
folgenden  Paragraphen  erklärte  Weise  ausgeführt  werden  kann. 

§  53. 


FQf  die  Belastungen  und  Dimensionen  sind  die  in  §  49  ao- 
genommenen  Zahleswerthe  beibehalten.  Die  Belastangsiustäade, 
bei  welchen  die  Spannung  X  resp.  ein  Maximum  oder  Minimum 
wird,    sind   in    Fig.  241   durch    die    üeberachriften    „Plus"    und 


Kj.  iU. 

...JIJllL. 

[„__ X ^ 

A..„../_.._ ...1 

i. ;.... 

V^^       F     ^^^ 

'K 

"T" 


„Minus"  angedeutet  Die  üeberscbrift  Null  Qber  der  Abtheilung 
BF  bedentet,  dass  die  Belastungen  dieser  Abtheilung  gar  keinen 
Beitrag  zu  der  Spannung  X  liefern.  Bei  Belastung  der  „Minos"- 
Abtheilung  entsteht  in 
der  £etbe  eine  Hori- 
zontalspaonung  von  der 
ärOsse: 


Dieselbe  drftsse  hat  auch 
die  horizontale  Seiten- 
kraft des  Wideratwdes 
B,  welcher  bei  diesem 
Belastungszustande  von  dem  festen  Punkte  E  auf  die  Brücke  über- 
tragen wird.  Nach  Fig.  24&  hat  also  die  verticale  Sritenkraft  dieses 
Widerstandes  die  GrOsee: 
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SpannnogeQ  dei  Kette. 


F=fi'tg  0  =  80000 


1 


:  20000  Kil. 


Daa  4Jinimam  tod  X  ist  nunmehr   nach  Y\g.  245   zu   berechnen 
aos  der  Qleichung: 

3)     X.{c  +  y)  =  Hy—Vx, 
in  welcher  die  Werthe  H=  80000,  7=  20000,  e  =  0",6  zu  aub- 
stätuiren  sind.    Für  x  =  10"  ist  y  =  l'°,25  zu  setzen,  und  es  wird : 


Fig.  246. 


Um  das  Maximum  von  X 
zu  berechnen,  würde  man 
die  „Plus-Abtheilung"  allein 
belastet  anzunehmen  haben, 
und  fSr  diesen  Belastungs- 
zustand nach  Fig.  216  die 
Gleichung  erhalten: 

4)     X(c  +  y)=^^qlx 

1        , 

welche  nach  Substitution  der  Werthe:  q  =  2000,  l  =  20",  c  =  0",6, 
x=  10",y  =  l'",26  fOr  X  aufgelöst  die  Form  annimmt: 
X(»«)=-h57143Kil. 
Ks  ergiebt  sich  also  wiederum,  dass  die  Grössen  X(mH)  und 
A'<miii)  gleiche  absolute  Werthe  haben,  dass  also  bei  voller  Belastung 
X=0  wird,  und  es  bestfttigt  sich  die  Richtigkeit  der  im  vorigen 
Paragraphen  aufgestellten  Behauptung:  dass  die  permanente  Be- 
lastung keine  Spannong  in  der  horizontalen  Guitung  hervorbringt 

§  &4. 
SpaiuHingen  dar  Kttle. 
Die  Spannung  Z  kann  man  sich  in  die  beiden  Theile  Zy  und 
Zti  zerlegt  denken,  von  denen  ersterer  durch  die  permanente,  letz- 
terer durch  die  mobile  Belastung  hervorgebracht  wird.  Die  von 
der  permanenten  Belastung  hervorgebrachte  Horiz(mt8l8pasnang  der 
Eetta  hat  die  GriJsse: 

1)     Bp  =  ^=48000KiL 

Die  Spannung  Z^  ist  daher   för   diejenige  Stelle,    an  welcher 


:y  Google 
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Diittei  AbachDitt.    §  54. 


die  Eettenricbtung  den  Winkel  a  mit  der  Horizontalen  bildet,  zu 
berechnen  aus  der  Gtleichung: 

cosa 

in  welcher  fär  die  Qrltese  tga  der  aus  Gleichung  12)  des  §  50  za 
entnehmende  Weith  einzusetzen  ist 

So  £.  B.  erhält  man   fQr  a^^lO*"   aoi  jener    Gleichang   deu  Wertli 
tga  —  —  -     Ad  dieser  Stelle  ist  also: 


8)    Z,  =  48OO0|/l  +  (y)*=49478Kil. 
Die  Belastungszttstände,    bei  welchen  die  GrOsse  Z^  resp.  ein 


Maximum  und  ein  Minimum  wird,  sind  in  Fig.  317  durch  die 
TJeberschriften  „Plus"  und  „Minus"  angedeutet.  Fär  das  Maxi- 
mum   TOD    Zq   erhält 


Tig.  3*8. 


angegebenen  Werthe  zu  substituiren  aind^ 
Z^  erhält  man  nach  Fig.  249  die  Gleichung: 


man  nach  Fig.  248  die 
Gleichung: 
4)  Z,  cos  a  (y  +  c) 
=  Hc  +  Vx, 
in  welcher  fQr  die 
Kräfte  H  und  V  wie- 
derum die  in  den  Glei- 
chungen 1)  und  2)  des 
vorigen  Paragraphen 
Ffir  das  Minimum  von 


5)     Zq  COS  a  (y  -f-  c)  = 


FQr  1  =  10"  nnd  y  =  l",!5  ist  wieder  ri~"  =  1/ 1  +  (tJ    *"  «tien, 
und  M  ergeben  eich  »db  den  letzteren  beiden  Gleichangen  die  Werthe: 
J?.(...)  —  +  14t388Xil.,    ^,(.i„,  =  —  S890S  Kil. 
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Mit  Benatmiig  des  in  Gleicbniig  S)  tii  Z,  gcfandeDen  Wertbea  crhilt  mui 
niuuuelir   fOr  das  Maiimnm    und   das  HiDimnm  der  SpiDiiDiig  Z  Mlb«t  di» 

Fig.  34».  ^*'**"'= 

Z(_)  =  +  49  478  +  141  368 

=  -1-190846  Eil. 
^(-i.)  =  +  4»  478  —  58  908 

=  —  9425  Kil. 
B«i  der  BMtimmoDg  d» 
QoenchnitU  der  E«tttt  wQrde 
man  alM  BDcksioht  darauf 
in  nehmen  haben,  diM  in 
deraelhen  gelegentlich  auch 
Dnickspannnngen  atattfinden 
Unnen. 


^'' 


§   Bö- 

BenchnBFvg  der  Blech-  o««-  Gltter-Wanl 

Bat  Berechnung  der  Terticalen  AbscfaeerungBepannung  81  darf 

wiedernm    die    permanente    Belastung    unberücksichtigt    gelassea 

Fig.  SM. 

PloB Mi««. NufL 


werden,    insofern    eine    gleichsinnig   aber   die   Horizontalprojection 


Fig.  2&i. 


der  g&nien  Bracke  ver- 
theilte  Belastung  aus- 
schliesslich in  der  Kette 
Spannungen  herrorbringL 
Die  BelastungsEusUnde, 
bei  welchen  die  Spannung 
%  ein  Maiimum  oder  Mi- 
nimum wird,  sind  in 
Fig.  250  durch  die  üebei^ 
Schriften  ,,Fla8"  und  „Ui- 

nus "   angedeutet     Ffir   das   llimmum    von    %   erhalt   man   nach 

Fig.  251  die  Gleichung: 
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Dritter  Abschnitt.    §  bb. 


1)     ^(x  —  2)  =  —  Hc—Vz, 
JD  welcher  fOr  H  und  V  wieder  die  in  den  (xleichungeo  1)  und  2) 
des  §  63  angegebenen  Werthe  zu  sabatitulreQ  sind. 

1  setzen  (nach  §&1,  Oleicbnng' 4),  und  man 
erhält  ans  obiger  Öleichnog  den 


Für  i  =  10"  ist  «  = 
Fig.  252. 


Werth: 

«(=[.)=— U 286  Kil. 
Db9  Maiimom  tod  ü  wQrde  nach 
Fig.  262   zo  berechnen  sein  aas 
der  Qleicbung: 

2)     Z(,x-^)=\glz  + 

^^^^^^^^^^^  ji(— a:-z),     oder: 

l*?''^ •  !!(«.)  =  +  U  286  Kil. 

I  Die    obige    Berechnungs- 

I  weise  entspricht  der  Yoraua- 

^''  Setzung:  dass  der  Drehpunkt 

L  rechts   von    der  Verticalen  des  Punktes  E  li^.     Wenn  statt 
dessen  der  Verticalschnitt  MN  eine  solche  Läge  hat,  dass  der  Dreh- 
pankt  L  in  die  Strecke 
^^-  ^^  OJ  mit  (Fig.  263),  80 

ist  die  Berechnung  nach 
Fig.  254  auszufahren, 
und  wenn  der  Drehpunkt 
L  links  von  dem  Punkte 
0  liegt,  80  ist  die  Be- 
rechnung nach  Fig.  256 
ausEufähren. 

Die  GrenzfUIe  sind  diejenigen  beiden  Fälle,    in  welcban  der 
Drehpunkt  L  entweder  mit  dem  Punkte  J  oder  mit  dem  Punkte  0 
Fig.  SU. 
JP|nji_,        MjRI!...- ,.~ .I^WU. , 


selbst  zusammentut     Dem  ersteren  eotspricbt  der  Werth  ^  =  0, 
oder  (nach  §  öl,  Gleichung  4)  der  Werth: 


D,gM,zedr,yGOOgIe 


BeTCchnsiiK  der  Blech-  oder  Qitter-Wand. 


3) 


^^>Vf 


-.  6  «»,324. 


Dem  Jetzteren  GrenzfiiUe  eDtapricht  der  Werth  z  = ^,    oder 

(nach  §  51',  Gleichung  11)  der  Werth: 

4)-    a:=y-{-l+/H--^l  =  4-,633. 

Es  sind  also  bei  der  Berechnoog  von  8  die  folgenden  drei  F&Ue 
zQ  naterscheiden: 

X  >  6-324,     X  <  l^^ll ,      X  <  4-,633. 

Für  den  ersten  ist  die  Berechnung  nach  Fig.  260,  fOr  den  zweiten 
nach^Fig.  264,  für  den  dritten  nach  Fig.  355  ausauffihren. 


Fig.  2». 

."«■.. 

.Ml™s... 

Phis 

Hdl 

A 

*± 

^^^ 

^^    1     --^ 

''^^^^ 

So  I.B.  wOrfe  mko  für  den  Werth  «  =  6'",  welchem  (nach  §51,  Glei- 

ehnng  4)  der  Wertb  x-=  — —^  enteprieht,  indem  man  die  Bereohnong  tob 

9  nach  Fig.  2&4  anefQbrt,  den  Weith  erhalten: 

«|^'}=±6776Kil. 

?&T  a;^4'°  wird  z:= — 8",  und  man  erhält,  indem  maD  die  Bereohnnng 
8  nach  Fig.  265  aiiafQbrt,  den  Werth: 

a|"|  =  ±M88Kil. 
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VIERTER  ABSCHNITT. 

Theorie  des  Widerstandes  gegen  Zerknicken. 


SwMhnung  il«r  zerknlckMden  Kraft  für  alne  prlimttlNh«  Stauige  mit  freien  Entfen. 
Die  in    §  4   gefandene   allgemeine  Differenzial-G-leichuDg  der 
«lastiBcben  Linie: 

1)  EZ^  =  ^ 

-darf  anch  fär  deo  ia  Fig.  256  dargestellten  Fall  als  gültig  be- 
trachtet werden,    bei   welchem  der  gebogene  Stab   durch   zwei   an 

den    beiden    End- 
^^?-  2^-  ponkten  desselben 

ia  der  Sichtung 
ihrer  Verbindnngs- 
_  linie  wirkende 
Druckkr&fte  im 
Glaichgewichtszn- 
«tande  gehalten  wird.  In  obiger  Qleichnng  bedeutet  HJt  die  Grösse 
des  Biegungsmomentes  fQr  denjenigen  Punkt  der  elastischen  Linie, 
dessen  Coordinaten  x  und  ^  sind.  Dieses  Bi^ungsmoment  ist  als 
eine  positive  oder  n^ative  OrOsse  in  Rechnung  zu  bringen,  je  nacb- 
46ia  die  Grösse: 

2)  -^-  =  --^—  =  ^  '?^ 
dx^  da:  dx 

^ine  positive  oder  negative  Grösse  ist.  Da  nach  Fig.  256  die 
Grösse  tg9  mit  wachsendem  x  abnimmt,  so  ist  dasselbe  hier 
negativ,  also: 

3)  m  =  -Ky 
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zu  setzen,  -pai  man  erhält  ffir  den  rorlie^nden  F&U  die  Differeniial- 
Oleichnng : 

4)     Et^  =  -Ky. 

Bei  einer  prismatischen  Stange  ist  die  Grösse  %  als  Trägheits- 
mement  der  QaerBchnittafl&che  eine  von  x  unabhängige  constante 
QrOsae,  und  wenn  man  abkärzungsweiae  die  constante  Qrftsse: 


^Vi^ 


setzt,  so  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  folgende  Form 
geben: 

Durch  zweimalige  Integration   derselben    erhält  man  alsdann  eine 
GleiehuDg  von  der  Form: 

7)  y  =  ^8in  ta:  + Bcoaia;, 

in  welcher  die  beiden  Integrations-Gonstanten  A  und  B  auf  Folgende 
Weise  bestimmt  verden  kOnnen. 

Nach  Fig.  256  muss  fflr  x  =  0  auch  y  =  0  sein;  man  erhält 
also  für  die  Constante  B  die  Oleichang: 

8)  0  =  0  +  B. 

Wenn  ferner  mit  /  die  grOsste  Dnrchbiegung  oder  der  grOsste 
Werth  von  y  bezeichnet  wird:  nämlich  derjenige  Werth,  welchen 
y  fOr  sin  ix  =  1  annimmt,  so  ist  die  Constente  A  =/  zu  setzen, 
und  man  erhält  ffir  die  elastische  Linie  die  Gleichung: 

9)  y  =^/Bin(tx). 

Da  in  der  Theorie  der  elastischen  Linie  stets  eine  geringe 
Orösse  der  Durchbiegung  vorausgesetzt  wird,  ao  darf  der  Unter- 
schied zwischen  der  Sehnen  länge  AB  und  der  Bogenlänge 
AB  =  L  vernachlässigt  werden.  Es  ist  also  nach  Fig.  256  f&r 
:s^L  ebenfalls  y  =  0  zu  setzen;  folglich  ist  0  =  3iakL,  oder: 

10)    kL^miz, 
in  welcher  letzteren  Oleicbnng  der  Bachstabe  m  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet.    Wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  fSr  die  Con- 
stante k  zu  entnehmenden  Werth  in  den  Gleichungen  6)  und  9) 
substituirt,  ao  erhält  man  die  beiden  Gleichungen: 

U)     K=J=!ll?^,         12)    y^/^.{^2--)- 
in  welchen  die  Theorie  des  vorliegenden  Falles  enUialten  ist. 
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Vierter  AtMolmitt.    §  56. 


Die  Oleichnng  II)  giebt  an,  wie  ^roas  die  beiden  Kräfte  K 
sein  messen,  um  bei  dem  willkürlich  angenommenen  Biegungs- 
Euatande  den  Stab  im  Gleichgewicbte  zn  halten.  Sie  zeigt  zugleich, 
daas  diese  EraftgrOsse  anabhängig  ist  von  der  Grösse  der  Dnrcfa- 
biegong.  Dieselbe  EraftgrOsse  warde  also  anch  ansrei<^en,  um  den 
Stab  80  stark  zu  biegen,  dass  die  Maximalspannung  in  demselben 
die  Elastieitfttsgrenze  oder  gar  die  Festigkeitsgreoze  flbersdireitet. 
Die  Gleichung  11)  enthält  daher  den  atlgemeinen  Ausdruck  für  die 
Grosse  der  zerknickenden  Kraft 

Um  die  Bedeutung  der  Gonstanten  m  zu  erkennen,  hat  man 
fflr  dieselbe  der  Reihe  nach  die  Sahlenwerthe  1,  2,  3,  4  ...  in 
den  obigen  beiden  Gleichungen  zu  subsütuireu  und  gelangt  dabei 
zu  den  folgenden  Resultaten: 


Pflr  ) 


=  1  wird  K  =  —ji — 
-2     „     £_— ^--- 


und  y  - 


y=f 


/»»(-t-)' 
i^)' 


L' 
16it'£S 


„     s,=/».(-^  -j, 

Fig.  260.  welche  man  resp. 
durch  die  Figuren 
267,258,269,260» 
eich  Teranschau- 
lichen  kann.  Die- 
selben zeigen,  dass 
—  abgesehen  von 
den  Grenzen,  wel- 
che durch  die 
Grösse  des  Festig- 
keits-Coefficienten 
bedingt  sind  —  auf 
unendlich  viele  ver- 
schiedene Arten 
der  gebogene  8tab 
durch  die  beiden 
Druckkräfte  K  im 
QleichgewichtszD- 
stande      gehalt«i 


D,gM,zedr,yGOOgIe 
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reap.  zerknickt  werden  kann,  nnd  jedem  dieser  verschiedenen 
FftUe  entspricht  ein  besonderer  Werth  der  Kraft  K.  Der  kleinste 
Werth  .der  zerknickenden  Kraft  entspricht  dem  in  Fig.  257  dar- 
gestellten Falle.  Wenn  daher  nicht  besondere  günstige  Umstände 
Torbiuiden  sind,  durch  welche  der  Stab  veranlasst  wird,  bei  ein- 
tretender  Biegung  eine  der  in  den  übrigen  Figaren  dargestelltes 
Bi^uDgsformen  anzunehmen  —  was  z.  B.  dann  der  Fall  sein 
wfirde,  wenn  einzelne  Punkte  der  elastischen  Linie  verhindert  werden, 
ans  der  geraden  Terbindnngslioie  der  beiden  Endpunkte  seitwärts 
heranssutreten  —  so  wird  die  QrQsse  der  zerknickenden  Kraft  zu  be- 
rechaen  sein  aus  der  Gleichung: 

13)    K^  ""'^ 


L* 


167. 


Fig.  2«. 


PrismitiiclM  Stattg«  mit  liflBMMUtriM  &4m. 
Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gefundene  Gleichung 
zeigt,  dass  die  zerknickende  Kraft  dem  Quadrate  der  Länge  um- 
gekehrt proportional  ist.  Es  wfirde  also  z.  B.  für  eine 
Stange  von  der  Unge  -y  die  zerknickende  Kraft  die 
vier&che  GrOsse  annehmen.  Da  bei  der  zweifach  ge- 
bogenen Stange  (Fig.  258)  das  Biegungsmoment  in  der 
Mitte  der  Stange  gleich  Null  ist,  so  wQrde  man  an 
dieser  Stelle  die  Stange  durchschneiden  und  an  der 
Schnittstelle  ein  Scharnier  einschalten  können,  ohne 
dass  die  SpanuDugszustftDde  der  Stange  dadurch  ge- 
ändert werden.  Man  kann  daber  die  zwei&ch  gebogene 
Stange  auch  betrachten  als  zusammengesetzt  aus  zwei 
durch  ein  Scharnier  verbundenen  einfiacb  gebogenen 
Stangen  und  demgemäss  die  zerknickende  Kraft  für 
dieselbe  ebenfalls  nach  Gleicbung  13)  des  vorigen  Para- 
graphen berechnen,  indem  man  darin  -^-  L  statt  L  setzt 

(Fig.  261).  Ebenso  kann  man  die  dreifach  gebogene 
^u>KB  (^-  259)  als  ans  drd  einfoch  gebc^nen  Stangen  von  der 
Ltoge  -ö-  L  zusammengesetzt  betrachten.  Bei  der  in  Fig.  262  dar- 
gestellten dreifach  gebogenen  Stange  von  der  Länge  I  hat  also  nach 
Glaehtuig  13)  des  vorigen  Paragraphen  die  zerknickende  Kraft 
die  Grösse: 

Bltttr.  Iiifni[cai>lI*GhmDlk.    S^'AniL  12 


D,gM,zedr,yGOOgIe 


Vierter  Abschnitt.   §  i,7. 


1)     E- 


lt^EI 

"  Ihr 


Fig.  2«2 


Fig.  263. 


Da  der  Gleichgetrichtszastand  dieser  Stange  keine  Störung  erleidet, 
wenn  die  untere  H&Ift«  des  anteren  Drittels 
und  die  obere  Hälfte  des  oberen  Drittels 
in  feste  W&nde  eingeBchlossen  werden,  so 
gilt  diese  Gleichung  auch  für  den  in  Fig.  263 
dargestellten  Fall,  und  man  erhält,  indem 
man  -^  L  statt  -^l  setzt,  f&r  diesen  Fall  die 
Gleichung: 

2)    x=i^. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  bei  einer 
Stange,  an  deren  beiden  Enden  die  Tangen- 
tenrichtungen der  elastiBchen  Linie  durch 
Kr&ftepaare  unverändert  erhalten  werden  — 
wie  z.  B.  bei  einer  zwischen  festen  Wänden 
eingeklemmten  Säule,  deren  Endplatteu  an 
die  ebenen  Wandflächen  sich  anl^en  —  die 
zerknickende  Eraft  viermal  so  gross  ist 
als  far  eine  Stange  mit  freien  Enden. 
Für  die  in  Fig.  264  dargestellte  ein&ch  gebogene  Stange  von 
der  Länge  /  bat  die  zerknickende  Kraft  die  Grösse: 


Fig.  2U. 


3)     Z^ 


l' 


Denkt  man  sich  die  untere  Hälfte  der- 
Gelben  in  eine  feste  Wand  eingeBchloBsen, 
so  gelangt  man  zu  dem  in  Fig.  265  dai^- 
etellten  Falle  und  erhält,  indem  man  2L 
statt  l  setzt,  far  diesen  Fall  die  Glelebung: 

welche  zeigt,  dass  hei  der  nur  an  einem 
Ende  eingemauerten  Stange  die  ser- 
knickende  Eraft  nur  den  vierten  Theil 
beträgt  von  derjenigen  Eraft,  welche  die 
an  beiden  Enden  freie  Stange  zerknicken 
würde. 
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§  58. 
Sting«  mH  verlndoriktom  QHWMlMiHa. 
Die  gr&sste  in  einem  bestimmten  QnerechDitte  der  gebogenao 
Stange  stattfindende  Drad^spannnng  kann  betrachtet  werden  als 
BOBammengefletist  ans  zwei  Theilen:  den  ^nen  Theil  bildet  die 
gleichfitrmig  aber  die  ganze  QnerscbDittsfl&cbe  vertheilte  Draok- 
Bpanaang,  welche  die  DmcUcrSfle  K  ohne  Torfaandenaein  einn 
Bi^nng  herrorgebrscht  haben  würden;  den  anderen  Theil  bildet 
die  dem  Biegongsmomente  Ky  entsprechende  grOsate  Biegnngs- 
■pannang,  welche  an  der  concaren  Seite  ebenf&llB  eine  Drask« 
Bpannnng  ist.  Diese  letztere  ist  (nach  g  2,  Gleichung  12)  za  b«- 
ndmen  ans  der  Qleichnng: 


1)   s= 


•  If», 


und   nach   der   in    Fig.  266   gewählten   BezdduraogBweiBe   nimmt 
„.     gu  dimelbe  in  der  Hitt« 


Im  Allgemeinoi 
werden  filr  die  Span- 
nm^  S  in  den  Terschiedenen  Qaerdcbnitten  verst^edene  WerUw 
sich  fli^^Mn.  Es  aoU  jedoch  hier  als  speeieller  Fkll  eine  soldie 
Veiftnderliehkeit  des  Qnerschnitta  Torao^eaetzt  werden,  bä  wel- 
dbm  die  Giflese  S  in  allen  Qoerschnitten  gleiehe  Wertbe  i 
Es  ist  aUo: 


3) 


■K,  =  ^.Kf 


in  dieser  GUifihnng  aUHnongnreis«  den 


ta  setzen,  nnd  wenn  i 
QootientMi; 

4,      *=, 
setrt,  M  tauu  man  dersdbea  aodi  die  fblgsnde  Form  gebra: 

Hr  4»  awaitoa  INfferannilqiMitieatMi  Ton  y,  nadi  «  g-nmiiriB, 
erkllt  mu  hieniaeh  den  Ansdrod: 
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6)    P.'-^P.- 

Wenn  man  nunmehr  die  allgemeine  Differenzialgleichung  der 
elastischen  Linie  (§  56,  GleichuDg  4),  indem  man  darin  t&r  die 
Qrfissen  %  und  y  resp.  die  aus  den  Gleichnngen  4)  und  b)  tu  ent- 
nebmenden  W»the  substituiit,  anf  die  folgende  Form  bringt: 

so  erhält  man  durch  QleichBetzmig  der  in  diesen  letzteren  beideo 

'    dx'  Ek 

StBDge  mit  reeliteckigen  Qiierechnitt«n  von  überall  gleieber 
HShe. 
Wenn    die  Grösse  w  als    halbe  Hohe  des  rechteckigen  Quer- 
schnitts   eine  von  x  unabh&ngige  Constante  ist,    so  kann  man  der 
obigen  Oleichnng,  indem  man  darin  fOr  z  wiederum  den  Werth  — 
anbstitnirt,  die  folgende  Form  geben: 

^'     dx-'~        E 
Durch  Eweimalige  Integration  derselben   gelangt  man  alsdano 
2u  der  Gleichung: 

'  iE  ' 

in   welcher  die  beiden  Integrations  -  Conetanten  C  tind  C,   auf  fol- 
gende Weise  zu  bestimmen  sind: 

Für  X  =  0  wird  X  =  0,  also  ist  C^  =  0, 
KL 


10)    %  =  -^^Cx  +  C^, 


„    x=L    „     %=Q     „ 

Wenn  man  diese  Werthe  substituirt,  so  erhält  man  für  X  die 
Qlelchuog: 

Fär    die  (Mitte  der  Stange   ist  a-  =  -^ L  und  %^%^    zu  setzen -. 
also  ist: 
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Das  Verhftltniss  der  beideo  Ttfigheitsmoaiente  Z  nnd  X,   hat 
demnMli  die  Qr&ase; 

Z^  

%~'  lv     l) 

Wenn  man  hierin  nach  der  in  Fig.  367  und  Fig.  268  gewählten  Be- 
zeichnnDgsweiaedieWertbe: 


13) 


I,  L\        LI 


Fi«.  267. 


.J=t_ 


16)  jr  = 


h=il,  x=^l  —  u 
sabstituirt,  so  nimmt  dieae 
Oleichnng  die  folgende  ein* 
Sichere  Form  an: 

14)     l-i-"~ 
Fig.  288.  "i  * 

and  zeigt,  daes  das  änind» 
riss-Proül  der  Stange  darch  zwei  Parabeln  gebildet  wird  (Fig.  368), 
während  in  der  Anfriss- Ebene,  welche  der  Biegangs-Sbene  parallel 
Toransgesetzt  wird,  dai  Pro&l  eine  reohteckige  Form  bat  (Fig.  267). 
IMe  zerknickende  Kraft  hat  bei  solcher  Form  der  Stange  nach  Qlei- 
«hong  12)  die  GrSsse: 

'     L'  ' 

Stange  mit  qaadratiiehen  oder  kreieförmigen  QaersohnitteD. 
Die  Ürftgheitsmomente  ahnliolier  Querschnittsfigoren  Terhalten 
■Ich    wie   die  rierten  Potenzen    der  QaersctmittsdimensioneD.     Für 
den  vorli^nden  Fall  ist  also: 

^^^  i;  < 
in  seilen,  worin  die  QrOssen  w  and  tD^  entweder  die  halben  Seiten- 
Ungen  der  quadratischen  Querschnitte  oder  die  Halbmesser  der 
Querschnittskreiae  bedeuten.  Die  äleiobung  4)  nimmt  nach  Sub- 
stitution des  aus  obiger  Gleichung  fdr  %  zu  entnehmenden  Werthes 
die  Form  an: 

17)  «=%•«)', 

and  man  erh&lt  aus  derselben  far  das  DifFerenzial  ron  s  den  Ans- 
drack: 

18)  dz  =  i^K*du>. 
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Wenn  mfm  nunmehr  die  Gleichung  8)  auf  heiden  Seiten  mit 
2ds  maltiplicirt  und  liierauf  fBr  die  QrOsse  de  den  obigen  Wertb 
sobatitnirt,  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleidinngen: 

18)     2d*^.  =  — g^.     oder: 


KI)<5)=-¥>--. 


und  erhftit   durch  Integration  der  letzteren,  indem  man  die  Inte- 
grationeconotante  mit  A  beseicliDet^  die  Gleichung: 

Die  QldchsetzQDg  der  auB  den  beiden  GleichODgen  18}  und  21)  für 
dz  in  entnehmenden  AnsdrAcke  fQ3xrt  aledann  zu  der  Gleichung: 

^  w*  '  Etc* 

welcher  man  auch  die  folgende  einfachere  Form  geben  kann: 
w'dw 


23)    dx  =  -l 


indem  mau  statt  der  Constanten  A  eine  neue  Constante  C  einfflbrt 
imd  gleicbzeitjg  abkflrzungsweise  die  conatante  Grosse: 

setzt.    Wenn  man  endlich  die  Gleichung  23)  integrirt  und  mgleicb 

berflcksichtigt ,  dass  fQr  x  ^  0  auch  u>  =  0  sein  mnss,  so  erhftit 

man  die  Gleichung: 

«...                  «     I  /~^         ,  ,        c:  .    /  I  /b\ 

26)    x  = ,—  1/  -j; — w'H ;=  arcsin    wl/  7;  , 

2YbV    b        ^  2bYb         \  y  CJ 

in  welcher  die  Constanten  auf  folgende  Welse  bestimmt  werden 
können.  Für  x  =  L  ist  u':=0  zu  setzen,  und  die  Substitution 
dieser  Werthe  fährt  zu  der  Gleichung: 

26)    i=~^V- 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  den  Werth  u-  =  ^  -^  subsMtntirt, 

Bo  findet  man,  dasa  demselben  der  Werth  x  =  -^L  entspricht, 
und  da  fflr  die  Mitte  der  Stange  w  =  w,  ist,  so  folgt  hieraus  die 
Gleichung: 
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ans  ireleher  man  mit  Benntzan^  das  ans  der  vorhergehenden  fSr 
C  zu  entnehmenden  ÄQsdrncks  für  B  den  Wertb  erhält: 

Wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  25)  snbstituirt,  so  nimmt 
dieselbe  die  folgende  Fonn  an: 


29) 


L  I ,_  w        u  I /- 


und  kann  in  dieser  Fonn  zur  Constructios  des  Längenproflla  der 
Stange  benutzt  werden,  insofern  zn  jedem  willkQrlich  angenom- 
menen Werthe  von  tr  der  EugehOrige  Wertb  von  x  aus  derselben 
berechnet  werden  kann.  Durch  Gleictiaetzang  der  in  den  Glei- 
chungen 24)  und  28)  fQr  die  Constante  B  gefundenen  beiden  Ana- 
drileke  findet  man  endlieh,  dass  die  zerknickende  Kraft  fdr  eine 
so  geformte  Stange  zu  berechnen  ist  aas  der  Gleichung: 


SO)    *=|(^). 


Die  im  Anfange  dieses  Paragraphen  willkürlich  angeDommene  Bedingung 
nach  welcher  die  grSsBte  BiegnngBitpaiinnng  S  in  allen  QtierBchmttcn  der  ge- 
bogenen Stange  dieselbe  OrSvae  baben  sollte,  fahrte  m  dem  Reinltate,  dan 
die  QnenehnittaSäche  der  Stange  nach  den  beiden  Enden  hin  bia  auf  die  GfSeie 
Kall  aboehmeu  mn»,  wu  inr  Folge  haben  wQrde,  das«  die  anaser  jenen  Bie- 
gtingnpuiiiaiigen  noch  Torbandene  gleicbfBnnig  Ober  die  Qnerachnittsflfiehe  Ter- 
tbeilte  Drackspannnng  t^  an  den  beiden  Enden  der  Stange  einen  unendlich 
groiaen  W«th  annehmen  würde.  In  Wirklichkeit  wiid  man  «tatt  dessen  die 
Qa«rsehnittBfliehe  bOcbatens  bis  auf  die  der  practisch  inlöraigen  Drnckapan- 
nung  ft  entsprechende  GrSue  F=i —  abnehmen  lassen  dürfen,  nnd  anoh  in 
diesem  Falle  würde  die  QQltigkeit  der  obigen  Gleichungen  annerdem  noefa  an 
die  Bedingung  gekuQpft  lein :  dass  die  Länge  der  Stange  seht  grosa  ist  im  Ver- 
bältnias  in  ibrer  Dicke,  and  in  Folge  dessen  die  GtSsm  F  beträchtlich  kleiner 
ansnilt  als  der  Qnerachnitt  F,  in  der  Mitte  der  Stange.  Es  ist  daher  —  was 
practische  inwendongen  betriflt  —  den  in  diesem  Paragraphen  gefundenen  Re- 
snltaten  nnr  ein  Terhältniasmässig  geringer  Werth  beiinmeisen,  nnd  bcKbrtnfct 
sieb  derselbe  im  Wesentlichen  anf  das  Ergebniai;  data  anter  obigen  Vorans- 
setnmgea  tit  die  leiknickende  Kraft  bei  der  nach  Gleichang  14)  constrairten 
Stange  etwa  ein  Fünftel,  and  bei  der  nach  Gldchong  39]  constrnirten  Stange 
etwa  ein  Viertel  weniger  in  Becbnang  m  bringen  sein  würde,  als  bei  einer 
prismatischen  Stange  Tom  Qnerschnitte  Fi. 
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Blagungiabene  dM  kl«in*ten  Widtrttandu. 

Nach  §  56  (Gleichong  13)  ist  die  zerknickende  Kraft  propor- 
tional dem  TrflgheitsmomeDte  der  QaerachnittBfl&cha,  bezogen  auf 
deDJenigeD  ihrer  Schwerpankts-DiirchiuesBer,  mit  welchem  die  recht* 
winkelig  zur  Biegnngsebene  stehende  neutrale  Achse  sasammen- 
fUlt.  tJm  also  fflr  eine  prismatische  Stange  den  kleinsten  Werth 
der  zerknickenden  Eraft  zu  berechnen,  hat  man  zuvor  diejenige 
läge  der  Biegungsebene  resp.  der  neutralen  Achse  anfzusuchen,  für 
welche   das  Trigheitsmoment  %  seinen   kleinsten  Werth  annimmt 

Nach  §  101  der  „analytischen  Uechanik"  ist  das  Trägheits- 
moment der  QnerschnittsflSche  in  Bezug  auf  einen  beliebigen 
Schwerpunkts-Durchmesser  derselben  zu  berechnen  ans  der  Glei- 
chung: 

1)     %^  Äco8a'-\-  B  sin  a*, 
in  welcher  A  und  B  die  Haupttr&gheitsmomente  bedeuten,    d.  h. 
die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  beiden  in  die  Quersehnitts- 


Fig.  26». 


ebene  fallenden  Hauptachsen 
SXund  SY  (Fig.  2e9).  Pflr 
a  =  0  wird  %  =  Ä,f&T  a=90" 
wird  X  =  £,  und  die  gra- 
phische Darstellung  des  Ge- 
setzes, nach  welchem  die  Grösse 
-,=  =  SL  mit  dem  Winkel  a 

Y% 

sich  ändert,  bildet  eine  Ellipse 
(analytische  Mechanik,  §  102), 
Hieraus  folgt,  dass  das  kleinere  von  den  beiden  Haupttrftgheits- 
momenten  zugleich  den  kleinsten  Werth  bildet,  welchen  das  Trftg- 
heitsmoment  X  überhaupt  annehmen  kann. 

Wenn  die  beiden  Hauptträgheitsmomente  einander  gleich  sind 
—  wie  z.  B.  bei  quadratischem  oder  kreisförmigem  Querschnitte  — 
so  haben  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  verschiedeoeu 
Schwerponkts  -  Durchmesser  sämmtlicfa  dieselbe  Grösse,  und  die 
TrSgheits-Ellipse  geht  för  diesen  Fall  in  einen  Kreis  über.  Die  bei- 
den Hauptträgheitsmomente  des  rechteckigen  Querschnitts  (flg.  8) 
haben  die  Werthe: 

,       bh'  o      AM 


12' 


ß  = 


12' 
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und  es  wircl  —  je  naehdem  entweder  i  >■  A  oder  6  <;  Ä  ist  ^  im 
eratereD  Falle  Ä,  im  letitereo  Falle  B  den  kleinsten  aller  Werthe 
von  %  bildeo. 


Fig.  270. 


1..-. 


Der  in  Fig.  270  dargestellte 
Fall  des  symmetrischen  kreaz- 
fOrmigen  QQerschnitts  ist  wie- 
dernm  ein  Fall,  bei  welchem 
die  beiden  Haupttragheitsmo- 
mente  einander  gleich  sind. 
b  Die  Trägheitsmomente  haben 
daher  fär  alle  in  der  Qner- 
schnitts-Ebene  liegende  Schwer- 
punkts -  Achsen  die  gemein- 
schaftliche QrOsse: 

-,       65«      Hb*      6*       . 

^  =  -^^-\--,-R 771.   oder: 


2)  % 


12   ^   12 


12' 


B'\ 


Wenn  das  Verhältniss  -^  sehr  klein  ist,  so  kann  man  statt 
denen  annfthemd  auch  setzen: 
3,    .  =  M!. 

Der   in   Fig.  271   dargestellte   Winketeisen- Querschnitt    kann 
anter  dieser  Voransaetzung  als  die  eine  Hälfte  jenes  Kreuzes  be- 
trachtet werden ;  folglich  hat 
"""  ""'  das  Trägheitsmoment  des- 

selben in  Bezng  auf  jede 
darch  den  Pankt  0  gelegte 
Achse  (I.B.  OX' oder  07) 
die  Grösse: 

4)  %  =i^^^. 
V    •«■•-    24  3 

Der  Fl&cheninhalt  des  Qaer- 

Bcbnitts  hat  die  GrOBse.F= 

}H=2iA;  man  kann  daher 

auch  setzea: 

•6)    !£.=    .- 
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um  das  Träghettsmomeot  in  Besag  auf  die  der  Achse  OX' 
parallele  Schwerpunkts-Ächse  SX  (als  eine  von  den  beiden  Haupt- 
Achsen  des  Schwerpunktes)  zu  erhalten,  hat  man  (nach  §  103  der 
„analytiBchen  Uecbanik")  von  obigem  ^Werthe  das  Product  aus 
der  Fl&che  in  das  Quadrat  des  Abstandes  der  beiden  AcbseD  ta 
Bnbtrabiren;  also  ist: 


6)    A-- 


Fh> 


Die  Achse  S¥  ist  die  andere  Hauptachse  des  Schwerpunktes;  folg- 
lich hat  das  andere  Haupttr&gbeitBmoment  den  viermal  so  grossen 
Werth: 

7)    B  =  %=If. 

Die  BieguDgsebene  des  kleinsten  Widerstandes  fällt  also  mit 
der  Halbirongsebene  des  rechten  Winkels  zusammen;  die  recht- 
wiukelig  zu  derselben  stehende  Achse  SX  bildet  die  neutrale  Achse, 
und  um  die  kleinste 
Fig.  278. 


Fig.  272. 


zerkDickende  Kraft 
zu  berechnen,  hat 
man  in  Gleichung  1 3) 
des  §  66  für  das 
Tr^beitsmoment  Z 
den  in  Gleichung  6) 
angegebenen  Werth 
zu  substituiren. 

Da  bei  dem  kreuzförmigen  Querschnitte  die  Grösse  %  unab- 
hängig ist  von  der  Lage  der  neutialen  Achse,  so  ergeben  sich  (nach 
§  2,  Gleichung  12)  fQr  die  dem  Bi^angsmomeDte  3R  entsprechen- 
den Bieffungsspannuneen 
Flg.  «4.  Fig.  216.  ^^  j„  -^  j,g  2,2  „„ä 

Fig.  273  dargestellten 
Lagen  des  Querschnitts 
resp.  die  Wertbe: 

8)     S=»-f, 

und  da  w'  =  tc  y^2  ist,    so   folgt  hieraus,   dass  der  Balken  von 
kreuzförmigem  Querschnitt  bei  der  in  Fig.  272  dargestellten  Lage 
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«ine  Tra^higkeit  besitzt,  welche  y^2-mal  so  gross  ist  als  bei  der 
in  Fig.  273  dargestellten  Lage. 

Auf  gleiche  Weise  überzeugt  man  sich,  dass  der  Balken  von 
quadratischem  Querschnitt  bei  rerticaler  und  horizontaler  Lage  der 
Qnadratseiten  (Fig.  27i)  V^2-n)al  soviel  Belastung  tragen  kann 
sii  bei  der  nm  45  Qrad  geneigten  Lage  (Fig.  276). 


Wenn  man  sich  in  Fig.  256  durch  die  Mitte  der  von  den  bei- 
den   Druckkrllften  K  im   gebogenen    Zustande   geb&ltenen   Stange 
rechtwinkelig  zur  Achse  derselben  eine  Schnittfläche  gelegt  denkt, 
so   erkennt   man,    dass,    um  den  Gleichgewichtszustand   der  einen 
Stangenhälfte  wieder  her- 
Fig.  270.  znetellen,  an  der  Schnitt- 

fläche die  zwei  Kräfte- 
Systeme  würden  ange- 
bracht werden  mässen, 
welche  in  Fig.  276  und 
Fig.  377  getrennt  ange- 
geben sind.  Das  eine 
besteht  in  den  gleich- 
förmig Aber  die  ganie 
Qaerachnittsfläche^ver- 
theilten  Druckspannun- 
gen, deren  jede  pro 
Piacbeneinbeit  die  QrOsse 
hat: 

K 


1)     S,=-^ 

Das  andere  wird  durch 
die  dem  Biegungsmo- 
mente Ky  entsprechen- 
den Biegnngsspannnngen 
gebildet;  diese  letzteren 
sind  ungleicbf&rmig  über 
die  Querschnittsfläche 
vertheilt,  bilden  an  der  concaven  Seite  ebenfalls  Druckspannungen, 
und  die  grOsste  derselben  hat  pro  Flächeneinheit  die  GrOsse: 
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2)     S,  =  ^-K/. 

Für  das  VerhMtniss  dieser  zwei  DruckspaDDangec   erglebt  sieb  ans 
den  obigen  beiden  Gleichungen  der  Werth: 

Die  grOsste  in  dem  Qaerachnitt«  überhaupt  anbetende  Drack- 
spannnng  pro  Fläobeneinheit  setzt  sich  aus  den  beiden  Theilen  S^ 
und  £ij  zusammen,  hat  also  die  GrO&se: 

Wenn  /^O  wÄre,  so  würde  auch  S,  ;^0  sein,  d.  h,  wenn 
die  Stange  gerade  geblieben  wäre,  so  würde  die  grOsste  Drnck- 
spanoang  gleich  S^  sein.  Durch  das  Hinzutreten  der  Biegung 
wird  die  grösate  Druckspannung  von  S,  bis  auf  die  Grösse  S  ver- 
grOssert;  das  Yerbältnlsa  dieser  YergrOsserung  hat  demnach  die 
Grosse: 

')  "=|-='  +  |-' 

und  wenn  man  hierin  für  den  Quotienten  ~-  den  in  Gleichung  3) 

gefundenen    Werth   substituirt,    so    erhält    man    fSr   dasselbe   die 
Gleichung: 

6)  »=1  +  ^- 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  kann  man  für  jede  gf^bene  GrOsse 
dee  Biegungspfeiles  /  den  zugehörigen  Werth  der  VerbUtnisszahl  it 
berechnen,  worauf  dann  die  grdsste  Dmckspannung  selbst  berechnet 
werden  kann  ans  der  Gleichung: 

7)  S  =  n-S.=«.-f. 


§  61. 
CoiMclanl  dai  Widarttindai  gegen  Ztrknidien. 
iHe  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gefundene  Glei- 
choDg  würde  man  —  wenn  der  für  die  Verhfiltnisszshl  m  anzn- 
nehmende  Werth  bereits  bekannt  wSre  —  auch  zur  Berechnung 
der  erforderlichen  Querschnitbsgr&sse  F  benutzen  kOnnen.  Za 
diesem  Zwecke  wSrde  man  für  die  grösste  Druckspannung  8  die 
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QrOsse  der  practisoh  zulfisaigen  Drackspanoang  einzusetzen  und 
die  Gleichung  für  F  auf^QlOseo  haben ;  man  erhSlt  dann  die 
Oleichnng: 

1)    F^       ^ 


(1-^) 


Diese  Oleicbung  zeigt,  dass  das  Hinzutreten  der  Biegungs- 
Spannongen  genau  denselben  Ginfluss  bat,  welchen  bei  der  gerad- 
linig bleibeoden  Stange  eine  Terminderung  der  practisch  zulässigen 
Druckspannung  bis  auf  den  ft-ten  Tbeil  ihrer  Qrßsse  haben  wfirde. 
Hau  kann  daher  die  BBstimmung  der  erforderlichen  Querscfanitte- 
grtase  fOr  eine  in  ihrer  LangenrichtQDg  gedrQckte  lange  dtlnne 
Stange  auch  in  der  Weise  ausführen,  dass  man  —  die  Möglich- 
keit einer  Bif^ng  ferner  ganz  unberücksichtigt  lassend  —  statt 
der  wirklichen  practisch  zulässigen  Spannung  nur  den  n-ten  Theil 
dereetben  in  Rechnung  bringt. 

]>a  bei  einer  mathematisch  genau  geradliniges  Stange,  auf 
welche  lediglich  Druckkrftfte  in  ihrer  Ächsenrichtung  wirken,  keine 
Veranlassung  zum  Abweichen  von  der  geradliuigen  Form  vorliegt, 
so  kann  die  Zahl  „n"  als  eine  Art  von  Sicfaerheitscoerflctent  auf- 
gefasst  Qud  als  solcher  der  „CoefScient  des  Widerstandes  gegen 
Zerknicken"  genannt  werden.  Wie  die  Wahl  der  practisch  zulässigen 
Spannung  innerhalb  gewisser  durch  die  Festigkeits- Eigenschaften 
des  Materials  bedingter  Qrenzen  mehr  oder  weniger  der  Willkflr 
des  Constmirenden  überlassen  bleiben  moss:  so  kann  auch  hinsicht- 
lich der  Wahl  des  Ckiefficienten  „n"  eine  bestimmte  allgemein  gäl- 
tige Begel  nicht  voi^eschrieben  werden.  Man  wird  fär  denselben 
im  Allgemeinen  einen  um  so  grosseren  Werth  in  Rechnung  za 
bringen  haben,  je  grosser  die  Länge  der  Stange  im  TerhUtniss  zu 
ihren  Qnerschnittsdimensionen  ist,  und  in  zweifelhaften  Fällen  wird 
es  sich  empfehlen,  lieber  einen  zu  grossen  als  einen  zu  kleinen 
Werth  für  denselben  zu  wählen. 

Aus  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  erkennt  man,  dass 
die  Zahl  n  von  der  Grosse  des  angenommenen  Bisguogspfeiles 
abhängt  und  mit  letzterem  zunimmt.  Es  kann  daher  der  oben 
gestellten  Fordemng  auch  durch  passende  Wahl  der  Grosse  / 
Genfige  geleistet  werden.  Ffir  diesen  Bi^nngspfeil  lässt  sich  auf 
folgende  Weise  ein  oberer  Grenzwertb  auf&iden,  in  Bezug  auf 
welchen  man  behaupten  darf;  dass  bei  genügender  Stärke  der 
Stange  in  Wirklicfakeit  niunals  eine  Durchbi^ng  entstehen  wird. 
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bei  welcher  der  Hebelarm  der  Kraft  K  jeoen  Grenzwerth  erreichen 
kfinote. 

Denkt  man  sieb  auf  die  in  Fig.  278  angedeutete  Weise  durch 
die    beiden    zerknickenden  Kräfte  —  welche   nach  g  56  bei   jeder 
Qröase  des  Bi^ungs- 
Fig.  2TS.  pfeiles    die    gebogene 

Stange  im  Q-Ieichge- 
wichte  zu  halten  im 
Stande  sind  —  die 
Stange  in  einen  sol- 
chen Biegungszustand  versetzt,  bei  welchem  allein  die  Bi^uogs- 
spannung  schon  die  Elasticitätsgrenze  erreicht,  so  erkennt  man, 
dasa  der  aus  dieser  Annahme  fQr  die  GriJsse  /  hervorgehende  Werth 
jedenfalls  grßsser  sein  wird,  als  bei  der  mit  genägendem  Sioherheits- 
grade  constmirten  Stange  derselbe  in  Wirklichkeit  jemals  werden 
dürfte,  da  in  letzterem  Falle  die  wirkliche  Maximalspansang  wegen 
Hinzukommens  der  gleichförmig  über  die  QuerschnittaflUche  ver- 
Üieilten  Druckspannung  die  Elasticitfitegrenze  schon  flberschreiten 
wärde.  Den  gesuchten  Werth  von  /  kann  man  demnach  berechnen 
aus  der  Biegnngagleichung: 

indem  man  darin  für  t^  die  Druckspannung  an  der  Elasticit&tsgrenze 
setzt.     Das  YerhäUniss; 

bedeutet  alsdann  das  der  Elasticit&tsgrenze  entaprediende  Yerkfir- 
Eungsverhältniss,  und  dem  aus  der  obigen  Gleichung  fOr  die  QrOsse  / 
EU  entnehmenden  Ausdrucke  kann  man  hiernach  die  folgende  Form 
geben: 

4)    f  =  ^^- 

Nach  Substitution  desselben  erhält  man  für  den  Coefficienten  n  ans 
Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  den  Werth: 

D&  die  Wahl  des  aDinaehmendeD  Biegongspfeilea  immer  tli  eine  mehr 
oder  ireniger  «illkOrUehe  aDZDBeheo  ist,  so  duf  man  fQr  die  OrOtee  /  dliie 
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I   rt«tt  des   oben  «ngeDommeneD    Kocfa    eiDen    andereo    noch   etwu 

grOtseren  Weith   «fibten,   in   wolchem    mu   auf  folgendem   Wege   gehngt. 

Weun  maD  sieb  die  Stange  an  allen  Stellen  gleicb   stark  gekrUmiDt  denkt 

—  in  welchem  Falle  also  die  ela- 


Pig.  279. 


etiache  Linie  ein  Ereisbogen  wird  — 
nnd  iDgleicb  wiederum  eine  solche 
ErQmmnng  voTantBetit,  bei  welcher 
die  grSsate  BiegangBepanniiDg  die 
GluticitfitEgrenze  erreicht,  so  wird 
der  entspreflbende  Erümmnogshalb- 
messer  der  «lastiBchen  Linie  naeb 
Fig.  279  in  berechnen  sein  aoa  der 
Gleichung: 
6)     i-(«-»)^£.-»,    ^.„ 


nnd    fBr  die   PfeilhOhe    des   Kreis- 
bogeni   erhSlt   man  nach  Fig.  280, 

indem  mwi  den  Unterschied  swiechen  der  SeboenlSoge  and  der  Bogenlfinge 

Temachliaeigt,  die  Qleicbnng: 


Fig.  280. 


7)      [-^L)=%p/-p, 

an<  welcher  man  nach  TJnterdrDcknng  des 
als  Terbiltnissmäisig  sehr  klein  in  be- 
trachtenden Gliedes  /*,  mit  Benntinng  dei 
oben  fQr  p  gefundenen  Ansdracks,  den 
Werth  berechnet: 

8>     /-^--"' 


8p 


8» 


Nach  SnbetltQtiDD  desselben  erhält  m«n 
ans  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen 
für  den  Coefßcienten  n  den  Aosdniclt: 

•)  —+^. 

welcher  toq  dem  oben  in  Gleiebnng  &]  gefandenen  Ausdrucke  nnr  dadurch 
■ich  unterscheidet,  dasi  der  Nenner  des  iweiten  Gliedes  statt  des  numerischen 
Factors  „ic<"  den  Factor  „8"  entbilt. 


BerNtunwi  der  MierderllchMi  Quertcknltts-DlMensiiinen  fSr  eine  in  Ibrtr 
LlngenrlchtMig  gadrDckte  pritmalUcli«  Stange. 

Bü  den  Anwendnn^n  der  im  Torigen  Paragraphen  gefandenen 
Glei^nngen  kann  man  —  ja  nach  der  gewühlten  Form  des  Qner- 
BchniUa  —  drei  Terichiedeoe  Gruppen  von  Fallen  unterscheiden. 
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Ala  ReprSseDtant  der  erstea  Qrappe  kann  der  qnadratasche 
Querschnitt  gelten,  bei  welchem  es  sich  nar  um  die  Bestlmmtiiig 
einer  uDbelannteD  Grosse  handelt,  und  diese  Bestimmang  direct 
aiisgefflhrt  werden  kann.  Wenn  mit  S  die  Seitenlänge  des  Qua- 
drates bezeichnet  wird,  so  ist; 

ff* 

''='''•    «=w 

zu  setzen,  und  ans  Gleictmng  9)  des  vorigen  Paragraphen  e^ebt 
sich  fOr  den  Coefßcienten  n  der  Werth: 

■*"  2ff» ' 

Nach    Substitution   dieser   Wertbe    nimmt    die   Gleichung  1)    des 
vorigen  Paragraphen  die  Form  an: 


1) 


2fl« 

und  man  erh&lt  durch  Auflösung  derselben  für  die  gesuchte  Otdsse 
H  den  Werth: 

Für  Schmieileieeii  wüide  5=9  Eil.  und  9  =  annnn  *"  BBtiöD  sein. 
Wenn  mau  feiner  L  =  2000'>>°>  und  K=  10000  Eil.  setzt,  ao  erh&lt  man  aas 
obiger  Gleichung  fOr  die  Seitenlange  des  quadratischen  QnerMhnitta  den 
Werth  if=  60"™,8. 

Auf  dieselbe  Weise  würde  man  bei  der  Berechnung  des  kreis- 
farmigeo  Querachnitts  su  ver&hren  haben.  Wenn  mit  D  der 
Durchmesser  desselben  bezeichnet  wird,  so  ist: 

ZU  setzen,  und  man  erhält  die  den  Gleichunges  1),  2),  3)  daaiog 
gebildeten  Qleichangen: 


4)    «=1  + 


D' 


.)  I^.=4(i+^-^), 


"-V^+^i:^'^ 


UKL' 


Wenn  man «iedertini  5  =  6  KUn  *=  2>)7Si7r'  ^=KWO''^i -8^=10000 Kil. 
seilt,   so   erhält    man    fQr   die    erforderliche   Dicke   der   Stange   den    Werth 
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Als  BepTfiBentant  der  zweiten  Gruppe  voa  Fällen  kann  die 
in  flg.  281    dargeetellte  Querechnittsform  gelten,    bei   welcher  es 
„     aat  Bich   am    die  Bestimmung  von  zwei   unbe- 

kuinten  GrOsaen  handelt,  und  diese  Bestim- 
mung aafindirectem  Wege  ansznfahren  ist 
Man  erkennt  schleich,  dass  in  diesem  Falle 
eine  von  den  beiden  Querschnitts- Dimensio- 
nen H,  h  willkOrlich  gew&hlt  werden  darf, 
und  dass  alsdann  t&r  die  andere  stets  ein 
Werth  sich  nachweisen  Ifisst,  welcher  den  vor- 
geschriebenen Bedingungen    Genüge   leistet. 
So  z.  B.  würde  man  willkürlich   h  ==  0  setzen  dürfen  und  würde 
alsdann  für  H  wieder  den  in  Gleichung  3]  gefundenen  Werth  er- 
halten. 

Hau  kann  statt  dessen  aber  auch  für  den  SicherheitscoefHdenten 
„n"  einen  passend  scheinenden  Werth  willkürlich  annehmen  und 
nachher  die  beiden  Qnerechnitts-Dimensionen  so  bestimmen,  dass 
jener  ßr  „n"  angenommene  Werth  als  der  richtige  sieh  erweist. 
Nach  E^.  281  ist  für  den  vorliegenden  VaXl: 

.=  H.-*.,   ^^?^ 

cu  setzen,  und  die  Gleichung  9)  des  vorigen  I^ragraphen  nimmt 
nadi  Substitution  dieser  Wertbe  die  Form  an: 

,    ,    U(H*  —  h*)f         ,  ,    ,        3JL» 

Hit  Zuziehung  der  Gleichung  1)  des  vorigen  Far^rapben  erbftlt 
man  hiemach  die  beiden  Gleichungen: 

8)        B'  +  h':  ^'^" 


9)     B'  —  h>  = 


2(«-l)' 
rtE 

S  ' 


ans  denen  fQr  die  beiden  anbekaonten  QrOasen  die  folgenden  WerUie 
eicli  er^ben: 

10)  M=i^jnnv!^ 

'  4(»— 1)^  28  . 
'  4(>i— 1)       28  ' 
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Wenn  mkn  t.  B.  wfllk&rlieh  n=l,&  Mtit  und  im  UebrifreQ  die  in  den 
Torigen  ZthlenbeiBpielen  uigenoinmeDeD  Werth«  baibehält,*  m  findet  nun  als 

Qaerecbnitts-Dimensionen : 

Auf  dieselbe  Weise  wfirde  auch  der  Fall 
des  riDgfJtrinigen  Qaerschnitts  (Fig.  283) 
EU  behandeln  sein,  fUr  welchen: 


in  setzen  ist,  nnd  die  den  Oleichnn^en  7)  .  .  .  11)  analog  gebildeten 
Qleichnngen  sich  ergeben; 

Si" 


12)     n  =  1  + 


D'  +  d" 

13)  D'  +  d'=-^^ 

n —  1 

14)  D'-d'=^. 


1/    6L'  2nK 

~r    n  —  i  IT  Ä  ■ 


16)  d- 

Mit  Beibehkltnng  der  oben  angenommenen  Zahleowertbe  wDrde  man  hier- 
naeb  für  den  ringfSnnigen  Qaenchnitt  die  Wertbe  erbkitea: 
D  =  87'n'»,l,  d  =  68»™,4. 

Ffir  den  in  fig.  283  dargestellten  krentfnrmigen  Querschnitt, 
welcher  als  Bf^träsentaiit  der  dritten  Gruppe  von  Fällen  zu  be- 
trachten ist,  kann  man  den  ffir  die  Grj>3sen  F  nnd  %  einzasetcen- 
den  Ausdrücken: 

17)  F  =  2bh  —  b', 

18)  ^-12   +-[2-       12- 

indem  man  abkfirzangsweise  das  VerhUtniss  —  =  o    setzt,    auch 
die  folgmden  Formen  geben: 
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19)  F. 

20)  X 


=  2»»(l- 


12 


(1- 


-»•)• 


Wenn  man  diese  Wertbe  in  Gleichung  9)  des  vorigen  raragraphen 
Bobatitiiirt  und  dieselbe  nadiher  fQr  A  anfltat,  so  erhält  man  die 
Gleichungen : 

21)    n=l+3»-"''*' 


»  Vi+Bi—n».'' 


22)  ,^.]/(j^){j^:). 

Fflr  den  Coefficient«n  „n"  darf  man  wie  be( 
der  vorigen  Gruppe  tod  Beispielen  einen 
passend  scheinenden  Werth  willkflrlicb  an» 
nehmen,  worauf  dann  aneh  die  Grtase: 

23)     F^n.^ 

als  eine  gegebene  Grtase  betrachtet  werden  darf.  Man  kann  als- 
dann ans  Gleichnng  22),  indem  man  darin  vorUnfig  t>  =  0  setzt, 
den  Anniherungswerth : 

und  ans  GMehnng  17),  indem  man  dieselbe  f^  b  aaflOst,  den 
ngehOrigen  Werth: 

25)  b  =  h—Yh*  —  F 
bereohoen,  womit  dann  Et^Ielch  fttr  das  Yerb&ltnisi  v  ein  An- 
nlheniDgswerUi  gefanden  ist  Hit  Benntsang  des  letsteren  findet 
man  nasmehr  aas  Gleichoog  22)  den  genaueren  Werth  ron  „h" 
nnd  ans  Gleichung  26)  den  genaueren  Werth  von  „&". 
~  Hit  Belbehaltnng'  der  in  den  TOrigen  Beiepielen  rnnginommeneB  Zahlen- 
werthe  findet  mut  bei  Anwendang  des  obigeo  Terffthreni  sinlcbit  di<  Air- 
nKhemigsireTthe! 


nnd  indem  mui  mit  Benutning  dee  niuiDiebT  bekiuntAD  Werthei  t>  = 
=  0,0709  die  KachDong  wiederholt,  fladet  man  die  genaueren  Wertbe: 


a,ft 

'  184 


=  181"™  ,5. 


=  10» 


Fflr  den  in  Fig.  371   dargestellten  WinkeleisenquersahniU  i«t 
(nach  §  69,  Gleicbnng  6): 

26)    -       ^*" 


1  = 


24 


la' 
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ZU  setzen,  und  nach  SubstitutioD  dieses  Werthea  fbdet  man,  das» 
unter  den  in  §  Ö9  gemachten  Yoraussetzungen  die  oben  filr  den 
krenzf^migen  Querschnitt  gefundenen  Gleichungen  24),  2&)  auch 
bei  der  Berechnung  des  Winkeleisesquerschnitta  angewendet  wer- 
den dfirfen. 

Wenn  z.  B.  die  Unge  der  Winkeleisenatmoge  2  Metar  beträ)rt  und  die- 
selbe einen  in  der  Längenrichtniig  wirkenden  Drnck  von  lOOOO  Sil,  »ufin- 
nehmen  hat,  to  wQrde  man  demselben  die  Qnericlinitts-Dimeniionen  h  =  184"" 
j  —  gmmj  (^oAei  aach:  A  =  131"'n,5,  6  =  10"™)  in  geben  haben. 


Anwendungen  auf  Gitter-  und  B1ech4rllckwi< 
Aus  der  in  vorBtehenden  Paragraphen  entwickelten  Theorie 
des  WiderstandeH  gegen  Zerknicken  ergiebt  sich,  dass  die  im  dritten 
Abschnitte  ausgefOhrten  Rechnungen  —  insbesondere  diejenigen, 
welche  die  Mateiialmenge  der  Qitter-  oder  Blech- Wand  betreffen  — 
überall  noch  einer  Correction  bedfirfco,  insofern  bei  der  Querschnitte- 
Berechnung  der  in  ihrer  Längenrichtnng  gedrfickten  Gitterstftbe 
statt  der  sonst  practisch  zulässigen  Druckspannung  „jS"  stets  der 

kleinere  Werth    --     hätte  in  Bechnung   gebracht   werden  mOssen. 

Man  wird  deshalb  bei  allen  practischen  Anwendungen  Jener  Be- 
rechnungsmethode  für  den  in  §  39  mit  „A"  bezeichneten  Goefficient«n 
etatt  des  dort  angegebenen  Werthes  einen  anderen  etwas  grosseren 
Werth  einzusetzen  haben,  dessen  Berechnung  auf  folgende  Weise 
ausgeführt  werden  kann. 

Man  kann  sich  —  wie  in  §  39  bereits  erkl&rt  wurde  —  die 
Blechwand  aus  einer  Qitterwand  entstanden  denken,  indem  mau 
die  Anzahl  der  Gitterst&be  bei  entsprechender  Temindernt^  ihrer 
Abstände  allmäblich  grosser  werdend  und  nachher  die  s&mmtllchea 
St&be  EU  einer  massiven  Wand  zusammengeschweisst  sich  deuMr" 
So  konnte  man  such  umgekehrt  die  Blechwand  wiederum  in  eine 
Gitterwand  verwandeln,  indem  man  die  Blechwand  ihrer  Dicke  nach 
in  zwei  Theile  zerschneidet  und  jeden  dieser  beiden  Theile  durch 
Parallelscbnitte  in  Streifen  zerlegt,  welche  dann  aU  die  Stäbe  der 
Gitterwand  betrachtet  werden  kOnnen.  Diese  Zerlegung  wfirde  man 
auch  auf  die  in  Fig.  28i  und  Fig.  285  angedeutete  Weise  aus- 
führen und  dabei  annehmen  k&nnen,  dass  die  aus  dem  mittleren 
Theile  geschnittenen  Parallel -Streifen  die  in  ihrer  Längenrichtung 
gezogenen  Gitterstftbe  darstellen,  während  die  beiden  äusseren 
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Tlieile  xnsammengeiioiDnien  das  Material  zu  den  iu  ihrer  Längen- 
riehtang  gedrSckten  Oitterstaben  liefern.    Wenn  man  ausserdem 

noch       annimmt, 

Fi,.  384.  Flg.  286.     ^  j^,   ^^^    ^^^ 

/"  Streifen  -  STsteme 

einander  recht- 
winkelig durch- 
kreuzen ,  80  ist 
DBcb  der  in  den 
Figuren  uigewen- 
deten  Bezeich- 
nuDgsweise  der 
Querschnitt  tdnes 
der  gezogenen 
Streifen  gleich 
^1 .  X  sin  a,  und  der  Querschnitt  des  zogebfirigen  gedrttckten 
Streifenpaares  gleich  ß, .  X  cos  a  zu  setzen.  Man  erh&lt  also  — 
indem  man  wiedemm  das  am  Schlüsse  des  §  3d  erklärte  Verfahren 
anwendet  —  zur  Bestimmung  der  Grössen  ß,  und  ß,  die  beiden 
OMcbni^en: 

V\  V 

1)     S-ß|Xsina  =  — r-*C08a,   oder:   "    - 


— -ßjXCOS«: 


flino,    oder:    ß,  = 


Shtga  ' 

nViga. 

8h 


För  die  ganze  erforderliche  Blechstärke   ergiebt   sich   hieraus 
der  Werth: 


3) 


^=^(^+«'«»)-| 


Id  dieser  Gleichung  hat  man  fSr  den  Winkel  a,  welchen  die 
gexogenen  Streifen  mit  der  Horizontalen  bilden,  denjenigen  Werth 
einzusetzen,  fSr  welchen  ß  ein  Minimum  wird.  Man  findet  diesen 
Werth,  indem  man  den  Differenzialquotienten  der  eingeklammerten 
Function  von  a  gleich  Nall  setzt,  ans  der  Gluchung: 


4)    0=- 


1 


tga  = 


1 


y^' 


und  eriiftlt,  indem'  man  denselben  in  Gleichung  3)  substitnirt,  für 
ß  dm  Wuth: 

5)    ^  =  ^.2Yii. 
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WeDD  die  Blechwand  an  den  Biegungsspannungen  nicht  tbeil- 
nebmrad  ansschliesslich  AbecheerungBwiderst&nde  in   leisten  fa&tte, 
80  wflrde  (nach  §  39)   die   erforderliche  Stfirke   derselben   zu  be- 
nebnen sein  aua  der  Gleichung: 
V 


6) 


SA 


Fflr  das  in  §  39  mit  „jb"  bezeichnete  VerhUtnise  der  beiden 
OrösBen  ß  und  b  ergiebt  eich  hiemach  der  Werth: 

7)    A=i-  =  2/»r. 

0 

'■    Die  gedrückten   Streifenpaare   haben   die  Länge  ,  mid 

da  die  beiden  Theile  eines  Paares  durch  das  zwischenliegende 
Uaterial  der  gezogenen  Streifen  mit  einander  verbunden  sind,  so 
darf  man  den  CoefGcieoten  „n"  auf  dieselbe  Weise  berechnen  wie 
bei  einer  Stange,  deren  Querschnitt  ein  Bechteck  von  der  HObe  ß 
ist.     Hiemach  erhalt  man  aus  der  ersten  Glei^nng  des  §62,  in- 

dem    man  darin statt   L  und    ß    statt  H  setzt,    för   den 

cosa 

Goeffiräenten  n  den  Werth: 

3  8A» 


Wenn  man  hierin  für  die  GrOsse ^  den   aus   Gleichung  4)   zu 

entnehmenden  Ausdruck: 

9)     — ^  =  1-1- tg «•=!+-- 
subsütuirt,  so  nimmt  die  obige  Gleichang  die  folgende  Form  an: 

und  man  erhalt  durch  AuflftsUDg  derselben  für  h  den  Werth: 


,,,  1  /,    ,   386^   ,   1/35*"  ,    l  f,    ,   38*"\' 

Uittelst  der  Gleichungen  6),  7),  II)  kann  man  nunmehr  die 
Grösse  ß  auf  folgende  Weise  bestimmen.  Uan  berechnet  zunächst 
aus  Gleichung  6)  den  Werth  von  b  und  findet  dann  aus  Gleichung  7), 
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indem  nuui  darin  proriaorlseh  n  =  1  setzt,  zunächst  einen  Annfthe- 
rung9irerth  fax  die  GrOsse  ß.  Den  anf  eolcfae  Weise  gefundenen 
Annfthsningawerth  ffir  ß  BabBÜttiirt  man  in  Qleicbung  11)  und 
findet  daraas  einen  genaueren  Werth  f&r  n,  worauf  man  nunmehr 
den  genaueren  Werth  von  ß  aus  Gleichung  7)  berechnen  und,  wenn 
mao  will,  die  Correctton  vHederholen  kann. 


§  64. 
Abiettang  •fn«r  praotltehm  Fora»!  Mr  dla  Starke  dar  Bleohwind. 

Da  es  eich  bei  der  obigen  Untersuchung  nur  um  die  AblM- 
tnng  einer  Ann&hermigsformel  handelt,  so  darf  man  sich  —  am 
das  am  Schlosse  des  vorigen  Paragraphen  erklärte  etwas  umständ- 
liche Verfahren  zu  nmgehen  —  die  Zerlegung  der  Blechwand  auch 
anf  die  in  Elg.  286  und  Fig.  287  angedeutete  Weise  ausgeführt 
denken,  bei  welcher 
Fiir-  28«.  Fig.  287.  für   die    gedrftck- 

_.<"  ten    streifen     eine 

/'  i  verticale    Lage 

iA  ;:^''  ,,''  'i0j^~^    angenommen       ist. 
Für  den  Querschnitt 
eines  der  gedrfick- 
ten      Streifenpaare 
ergiebt  sich  bei  die- 
ser   Zerlegung    der 
Werth  ßt  .\,  wäh- 
rend der  zugehörige 
gezogene   Streifen 
wie  beim  vorigen  Falle  den  Querschnitt  ß, .  X  sin  «  hat.    Man  er- 
hält  hiemach   die   den  Qleichongea  1),  2),  3)   des   vorigen  Para- 
graphen analog  gebildeten  Gleichungen: 

V\  ^ 

1)     SßiXaina^-j^^^ij^,     oder; 


heosa ' 


2) 


S 


p,x  = 


r\ 


tg  a,    oder:    ß,  = 


ShaaaGMa  ' 
«Ftg» 

Sh       • 


3)    S  =  ß.  +  {t,= 


4)    p  = 


Sh  \tga 


Sh  l  Bin  a  cos  a 


+  MtgaJ,    oder; 
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in  welcher  letzteren  wiederum  fQr  den  Winkel  a  derjenige  Werth 
-einzusetzen  ist,  flr  welchen  ß  ein  Minimum  wird.  Uan  findet 
diesen  Werth,  indem  man  den  Differenzialquotienten  der  einge- 
klammerten Function  von  a.  gleich  Null  setzt,  aus  der  Qleichang: 

6)    0= A-r  +  -^^-=4.   «"er:    tga  = 


sm  «■     '     COS  a"  ^  V 1  _]_  rt 

und  nach  Substitution  derselben  nimmt  die  ob^  Gleichung  für  ß 
■die  Form  an; 

6)  ß  =  -r-gjj 

Mit  Benutzung  des  in  O-leichnng  6)  für  i  ai^egebenen  Werthes 
«rhftlt  man  nnnmehr  ffir  das  Terfaältniss  %  die  Gleichung: 

7)  it  =  i-  =  2/l  +  fi: 

0 

Der  Coefficient  n  ist  auf  dieselbe  Weise  wie  im  Torigen  Para- 
graphen zu  berechnen,  und  da  die  gedrückten  Streifen  im  vor- 
liegenden Falle   die  L&nge  h  haben,    so  ist   in  Gleichung  8)  des 

Torigen  Paragraphen  h  statt ,  also: 

^    ^  cos« 

zu  setzen.  Wenn  man  nunmehr  die  Gleichung  7)  quadrirt  und 
zugleich  fSr  n  den  obigen  Werth  substituirt,  so  erb&lt  man  die 
Gleichung: 

9)     "4.-8  +  --^-, 

und,  indem  man  diese  Gleicbang  für  ß  auflSst,  findet  mau  den 
Ausdruck: 

welchem  man  mit  Benutzung  des  in  Gleichung  6)  des  vorigen 
Paragraphen  fflr  b  angegebenen  Werthes  auch  die  .fb^ende  Form 
geben  kann: 

Mit  Hälfe  dieser  letzteren  Gleichung  kann  man  die  erforder- 
liche Stftrke  der  Blechwand  direct  aus  der  gegebenen  verticalen 
Abscheerungskraft  V  berechnen. 
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Wie  bei  einer  Ik&fren  dflnnen  Staoge,  welche  in  ihrer  LsngeDriehtnDg 
gedruckt  wird,  dnieh  die  geringite  einiiiftl  vorbandene  Abweichnug  Ton  der 
gendlinigen  Form  leicbt  eiD«  nachtheilige  DnrchbiegoDg  and  damit  die  GeFfthi 
de«  Zerkniekene  herbeigefShrt  werden  kuin:  so  wird  bei  der  dÜDoen  Bleeh- 
wftnd  eines  Blecbbalkena  «ne  geringe  Abweichnng  tod  der  ebenen  Form  lur 
Folge  haben  k&nnen,  iua  Techtninketig  *a  den  Riehtimgen  der  grOseten  Drnek- 
(pannnngeu  Falten  in  derselben  üch  bilden,  wobei  dann  eine  dem  Zerknicken 
analoge  FotmurBtOrnng  eintreten  kann.  Ans  diesem  Grande  i*t  es  nothwendig, 
der  Blechwand  sine  grSesere  Stärke  la  geben,  als  bei  Tollkommen  ebener  Form 
derselben  erfbiderlich  «ein  w&rde,  nnd  wenn  anch  ingegeben  werden  mosi, 
dast  in  Betreff  des  za  wählenden  Sicherbeitsgrades  niemals  bestimmte  all- 
gemein  gültige  Torschriften  gegeben  werden  kOnnen,  so  darf  man  doch  den 
oben  fOr  die  Blechstirke  ß  gefundenen  Werth  als  einen  lolehen  betrachten, 
welcher  anter  gewöhnlichen  Terhiltnisaen  jenem  SioherheitsbedOrfnisae  GeoQge 
leisten  wird. 

§  65. 

EraiHtehing  de«  vorttiellhattettM  HBhenverblltnIuet  fBr  den  BiMhbilken 

au!  zwei  StMzen. 

Wenn  der  Balken  eine  prismatische  Form  erhalten  soll,  so 
bat  man  die  FlaDschenquersohnitte  nach  dem  grOssten  Biegnnga- 
momente  und  die  Stärke  der  Blechwand  nach  der  grössten  verü- 
calen  Abscheeningskraft  zu  berechnen.  Bei  gleichftlnnig  über  die 
L&nge  des  Balkens  vertbeilter  Belastung  ist  das  Biegongsmoment 
in  der  Mitte  desselben  am  grßssten  nnd  hat  daselbst  nach  der  -in 
§  34  gewählten  Bezeichnungaweise  die  Grösse: 

Es  ist  daher  (nach  §  34)  der  erforderliche  Flanschenqnerschnitt  zu 
berechnea  ans  der  Gleichung; 

2,     SFH^S^,    odsr:     F=J^. 

Die  rerticale  Abscheerongskraft  erreicht  an  den  beiden  Enden 
des  Balkens  ihren  grössten  Werth  und  hat  daselbst  die  OrOsse: 

3)     T  =  pl. 
Wran  man  diesen  letzteren  Werth  in  Oleichnng  11)  des  vorigen 
FangTuplie&  einsetzt,   so  erliUlt   man   fSr  die  erforderliche  Blech- 
sUrke  den  Werth: 


J-Pil/l+l/Tl^li^. 
Ans  den  tidden  Oleiehnngen  2)  und  4)  kann  man  nunmehr 
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die  erforderliche  QuerschoittsflSche  des  Blechbalkens  berechnen, 
sobald  fSr  das  VerhUltnisB  der  Länge  zur  Höhe  desselben  «n 
bestimmter  Wertb  entweder  gegeben  ist  oder  willk&rlich  ange- 
nommen wird. 

Für  eioen  Bchmiedeisemen  Blechbalkeo  narde  man  S  =  6  Kil.  ncd 
6  =  ■ -r-  ZQ  setren  haben.  Wenn  also  i.  B.  die  L&nge  dea  Balkens 
b  Ueter.  die  Totalbeloatang  25  000  Kil.  beträgt  und  das  VerhiltniM  der  H&he 
Eiir  Lfiuge  gleich  ein  Zehntel  aD^nonimen  wird ,  m  hat  maD  die  Werthe 
i  =  2500™",  h=:!iOO-^,  p  — 5  Kil.  zu  snbatituiren.  Ee  ergeben  sich  als- 
dann lesp.  ans  den  Gleichungen  2)  und  4)  die  Werthe: 


6.2500' 
'  2  .  6 . 500 


=  5208D'»" 


'y..\r. 


2.5. 2500  I  /  ^        I  /,        3  .  0.OO075  ,  6' .  500*  _ 


:ia=" 


■^  6.500       r         ^f       ^  8.5'.  2500* 

und  rür  die  ganze   erforderliche  Qaerschiiittsäache    ies  Blechbalkena   ethält 
man  hiernach  den  Werth; 

2F+  PÄ  =  3 .  5208  +  15  .  500  =  ITSlSün™. 
Indem  man  ferner  den  der  AbBcbeernngstheorie  entsprechenden  (nach  g  63, 
Gleiobnng  6)  in  berechnenden)  Wertb: 

pl  _  5.2500  _.„„,„ 

^=sr=-675öo-  =  *   ■^^^■- 

mit  dem  oben  f&r  ß  gefundenen  Werthe  vergleicht,  findet  man  fflr  den  in  §  BS 
mit  k  bezeichneten  Qnotieuten  im  vorliegendan  Falle  den  Wertb: 

a  15 

Ofane  BerQcksichtiguDg  der  Theorie  des  Widerstandes  g^en 
Zerknicken  würde  man  bei  der  Berechnung  der  erforderlichen  Quer- 
schnitts-Dimenatonen,  indem  man  dieselbe  nach  den  Qleichungen 
des  §  34  ausführt,  stets  zu  dem  der  Erfahrung  widersprechenden 
Resultate  gelangen,  dass  bei  unendlich  grosser  HOhe  dea  Balkens 
die  Materialmenge  ein  Minimam  wird.  Denn  die  nach  Qletchung  2) 
des  §  34  berechnete  verticale  Querschnittsfläche  der  Blechwand 
(bk)  ist  unabhängig  von  der  genähtteD  HOhe,  während  der  nach 
Gleichung  1)  des  §  34  berechnete  Flanscbenqnerschnitt  F  mit  zu- 
nehmender Hohe  abnimmt 

Wenn  man  dagegen  die  QuerschnittaSäche  auf  die  oben  er- 
klSJ^  WeiBe  nach  den  Gleichungen  2)  und  4)  berechnet,  so  findet 
man  stets,  dass  bei  einer  bestimmten  Grösse  des  Höhenverhält- 
nisses  der  Materialverbrauch  ein  Minimnm  wird.  So  z.  B.  erh&It 
man  ffir  den  oben  berechneten  Blechbalken,  indem  man  die  Beoh- 
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ODDg   unter  Aunahme    rerschiedener   anderer  Werthe    des  HOben- 

Turhfilbiisses  -^  wiederholt,   die   in   nachfolgender  Tabelle  znoam- 
mengestellten  Zafaloiwerthe: 


21 

1 
10 

1 
8 

1 
7 

1 
6 

1 
5 

1 
4 

h  = 

4—,166... 

3,33... 

2,9166... 

2,6  |2,0833... 

1,66... 

b  ~ 

3,6 

4,16 

4,6726 

6,168 

6,03 

7,4 

P- 

15— 

13,86 

13,336 

12,92 

12,66 

12,33 

ß4  = 

760OD"» 

8663 1  9526 

10770 

12  560 

15416 

iF= 

104160"" 

8333 

7292 

6250 1  5208 

4166 

2r+p*=. 

17  916°™" 

16  996 

16  818 

17020 

17  768 

19  582 

Diese  Tabelle  zeigt,  dass  bei  der  hier  angenommenen  GrOese 
der  Belaatnng  p  die  Qnerschnittsflftche  des  Balkena  —  folglich 
aach  der  Hatenatrerbraneh  —  ein  Hitüinnm  mrd,  wenn  die  H<Ibe 
des  Balkens  ungefähr  gleich  dem  siebenten  Theile  der  Länge  ist. 

Aus  den  QleichtiDgen  2)  und  3)  ergiebt  sich  fOr  das  Yerh&lt- 
nisB  der  beiden  Grössen  V  und  F  der  Werth: 

5)     jr  =  -j— 

Wenn  man  den  bieraas  ffir  F  za  entnehmenden  Werth  in 
Gl^chnng  11)  des  vorigen  Paragraphen  snlutitnirt,  so  nimmt  die- 
selbe die  Form  an: 


6)     ß  = 


4^' 


l/i  +  lAT^ 


32  f» 

tmd  zeigt  in  dieser  F<hid:  wie  man  die  erforderlicbe  Blechst&rke 
ancfa  direet  aas  dem  gegebenen  Flanschenquerschnitte  wtele  be- 
rechnen können. 
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Biegangstheorie  krummer  Balken. 


Blagm|t*8p>nnDnsm  Im  kramman  Balkan. 
Hioaichtlich  der  ursprüDglichen  Form  des  krummen  Balkens 
wird  vorausgesetzt:  d&as  die  Linie,  nacli  welcher  die  Achse  des- 
selben Tor  dem  Eintreten  der  von  den  biegenden  Kräften  hervor- 
gebrachten Formänderung  bereits  gekrämmt  war,  eine  ebene  Curve 
bildete;  femer:  dass  die  Exnmmungsebene  derselben  den  überall 
gleichen  Querschnitt  des  Balkens  in  zwei  symmetrische  Hälften 
zerlegt.  Ansserdem  wird  vorausgesetzt :  dass  die  biegenden  Kräfte 
Bftmintlich  in  jener  Krümmungsebene  wirken,  dass  dieselben  also 
nur  solche  Formändernngen 
^'  hervorbringen    kOonen,    bei 

welchen  die  Achaenlinie  des 
Balkens  eine  ebene  Curve 
bleibt. 

Um  die  Biegungs-Span- 
nnngen  zu  bestimmen,  welche 
in  irgend  einem  Querschnitte 
des  an  einem  Ende  einge- 
mauerten krummen  Balkens 
durch  ein  am  freien  Ende 
desselben  wirkendes  Eräfte- 
paar  vom  Momente  3R  her- 
vorgebracht werden,  Int 
man  sich  an  der  betreffenden 
Stelle  des  Balkens  rechtwin- 
kelig znr  Achsenlinie  dessel- 
ben eine  Schnittfläche  hindurd^elegt  and  an  dem  abgeschnittenen 
Theile  BC  die  zar  Wiederherstellung  des  Oleichgewichtainstandes 
erforderlichen  Kräfte  hinzugefügt  zu  denken  (Fig.  288).    Diese  bin- 


ng.  28». 


'^k^-.. 
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tnzafQ^deD  Krftfte  werdeo  jedenfalls  in  ihrer  GeeBmiDtfrirkan^ 
ein  Eriftepaar  büden  mfissen,  und  das  Moment  desselben  muss 
dem  Momente  des  am  freien  Ende  B  wirkenden  Eraftepaares  gleich 
nnd  entge^ngesetzt  sein  (Fig.  289).  Das  gleiche  Resultat  wflrde 
sich  ergeben,  wenn  der  Schnitt  an  einer  beliebigen  anderen  Stelle 
dnrch  den  Balken  hindnrchgelegt  wflrde.  Denkt  man  sich  das 
zwischen  zwei  unendlich  nahe  bei  einander  liegenden  Qnerschnitts- 
fi&cben  befindliche  Stfick  CD  ans  dem  Balken  heransgeschnitten, 
so  erkennt  man:   dass  dasselbe   aaf  die   in  Fig.  290  angedeutete 


FJg.  290. 


Weise  durch  zwei  entgegengesetzt 
drehende  Eräflepaare  im  Gleichge- 
wichte gehalten  wird. 

Die  von  den  beiden  Erftftepaaren 
an  diesem  Balkenstficke  hervorgebrachte 
Form&Ddemng  wird  darin  bestehen,  dass 
die  an  der  concaven  Seite  liegenden 
Fasemabschnitte  verlängert,  und  die 
an  der  conveien  Seite  liegenden  Fa- 
sernabschnitte verkürzt  werden.  Zwi- 
schen den  verlfingerten  und  verarzten 
Fasemschichten  muss  Irgendwo  eine 
neutrale  Fasemschicht  liegen,  welche 
f  /        ;'  weder  verl&ngert   noch  verkflrzt  wird. 

■   f  l  In  Betreff  der  eingetretenen  Form&nde- 

/  /  j^  rnng,  welche  stets  sehr  klein  voraus- 

;  gesetzt  wird,  darf  man  —  wie  früher 

'■-i^  i'  bei  dem  geraden  Balken  ebenfalls  ge- 

^  schehen  —  die  Annahme  machen:  dass 

diejenigen  Funkte  des  Balkens,  welche  vorher  in  einer  and  der- 
selben Querschnittsebene  lagen,  auch  nach  eingetretenem  Bi^ngs- 
zuetande  noch  in  einer  und  derselben  Ebene  zusammen  geblieben 
sind.  Es  darf  daher  die  mit  der  Biegung  verbundene  relative 
lagenverAnderung  der  einen  Endflftcbe  D  in  Bezug  auf  die  andere 
EndßSche  C  anfgefasst  werden  als  eine  Drehung  nm  eine  recht- 
winkelig zur  Biegungsebene  stehende  Drehachse  D,  welche  in  der 
neutralen  Fasemschicht  liegt  und  deshalb  die  neutrale  Achse  ge- 
nannt werden  kann. 

Die  Verlängerung  des  an  der  concaven  Seite  im  Abstände  u  von 
der  Neutralen  befindlichen  Fasemabschnitts  kann  (nach  Fig.  290) 
als  der  zu  dem  Drehungawinkel  da  gehörige  Ereisbogen  vom  Salb- 
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messer  u  betnebtet  werden  und  bat  die  GrOsse  u .  da.  Dieser 
Faaernabsohnitt  hatte  nrapröngticb  die  Lftoge  p .  d^.  Wenn  also 
mit  8  die  Spannung  deaselbw  (pro  Flfteheneinbeit  des  Quereebtiitts) 
nnd  mit  E  der  Elasticit&tsmodalne  bezeiebnet  wird,  so  ist  nach 
dem  Elastidtfitsgeselae  das  YerlftDgmmgBverb&ltnisa  jenes  Faeem- 
Elementa  zu  berechnen  ans  der  Qteicbnng: 


1) 


u .  da 


E       p.dtf 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  ffir  das  VerlUngerungaverb&lt- 
niss  des  am  st&rksten  gespannten,  im  Abstände  w  von  der  Neutralen 
befindlichen  Fasem-Elementa  (nach  Fig.  290)  den  Werth: 

S IC  .dm 

'    'E~T7d^' 
Indem  man  die  erstere  Gleichung  durdi  die  letztere  dividirt, 
erhalt  mvi  nunmehr  f&r  das  Verbältniss  der  beiden  Spannungen 
die  Qleidiung; 

Da  die  in  einem  bestimmten  Querschnitte  auftretenden  Spannongs- 

widerstände        in 
Fig.  »1.  Fig.  892.  a„,e™„„rt,ir. 

kung  ein  Krftfte- 
paar  bilden ,  so 
muss  ihre  alge- 
braische Summe 
gleich  Null  seia. 
Wenn  also  mit  dF 
die  Querschnitts- 
Bäche  des  im  Ab- 
stände u  von  der 
Neutralen  befind- 
lichen Fasern-Ele- 
ments beeeichnet 
wird,  80  ist: 


4)     fs 


dF  = 


Nach  Substitu- 
tion des  ans  Qleichung  3)  fBr  die  Grosse  t  zu  entnehmenden  Wer- 
thes  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 
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BieKan^Spannangen  im  krummen  Balken. 
.dF       ^ 


^'  f(^)* 


aller  unter  dem  IntegralzeicheD  zu  einer  Somme  vereinigten  Olie- 
der  fortl&sst,  so  erbilt  man  die  Gleichung: 


e,  /^.o. 


NachFig.29tundPig.292i8t  tt  =  r  +  «>  — pnndrfi?'=«.dp 
zu  setzen.  Man  kann  daher  der  obigen  Qleichung  auch  die  fol- 
gende Fortn  geben: 


')  /(^±7=^)'*  =  ». 


und  dieselbe  in  dieser  Form  benutzes,  um  die  Lage  der  neubBlen 
Achse  des  Querschnitts  zu  bestimmen. 

So  t.  B.  erhalt  man  für  den  in  Fig.  293  dargestellten  trapez- 
förnaigen  Querschnitt,  dessen  zwei  nicht  parallele  Seiten  nach  dem 

Krfimmungsmittelpunkte  convergiren,  indem  man  0  =  &-~  setzt, 
die  Oleicbung: 

welcher  man  nach  Fortlassung  des  constanten 


9)     (r+w) 


10)    (rH 


/  rfp  =  I  pdp,  oder: 


\    /         j       und    findet   durch   Auflösung   der    letzteren 
\  /  Gleichung  fflr  w  den  Werth: 

t i  11)  «.=4- 
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Für  den  in  Fig.  294  dargestellten  rechteckigen  Querschnitt  ist 
z=b  za  setzen  in  Gleichung  7),  nnd  nach  Fortlasaung  des  con- 
staoten  Factors  b  kann  man  derselben  alsdann 
Fig.  294.  dje  Form  geben: 


12)     (r  +  ») 


13) 


(r  +  «.)lg(l+i)  = 


oder: 


Wenn  man  in  letzterer  Gleichuog  abkfir- 
znngsweiee  das  Verhältniss  —  =  n  setzt,  so 
erhält  man  durch  AutlOsung  derselben  fflr 
das  Verbftltniss  -y-  den  Werth: 


14) 


1 


n  =10 
^=    0,317 


k         lg(I+»)         » 
Ans  dieser  Gleichung  ergeben  sich  e.  B. 
die  nachfolgenden  zosammengehorigen  Wertbe 
der  beiden  Grossen  n  und  -7- : 
5  1  0,6        0,1        0. 

0,358     0,443    0,466     0,492     0,5. 


Der  Werth  n  =  0  entspricht  dena  Falle  des  geraden  Balkens, 
fBr  welchen  man  (in  üebereinstimmODg  mit  dem  in  §  2  gefundenen 
Resultate)  den  Werth  »  =  h"  «^^^^ 

§  67. 
RMlucirt«  OusnohnItttlUchw. 
Nachdem  die  Lage  der  neutralen  Achse  mittelst  des  im  vori- 
gen Paragraphen  erkl&rten  Verfahrens  bestimmt  worden  ist,  kann 
mu)  nunmehr  das  Gesetz,  nach  welchem  die  BiegungsspannungeD 
Aber  die  Quetschnittsflftcbe  sich  vertheilen  —  auf  dieselbe  Weise, 
wie  in  §  23  in  Bezug  auf  den  geraden  Balken  geschehen  —  dirrch 
GonstructJon  der  reducirten  QaerschnittsflSche  graphisch  darstellen. 
Die  reducirte  Qnerscfanittabreite  v  ist  (wie  in  §  23)  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung; 
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Telcbfl   nach  Substitution   des  in  Gleicbang  3)  des  vorigen  Para- 
grapben    für    das    Ver- 

bältniss  -~  gefandeiien 
Wertbes  die  Form  fto- 
nimint: 

2)    - 

MaQ  findet  also  die 
reducirte  Quarschnilts- 
breit«  v,  indem  man  die 
wirkliebe  Qnerschuitts- 
breite    s   zunächst   mit 

dem  TerbaltniSB  —  und 

P 
hierauf  Docb    mit   dem 

Verhaitniss  —  multi- 
plicirt.  ** 

Die   Art  und  Weise,    wie   diese   beiden   Multiplicationeii   auf 
grapbiscbem  W(%e  ausgeffibrt  werden  kOnnen,  ist  in  Fig.  295  und 
Fig.  296  angedeutet,  wahrend 


Fig.  297. 


Fig.  298. 


in  Fig.  297  die  ans  dieser  Con- 
struction  hervorgehende  Form 
der  reducirten  Qaerschnitts- 
flftche  selbst  dargestellt  ist. 

Wenn  mit  9  der  Flächen- 
inhalt jeder  von  den  beiden 
Hälften  der  reducirten  Quer- 
Bcbnittsfläche,  und  mit  c  der 
Abstand  swischen  ihren  bei- 
den Schwerpunkten  bezeichnet 
wird,  so  ist  die  Biegungs-Span- 
nung  S  nach  Fig.  298  zu  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 

3)   s<?.i  =  n. 

Ffir  den  rechteckigen  Quer- 
schnitt erhält  mau  mit  Benutz- 
ung der  am  Schlosse  des  vorigen  Paragraphen  fflr  tu  berechneten 
Wertb«  die  in  Fig.  299,  Fig.  300,  Fig.  801  dargestellten  Formen 
der   reducirten   Querschnittsflädie.     Die   letztere   Figur   entspricht 

Blttar,  Inguilnu-UsflliuiU.    S.  AmB.  H 
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dem  F&Ue  des  geraden  Balkens,   für  welchen  die  Gleichung  3) 
die  Form  annimmt: 


Dieselbe  Oleichang  gilt  auch    für  den    trapezfönnigen    Quer- 
schnitt   Fig.  302 ,    dessen    zwei    nichtparallele    Seiten    nach    dem 


Erämmungsmittelpuukte  oonvergiren,  da  die  reducirte  Qaersohnitts- 
fläche  hier  genau  dieselbe  Form  hat  wie  in  Fig.  301.  Auf  gleiche 
Weise  überzeugt  man 
sieb,  dass  bei  der  in 


Fig.  302. 


Fig.  308. 


Fig.  303  dargestellten 
Querschaittsform  des 
krummen  Balkens 
die  Biegungs  -  Span~ 
nnng  S  genau  auf  die- 
selbe Weise  berechnet 
werden  kann,  wie  fär 
i  den    geraden    Bal- 

ken bei  der  in  Fig.  116 
dargestellten  Quer- 
schuitteform,  insofern 
die  reducirten  Quer- 
scbnittsflächen  in  bei- 
^  den     Fälleu     genan 

Ö  0  übereinstimmen.    Die 

letzteren  beiden  Figuren  zeigen,  dass  auch  für  den  krummen  Balken 
die  Biegungä-Spannung  nach  der  Gleichung  11)  des  §  2: 
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Berechnung  der  giOnten  Biegoiigi-Spannnng. 


berechnet  werden  duf,  sobald  darin  ffir  X  —  statt  des  Tri^eitfl> 
moment«  der  wirklichen  Qnersohnitts&ftche  —  das  Trftgfaeits- 
momeot  derjenigen  Querscbnittsfläche  gesetst  wird,  welche  ein 
gerader  Balken  haben  mQsste,  wenn  seine  redncirte  Querschnitts- 
fläche  mit  derjenigen  des  krummen  Balkens  fibereinstimmen  soll. 


BtrachMHig  dar  grünten  BlegiMfi-SpuaiMifl. 
Die   Summe   der   statiscben  Momente   s&mmtiicher  BiegongS- 
Spannungen   in  Bezug   aaf  die  neutrale  Achse   muss   gleich   dem 
Momente   des   biegenden   Kräftepaaree    sein.     Nach  Fig.  291   ond 
Fig.  292  ist  also: 


t)      gdF.u  = 


m 


m  setzen,   noil   wenn  man  bieria  die  in  §  66  bereits  gefundenen 
Werthe: 

s= ,     dF=zdo,    u=r-\-u> — p 

snbstitnirt,  so  erh&lt  man  zur  Bestimmung  der  OrOsse  iS*  die  fol- 
gende Gleichung: 

r  +  M 

Für  den  rechteckigeD  Querschnitt  (Fig.  294)  nimmt  diese  Gleichung 
die  Form  an: 

f  J  9 

4)     2l»|(r  +  „).|?^t_2(r+»)y"rfp  +  y"pdp|  =  3R, 

und   durch  Ansfübrung   der  angedeuteten  Integration  gelai^  man 
ED  der  Gleichung: 

6)  ?r»j(,+ „).,g(i±*)_2(,+„)»+(':±ii!.-£'j=si. 

14* 
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POnfter  Abschnitt.    §  69. 

I    setzt    und    zugleich    für 

w   den  aus  der  QleichuDg  14)  des  §  66  zu  entnehmenden  Werth 
Bubstituirt,  so  erhfllt  man  die  Gleif^ang: 

ans  welcher  fQr  die  grOsste  Biegnngs-Spannung  der  folgende  Werth 
sich  ergiebt: 


7)    S  = 


-i-[»-l8(l+")] 


Der  erste  eiDgeklBDumerte  Factor  auf  der  rechten  Seite  bedeutet 
die  grCsste  Biegungs-Spannung,  welche  in  einem  geradlinigen  Bal- 
ken von  demselben  Querschnitte  durch  das  biegende  Er&ftepaar  her- 
vorgebracht werden  wflrde.  um  also  fär  den  krummlinigen  Bal- 
ken die  grOsste  Biegungs-Spannung  zu  berechnen,  hat  man  den  ffir 
den  geradlinigen  Balken  gefundenen  Werth  noch  mit  dem  Factor: 

-ir»-ig(i+«)i 
8)  jf=  "-        -■ 


il  +  Dw+'o- 


zu  muIüpUciren,  welcher  als  eine  Function  der  Verh&ltnisszahl 
n  =  ^  ans  den  gegebenen  Werthen  der  Grössen  k  und  r  nach 
Qleichung  8)  berechnet  werden  kann.  Für  die  Grösse  n  und  JV  er- 
hält man  aus  obiger  Qleichung  z.  B.  die  nachfolgenden  zusatnmen- 
gehfiiigen  Werthe: 

«=10  6  1  0,5        0,1        0 

N=   2,888     2,103     1,287     1,154     1,033     1. 
Diese  Tabelle  zeigt,  dass  bei  sehr  kleinen  Werthen  des  Ver- 
hältnisses        der  Fehler  verhältnissmässig  klein  ist,  welchen  man 

begeht,  indem  man  die  grösste  Biegungs-Spannung  auf  dieselbe 
Weise  wie  bei  dem  geraden  Balken  berechnet. 

§  69. 
DMiranilihGltichyng  der  «lMli*chen  LInii. 
Die    Untersuchungen    der    vorhergebenden    drei    Paragraphen 
führten    zu    dem  Ergebnisse:    dass    es    bei    schwach   gekrümmten 
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Balken  zuUsaig  ist,  sowohl  die  Loge  der  neutralen  Achse  als  auch 
die  grösste  Biegungs-SpannuDg  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  dem 
geraden  Balken  zn  berechnen. 

Wenn  also  —  wie  bei  den  nachfolgenden  Untersuchungen 
stets  vorausgesetzt  werden  soll  —  die  Höhe  des  Querschnitts  sehr 
klein  ist  im  Verhaltniss  zum  ErfimmnngshalbmeBser  der  krummen 
Achsenlinie  des  Balkens,  so  darf  man  die  in  §  2  fSr  den  gendea 
Balken  gefundene  Gleichung: 

sack  fQr  den  krummen  Balken  als  gültig  betrachten.     Auch  ist  es 

anter  dieser  Voraussetzung  zulässig,  in  Gleichung  2)  des  §  66  das 

Bogenelement  r  .d^  zu  Tertanschen  mit 

¥ig.  30t.  Jen]  Bogenelemente  der  Achaenlinie   des 

.'  Balkens.  Nach  Fig.  304  ninunt  jene  Glei- 

z^"    chung  alsdann  die  Form  an: 

V .  dm 


2) 


E 


■  /  i 


Qud  man  erhält  nunmehr  durch  Gleich- 
setzung der  aus  den  obigen  beiden  Glei- 
chungen för  die  Grösse  5  zu  entnehmen- 
den Werthe  die  Gleichung: 

3)  Etdm  =  aÄds. 
In  dieser  Glei^ung  bedeutet  dm  die 
Aenderung  des  Convergenzwinkels  der 
beiden  benachbarten  Querschnitts-EbeneD, 
zwischen  welchen  das  Bogenelement  ds 
li^L  Diese  Aenderung  wird  in  einer  Ab- 
nahme des  ursprünglichen  Conrergenz- 
winkels  d^  bestehen,  wenn  das  biegende 
Er&ftepaar  auf  die  in  Fig.  304  angege- 
/  bene  Weise  wirkt;  in  einer  Zunahme  da- 

q  gegen,  wenn  dasselbe  auf  die  in  Fig.  30ft 

angegebene  Weise  wirkt. 
Wenn  man  die  obige  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  m,  auf  der  rechten  Seite  zwi- 
schen den  Grenzen  0  und  e  —  so  erhält  man  fflr  die  Summe  der 
Convergenzwinkel-Aendernngen  in  sämmtlichsn  Elementen  des  ganzen 
Balkenstdckes  AM  in  Fig.  306  die  Gleichung: 


// 
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4)      Et 


>  =JW  ■  ds  = 


/// 


0 


aus  welcher  mao  die  in  Folge  der  Bie- 
gung eingetretene  KehtnngaändeniDg 
der  in  dem  Punkte  M  an  die  kniname 
Achsenlinifl  gelegten  Tangente  berecb- 
nen  kann.  Bei  der  ursprünglichen  Form 
des  Balkens  bildete  ^a  Bogenelement 
MN  den  Winkel  9  mit  der  Horizon- 
talen, und  in  Folge  der  Biegung  ist 
dieser  Winkel  nm  die  Grosse  e>  ge- 
wachsen. Da  stets  sehr  kleine  Form- 
änderungen vorausgesetzt  werden,  so 
ist  es  zulassig,  den  Winkel  e>  als  einen 
im  Verb&ltniss  zu  dem  Winkel  9  un- 
endlich kleinen  Zuwachs  desselben  zu 
behandeln. 

Um  die  LageuTer&Dderung  des  Bogen- 
elements  MN  zu  bestimmen,  hat  maD 
sich  die  beiden  (in  Fig.  306  schraffirten) 
unendlich  kleinen  rechtwinkeligen  Dreiecke  MLN  und  af,L,^j 
auf  die  in  Fig.  307  angedeutete  Weise  bei  unverändert  bleibenden 

Richtungen    ihrer 
Fi«-  **.  Seiten   so  aufein- 

^.^yl~""  ander    gelegt    zu 

denken ,  dsss  die 
beiden  Endpunkte 
M  und  My  zusam- 
menfallen. Uan 
erkennt  dann,  daas 
die  Verbindungs- 
linis  NN^  in  dieser 
Figur  als  der  zu 
dem  sehr  kleinen 
Winkel  n  gehörige 
Kreisb(^eD  vom 
Halbmesser  d»  be- 
trachtet, folglieh  gleich  m .  de  gesetzt  werden  darf.  Da  der  Bogen 
rechtwinkelig   zum  Halbmesser  gerichtet  ist,    so   hat  der  Winkel, 
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welchen  die  Lioie  ^^i  mit  der  Yerticalen  einschliesst,  dieselbe 
Grosse  wie  der  Winkel  9,  welchen  die  Linie  MN  mit  der  Horizon- 
pj-  g0f_  talen      eiDSchliesst. 

fy  Indem  man  die  OrOsse 

CO89  das  eine  Mal  aus 
dem  rechtwinkeli^n 
Dreieck  ONNi,  das 
andere  Mal  aus  dem 
rechtwinkeligen  Drei- 
eck MLN  berechnet, 
erhält  man  die  Glei- 
chungen : 

cos  9  —  -^^ ' 


dx 


ds 
oder: 


6)    «  =  ^lip-% 

'  dx 

und  wenn  man  auf  gleiche  Weise  in  Bezug  auf  die  Grösse  siD  f 
verfährt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

dx  —  dxi  dy 


Bm9=- 


6)    «  =  - 


a.ds 


oder: 


Diese  beiden  Werthe  hat  man  in  Gletehnng  4)  für  m  za  sab- 
atitniren,  worauf  man  durch  Aasffihrang  der  zweiten  Integration 
die  YerschiebuDgeo  des  Punktes  M  resp.  in  horizontaler  und  ver- 
ticaler  Richtung  aus  derselben  berechnen  kann. 

§  70. 
Balken  mit  hreltbogenfSrmlyer  Achu. 
Wenn    bei   der  ursprünglichen  Fonn   des  Batkens    die  Achse 
desselben  nach  einem  Kreisbogen  gekrümmt  war,    so  hat  man  in- 
den  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  nach  der  in  Fig.  308 
gewählten  Bezeichnungaweise  die  folgenden  Werthe  zu  sabstituiren: 
8=Ä(p,  a!  =  Ä8in9,  y  =  Ä(l  —  C08  9), 

ds  =  Bd<^,        dx  ^Bcoi^  d<f,     dy  =  R  sin  9  ^9. 
Di«  Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen  nimmt  alsdann  die 
Form  an: 

1)    £!Eoi=9KÄ9. 
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Um  die  bei  der  BiegoDg  eintretende  Senkang  des  Punktes  M 
zu  berecbnen,  bat  man  bierin  ffir  oi  den  in  Qleicbnng  5)  des  vori- 
gen     Paragraphen      gefundenen 


Fig.  SOS. 


Wertb  ZQ  aubstituiren,  man  er- 
hält dann  die  Oleichung: 

welche  mit  dx  multiplicirt,  nach 
Substitution    des    oben    ffir    dx 
angegebenen  Wertbes   die  Form 
annimmt: 
3)     E%{dy,-dy) 

=  3ßÄ'9C0S9d9. 

Durch   Integration    derselben 

erhält    man    nunmehr    fQr    die 

Senkung    des    Pnnktes    M   die 

Oleicbung: 


■^  (y.  —  y)  =  a 


/  9  coa  f  ^9,    oder: 


4)  EI  fy,  —y)  =  WB^  (9  Bin  9  +  coa  9  —  1). 
Um  die  Horizontal-Verschiebung  des  Punktes  M  zu  berech- 
nen, hat  man  den  in  Oleicbong  &)  des  vorigen  Par^raphen  für  o 
gefundenen  Wertb  in 
Gleichung  1)  zu  sub- 
stituiren.  Man  erbftU 
dann  die  Gleichung: 

=  aRÄ9, 

welche  mit  dy  qinlti- 
plicirt,  nach  Substitu- 
tion des  oben  fQr  äy 
angegebenen  Wertbes 
die  Form  annimmt: 
6)  EX{d£  —  dx^) 
=  93lÄ*9  3in9d9. 
Durch  Integration  derselben  erhält  man  ffir  die  Horizontal -Ver- 
schiebung des  Punktes  df  die  Gleichung: 
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Ei,{x  —  X^)  = 


l^6iafd<f,    oder: 


7)  EZ(x  —  Xi)  =  WIR*  (sin  9  —  9  cos  9). 

Um  die  Verschiebnngen  des  Endpunktes  B  zn  berechnen,  hat 
man  in  den  Gleichnngeo  4)  nnd  7)  den  Werth  9  =  a  zu  sabsti- 
tniren,  und  erhält  dann  nach  Fig.  309  die  beiden  Qleichnngen: 

8)  EZs  =  afiÄ» (a  Bin  a  +  cos  tt  —  1), 

9)  jBtS  =  aRi?»(aina  — «cosa). 

Auf  dieselbe  Weise  würde  man  die  allgemeine  Gleichung  t), 
indem  man  darin  ebenfalls  9  =  a  setzt,  dazu  benutzen  können,  um 
die  Aenderung  der  TangentenrichtuDg  ttr  den  Endpunkt  £  zu  b«- 


§  VI. 
BtTKhnung  dar  von  sintr  Vertictiknttt  hwvorgebricMtn  DorclibiigBRg. 

In  den  vorhergehenden  Paragraphen  wurde  stets  vorao^esetzt, 
dass  die  Biegung  des  Balkens  durch  ein  am  freien  Ende  desselben 
wirkendes  Erflftepaar  vom  Momente  DR  hervorgebracht  wurde,  dass 
also   das  Biegungsmoment   in    allen  Funkten   der  Achsenlinie  den 
constanten  Werth  SR  hatte.    Wenn 
Fig.  810.  gg  gtji^  dessen  eins  am  freien  End- 

punkte des  Balkens  wirkende  Ver- 
ticalkraft  ist,  welche  die  Biegung 
hervorbringt,  so  hat  man  in  der 
allgemeinen  Qleichang  der  elasti- 
schen Linie  (§  69,  Gleichung  4): 


a=fwida 


1)    BZ: 


fftr   das    BieguDgsmoment   301,   als 

eine  von  s  abhängige  veränderliche 

Grosse,  nach  Fig.  310  den  Werth: 

2)     9R=rÄCsina"Sin9) 

zu  substituiren,  und  wenn  man  ausserdem  wieder  d»  =  Sd'^  setzt, 

90  erhält  man  die  Gleichung: 
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V 

E%  m  =:  VR*  I  (sin  a  —  sin  f)  d<f,    oder: 

3)  EZa=  VB'  (9  sin  a  +  cos  9  —  1). 
Um  die  Verticftl-VerschiebuDg  des  Punktes  M  in  berechnen, 
hat  man  den  in  Qleichung  6)  des  §  69  gefundeneii  Ausdruck  fQr 
o  einzusetzen  und  hierauf  (nach  Snbstitutjon  des  Werthes  du  ^ 
£  cos  9  df)  die  Integration  auszufahren.  Man  gelaugt  dann  zu 
den  folgenden  Gleichungen: 

4)    Ex(-^^i^^)=VB'[<fi\jia  +  im<f  —  l), 

6)     EZ  (dy,  —  dj/)=  VB'  (9  sin  a  +  cofl  9  —  1)  cos  9  d9, 

6)  Et.  (y,  —  y)  =  VB'  I  (9  sin  a  -|-  cos  9  —  1)  COS  9  d9, 

7)  Et^,-y)  =  rÄ'jaina((p»iD!p  +  coiq>-l)  +  -|  +  -5^^^  — lin?]- 

Um  die  Horizbntal-Verscbiebung  des  Punktes  M  zu  berech- 
aeat,  bat  man  deo  in  Qleichung  6)  des  g  69  gefundenen  Ausdruck 
Ar  a>  in  Gleichung  3)  einzosetieo  and  (nach  Substitution  des  Wer- 
thes dy  =  B  sin  9  ^9)  die  Integration  auszuführen.  Han  erbfttt 
dann  die  Gleichungen: 

8)  .E3;(-^^-=-^^'-)=rÄ«(9Bina  +  co8  9  — 1), 

9)  EZ  {dx  —  dx^)  =  VB'  (9  sin  a  +  cos  9  —  1)  sin  9  ^9, 


' /(9  sin  aH 


10)    EZix—Xi)=  VB'  / (9 sin  a  +  coB  9  —  t) sin  9 d9, 


11)    EZ  (»  —  i.)  =  Kfi'  JBin  « (Bin  9  —  9  CM  ip)  +  -^^^  —  (1  —  cob  9)  j  ■ 

Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  a  und  S  bezeichneten  Grossen, 
um  welche  der  Endpnnkt  B  resp.  in  verticaler  und  horizonbüer 
Bicbtung  verschoben  wird,  kann  man  nunmehr  aus  den  Gleiohun> 
gen  7)  und  11)  berechnen,  indem  man  darin  9  =  «  setzt.  FQr 
jene  Grossen  ergeben  sich  alsdann  die  beiden  Gleichungen: 

12)  EZa  =  VB'U (y  +  sin  a»)+  |-  sin  2 a  —  2 sin a|, 

13)  E%k=VB'\ 
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§  72.     . 


rtrgsbracMu  Durohbiafimp. 

Kacb  Fig.  311  hat  man  f&r  daa  Bi^nogsmoment  an  der  Stelle 
M  den  Werth: 

1)     2R  =  SÄ  (coB  9  —  cos  a) 
EU  anbstitniren,  und  die  Gleichong  4)  des  §  69  Dimmt  fQr  diesen 
Fall  die  Form  an: 
Kg.  Sil.  .  V 

E%a  =  HR'  /(cos  9  —  cos  a)  dip 

oder: 

2)  E%a>  =  HB*(am<?  —  <?co&'x). 
Vax  die  Vertical- Verschiebung 
des  Punktes  M  zu  berechnen,  hat 
man  hierin  für  m  den  in  Q^lei- 
chuDg  Ö)  des  §  69  gefundenen 
Ausdruck  einsuBetzen  und  hierauf 
(nach  Substitution  des  Werthes 
dx  =  ä  a^  <p  d(f)  die  Int^ration 
auszufahren.  Man  gelaugt  dann  zu 
den  folgenden  Qleichungen: 

3)  EX  (  ''^^  "  "^^  )  =  HR'  (sin  9  —  9  cos  g). 

4)  E%  {d^i  —  dy)  =  HB'  (sin  9  —  9  eos  a)  cos  9  ((9, 

6)    Et  (y,  —  y)  =  HS*  /  (sin  9  —  9  cos  «)  cos  9  d9, 

6)  £I(y,  —  y)  =  irÄ»|^^^  +  C08a(l  — C0B9  — 9Bin9)l■ 
Dm  die  Horizontal- Verschiebung  des  Punktes  M  zu  berech- 
nen, bat  man  den  in  Gleichung  6)  des  §  69  gefundenen  Ausdruck 
fBr  m  in  Qleichung  2)  einzusetien,  und  (nach  Substitution  des  Wer- 
thes dy  —  £  sin  9  df)  die  Int^ration  derselben  auszufflhren.  Man 
erfaSlt  dum  die  folgenden  Gleicbnngen: 

7)     £5:(_^5-^L^)  =  ffÄt(9in,_^coflo), 
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8)     E%  (dr  —  dxi)  ~  HR*  (ain  i»  —  9  cos  a)  sio  9  dvf. 


9)     E%  ix  —  a:, 


■.,)=.HR*j{ 


(ain  9  —  9  cos  a)  sin  9  d9. 


10)  £I(aT  — «,)  =  Hä'{-|-— "^^+C03a(9C08  9  — 8iIl9)|■ 
Die  in  §  70  mit  <s  uod  $  bezeichneten  Grössen,  um  welche  der 
Endpunkt  B  resp.  in  verücaler  nnd  horizontaler  lUchtang  verschoben 
wird,  kann  man  nanmehr  aus  den  Oleichangen  6)  und  10)  berechnen, 
indem  man  darin  9  :=  a  setzt  Fflr  jene  QrOssen  er^ben  sich  als- 
dann die  beiden  Gleichungen ; 


U)    E%e=HB'\^aiaa* 


-  sin  2a  +  cos  «  —  1  [ 


12)    ^^^^^^»{-^(l  +  Zcosa«)  — ^Bin2«f- 


§73. 
ConMthM  wigwi  UUigei-AMdgriiRg  im  Balksn-AobH. 
Bei  Ableitung  der  in  den  Torigen  beiden  Paragraphen  für  die 
Grossen  a  und  ^  gefbndenen  Gleichungen    wurden .  ausschliesslich 
P^_  g]2  diejenigen  Formftnderungen  des 

i  Balkens  berflcksichtigt,    welche 

durch  das  in  jedem  seiner  Quer- 
' — --...^^^  schnitte    wirkende    Biegungs- 

^^s.  moment    und    die    demselben 

^v  entsprechenden      Biegungs- 

\2>;         Spannungen  bedingt  werden. 
,,•-'  x    i ,      Diese  Berechnungaweise  ist  nur 
y-''        *■'■■,  f       dann  als  zulässig  zu  betrachten, 
y'  'ß,     wenn  es  sich  nachweisea  lässt, 

dass  die  gleichzeitig  stattfindende 
Langen -Aenderung  der  Balken- 
Achse  als  verschwindend  klein 
vernschlässigt  werden  darf.  An- 
^  demfalls  würden  jene  Gleichun- 

gen noch  einer  Correction  bedürfen,  insofern  man  die  aus  ^g.  313 
zn  entnehmenden  Werthe: 

1)     a'  =  Xsin«      und      2)    ^'  =  \cob(i, 
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als  die  von  der  LfiDgen-Aenderang  ^  berraturenden  Beitrüge,  resp. 
noch  zu  dea  Grossen  9  und  £  (in  positiTem  oder  aegati?em  Sinne) 
hiDzufQgen  mflsste,  um  die  wirklich  stattfindenden  VerschiebungeB 
des  Endpunktes  S  lu  erfaslten. 


Fig.  813. 


Denkt  man  sich  bei  dem  in 
Fig.  313  dargestellten  Falle  den 
Balken  an  der  Stelle  M  durch- 
schnitten, so  erkennt  man,  dass 
es  die  in  Fig.  314  angegebenen 
Kräfte  sind,  welche  man  bti 
dem  Theile  ^  Jf  an  der  Schnitt- 
stelle M  hinzuffigen  mflsste,  um 
den  frfiheren  Zustand  wieder 
herzustellen.  Dam  Biegungsmo- 
mente  'SJt  entsprechen  die  Bie- 
gungs-Spasnungen,  durchwei- 
che die  KrQmmung  des  daselbst 
befindlichen  Balken  -  Elements 
verändert  wird.  Ausserdem  wird 
die  tangential  gerichtete  Seiten- 
kraft V  sin  9  eine  gleichfllrmig 
fiber  die  QaerscbnittsBäche  ver- 
theilte  Zug- Spannung  in  dem- 
selben hervorbringen,  und  wenn 
mit  F  die  OrOsse  der  Quer- 
BchDittsflache  bezeichnet  wird, 
so  hat  diese  Zug-Spannung  pro 
Flacheneinheit  die  Grosse: 


3)    S  = 


/sin  9 
~F 


Das  an  der  Stelle  M  befindliche  Bc^en-Element  E .  df  wird  in 
Folge  dessen  eine  Verlängerung  d\  erleiden,  welche  nach  dem 
ElasUcitätsgesetze  zu  berechnen  ist  aus  der  Gleichung: 

4)     -J^^A. 
'     Bdf        E 

Nacb  Substitution  des  oben  für  5  gefundenen  Werthes  nimmt 
diese  Gleicbnog  für  dx  aufgel&st  die  Form  an: 
VB  sin  y  rfy 
BF        ' 


6)     dX  =.  - 
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QBd  man  erbftlt  durch  Intention   detselben    t&t  die   ganze  Ver- 
läagemng  der  Balken-Achse  den  Werth: 


6)     X  = 


rs  I 
■  efJ 


1  <pdf  = 


rE(i- 


KF 


7)    «'  = 


Hiernach  ergeben  eich  ans  den  Gleichungen  1)  nnd  2)  fQr  die 
oben  erwähntes  Correctlonen  die  Werthe; 

VB(i — coa  g)  ein  a  .     .,  _Fß(i — e08a)cosa 

~EF  '        ■'     ^~  EF  ' 

Eine  Yergleichnng  derselben  mit  den  In  §  71  für  die  OrSssen 

nnd   I  gefnodenen   Gleichungen   zeigt,    daas   diese  Correctionen 

pj     gj^  nur  dann  öberflüsaig  sind,  wean 

T 

das  Verbaltniss  -pr^r^  sehr  klein 

FS' 
ist,  d.  h.  wenn  der  KrömmungB- 
halbmeBser  R  sehr  gross  ist  im 
Verhaltniss  zu  den  Qaerschnitts- 


Aaf  ähnliche  Weise  sind  die 
Correcüonen  zu  berechnen  für  den 
in  §  72  behandelten  Fall  einer 
horizontal  gerichteten  biegen- 
den Kraft.  Nach  Fig.  315  und 
Fig.  316  erhält  msn  för  diesen 
Fall  die  den  obigen  analog  ge- 
bildeten Gleichungen: 

d\     _S 
Ti.dtp        £ ' 

HR  uoB  (p  ^9 
'~  EF         ' 


9) 
10) 


11) 


12)     X  = 


13)    ).  = 


HR  f 

■efJ' 


cos  9(^9, 


14)     e'  = 


16)    ?  = 
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in  welchen  die  Qrdsse  S  als  eine  Dmok-Spannung  und  die  GrDsse  \ 
als  Verkfiiinng  der  Balben-Aohae  an^EosseD  ist. 

Bei  Vergleiehnng  der  letzteren  beiden  Ansdräcke  mit  den  in 
§  72  fSr  die  Qröasen  a  und  ^  gefundenen  Gleicbungen  erkennt 
man,  dass  im  Allgemeinen  auch  hier  die  Correctioiien  überflflssig 

% 
sind,    sobald   das  Verh&ltniss    „„g    als    sehr   klein    vorausgesetzt 

werden  darf.  Nur  in  dem  einen  Falle,  wenn  a  sehr  klein  und 
zugleich  B  sehr  gross  ist  —  d.  h.  wenn  der  Balken  eine  nahezu 
geradlinige  Form  bat  —  wird  die  nach  Gleichung  1&)  zu  berech- 
nende Correction  nicht  mehr  als  fiberflflssig  betrachtet  werden  dürfen. 
Wenn  man  nämlich  £  =  oo,  ferner  a  =  0  und  zugleich  Jt.a.=  l 
setzt,  so  erh&tt  man  aus  Gleichung  15)  den  Werth: 

wahrend  nach  §  72  für  die  GrOsse  ^  der  Werth  Null  sich  ergsben 
würde.  Bei  sehr  schwach  gekrümmten  Balken  darf  daher  die  von 
einer  Horizontalkraft  H  hervorgebrachte  Horizontal -Verschiebung 
des  Endpunktes  B  nicht  unmittelbar  nach  der  GleichuDg  12)  des 
§  72  berechnet  werden;  es  muss  Tielmehr  zu  dem  aus  jener  Glei- 
chung für  ^  zu  entnehmenden  Werthe  noch  die  oben  in  Gleichnt^  15) 
gefundene  Grüsse  ^'  hinzu  addirt  werden. 

§  74. 
Wirkung  eliiM  an  beliebiger  Stelle  hinsenden  Gewichtet. 
Die  Gr{)sBeD  a,  und  ^i,  um  welche  der  Belastungspankt  selbst 
reap.  in  verticaler  und  in  horizontaler  Bichtjng  Terschoban  wird, 
kann  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  12)  und  13)  des  §  71 
berechnen,  indem  man  darin  Q  statt  V  und  9  statt  a  setzt  (Fig.  317 
und  Fig.  318).   Man  erh&lt  dann  für  jene  Yerscbiebungen  die  Werthe: 

*^    "'^  £i^K  ("2'  +  *'"  ^0  +  T*'°  ^^  ~  2811 9)' 

2)    ?,  =  -^^[Ysin9«  +  cos9  — 1  — -|-8in29}- 

Auf  dieselbe  Weise  erh&lt  man  für  den  Winkel  &,  um  welchen 
die  Tangentenricbtung  an  der  Stelle  M  gedreht  wurde,  aus  der 
Gleichung  3)  des  §  71  den  Werth: 

^'    "=-^^(<psin9  +  cos9— l). 
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Bei  der  Biegung  des  Balkens  geht  das  StBcfc  MB,  ohne  seine 
Form  dabei  zu  ftndern,    in   die  neue  L^e  M^B^   fiber,    und    die 
Pig.  817.  Sehne  MB  fahrt  dabei  eine  Be- 

wegung BUS,  welche  auf  die  in 
Fig.  319  angedeutete  Weise  eer- 
legt  werden  kann  in  eine  fort- 
schreitende Bewegung  und  eine 
Drehhen^ung.  Bei  der  fort- 
schreitenden Bewegung  (aus 
der  L^e  MB  nach  der  Lage  M^  C) 
legt  der  Endpunkt  B  in  verti- 
caler  BichtuDg  die  Strecke  (s^, 
in  horizontaler  Richtung  die 
Strecke  €,  zurflck.  Id  Folge  der 
ausserdem  noch  stattfindenden 
Drehung  (aus  der  Lage  M^C  in 
die  Lage  M^B^)  kommt  zu  der 
Vertical Verschiebung  noch  die 
Strecke  Sj,  zu  der  Horizontal- 
verscbiebung  noch  die  Strecke  S, 
hinzu.  Fflr  die  letzteren  beiden 
Verschiebungen  ergeben  sich  aus  Fig.  319  die  Ausdrücke: 
4)  ö,  =  p  ro  cos  \p  =  Ä  (sin  a  —  sin  9)  ra, 
ö)    ^  =  p  I»  sin  ij)  =  Ä  (cos  (p  —  cos  a)  ra, 


Fig.  S18. 


welche  nach 
Substitution 
des  oben  in 
Qleichung  3) 
flr  den  Win- 
kel o  gefon- 
^denen  Wer- 
thes  die  fol- 
genden For- 
men   anneh- 


6)  0,  =  -^iff  (811  a  —  sin  9)  (9  sin  9  +  cos  9  —  1), 

7)  Sj  =  -v,ty-  (cos  9  —  cos  a)  (9  sin  9^+  cos  9  —  1). 
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Die  ganze  VerticalverachiebiiDg  dee^  Endpunktes  £  liat^die  Grösse 

0  =  0,   +  ff,, 

und     die     ganze 

Horizontal- 

Verschiebang 

deBselben  bat  die 


Bei  dem  in  Fig.  320  dargestellten  verticalen  Binge,  welcher 
TOD  zwei  Verticalkrdftea  im  gespannnten  Qleichgewicbts- Zustande 
gehalten  wird,  kann  man  sich  den 
Biegungszustand  der  oberen  Hälfte 
auf  die  in  Hg.  321  angedeutete 
Weise  versnscbanlichen,  und  wenn 
man  sieb  in  dieser  letzteren  Figur 
nacbber  die  eine  Hälfte  in  eine 
feste  Wand  eingeschlossen  denkt, 
so  gelangt  man  zu  dem  in  Fig.  322 
dargestellten  Falle  eines  krummen 
Balkens,' bei  welchem  die  von  dem 
Kräftepaare  und  der  Verticalkraft 
kerTOi^ebrachten  Biegungen  un- 
mittelbar nach  den  Gleichungen 
des  §  70  und  §  71  berechnet  wer- 
den kfinnen. 

Die  Fonn&nderung,  welche  die 
beiden   Terticalkräfte   dem    Knge 
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ertfaeilten,  war  jedenfoUs  so  beschaffei),  dssB  die  elastische  Lini* 
an  den  beiden  Endpunkten  des  horizontalen  Durchmessere  ihre 
ursprüngliche     verticsle    Tan- 


Fig.  321. 


gentenrichtung  beibehalten  hat. 
Hieraus  folgt,  dass  in  Hg.  332 
die  von  dem  Er&ftepaare  und 
der  Verticalkraft  hervorge- 
brachten Aendeningen  der  Tan- 
gentenrichtung  an  der  Stelle  B 
einander  gegenseitig  aufheben 
mfissan. 

Pflr  den  Winkel,  um  wel- 
chen diese  Tangentenrichtung 
sich  drehen  würde,  wenn  das 
Kr&ftepaar  allein  vorhanden 
wäre,    erhält    man    aus   §  70, 

Gleichung  1),  indem  man  -darin  < 

1)  "'—EX-IT' 
und  fOr  den  Winkel,  um  welchen  jene  Tangenteorichtung  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  sich  gedreht  haben  warde,  wenn  die  Verti- 
calkraft allein  vorhanden  wäre,  findet 
man  auf  dieselbe  Weise  aus  §  71,  Glei- 
chung 3),  den  Werth: 

Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Aus- 
drücke erhält  man  f&r  die  Grösse  Wt  den 
Werth: 

3)     SDi=FÄ(l— A)- 

Wenn  die  Verticalkraft  V  allein  vor- 
handen wäre,  so  würde  —  nach  §  71,  Gleichung  12)  —  der  End- 
punkt B  sich  senken  um  die  Grosse: 

and  wenn  das  Kräftepaar  allein  vorhanden  wäre,  so  würde  — 
nach  §  70,  Gleichung  8)  —  der  Endpunkt  B  sich  heben  um  die 
Grosse: 
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.^     _         90!«'/»:        ,\ 


Die  wirklich  eintretende  Senkung  dea  Endpunktes  B  ist  gleicb 
dem  üeberachuBse  der  ersteren  aber  die  letztere,  bat  also  die 
ftrösse: 

6)     a  =  a.-«,=-p^(-«-2J-^^(-2— 1), 

and  nach  SubBtitution  des  oben  ffir  SDI  gefundenen  Ausdraoka  er- 
bftlt  man  für  dieselbe  den  Werth: 


7^     „-^^'/"^        2\ 


Die  ganze  VerllLngerung  des  rerticalen  Ringdurchmessers  ÄD 
<Fig.  330)  hat  die  doppelte  Grösse,  und  die  von  der  Kraft  27 
hervorgebrachte  Verlängerung  einer  aus  n  solchen  Bingen  znaam- 
mengesetzten  Kette  ist  n-mal  so  gross  als  die  Verlängerung  jedes 
einzelnen  Ringdurchmessers,  bat  also  die  QrOsse: 

FOr  das  Biegungsmoment  an  der  Stelle  JP  ergiebt  sich  aas 
Fig.  322  der  Ausdruck: 

9)  M=  TÄ  (1  —  sin  9)  —  HR, 

welcher  nach  Substitution  des  oben  für  äR  gefundenen  Werthes  die 
Form  annimmt: 

10)  af=FÄ(— —  sin?)- 

Wenn  man  hierin  9=rO  setzt,  so  erhält  man  fflr  das  Biegunga- 
moment  an  der  Stelle  Ä  den  Werth: 

11)  M^=VR.~. 

Die  grOsste  Biegnngsspannnng  in  diesem  Querschnitte  hat  also 
die  Grosse: 

Die  grÖBSte  Spanoung  in  dem  Quersehnitte  B  setzt  sftdi  za- 
eammen  aus  der  gleichförmig  Aber  die  Querschnittsfläche  vertheilt«! 

y 
Zugspannung  8^=-=  und  der  dem  Biegangsmomeote  3R  entspre- 
chenden grtesten  Biegnogsspaonung  S,  =  -^  W,  hat  also  nach  Qlei- 
chnng  3)  die  Grösse:  *' 
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Wenn  der  Querschnitt  ein  Kreis  ist  vom  Halbmesser  u>,  so 
igt  i<'=M>'ffi,  ferner  I  = -j- w*  zu  setzen,  und  man  erhält  fflr  das 
Verhfilbiiss  jener  beiden  Spannungen  den  Werth: 
14)     ^=0,3927-1" +0,67. 


immer  grösser  als  S'.  Die  grOsstc  in  dem  Ringe  überhanpt  vor- 
kommende Spannung  findet  also  an  den  beiden  Endpunkten  des  Ter- 
ticalen  Dnrchmeaaers  statt  und  ist  nach  der  Gleichung  12)  zu  be- 
rechnen, welche  für  2V  aufgelöst,  nach  Substitution  des  oben  fflr 
%  angegebenen  Wertbes,  die  Form  annimmt: 

16)     2J'  =  J^'&^, 

und  in  dieser  Form  auch  zur  Berechnung  der  Tragfähigkeit  des 
Biuges  benutzt  werden  kann,  wenn  darin  für  S„  die  practisch  zu- 
lässige Spannung  des  Materials  gesetzt  wird. 

Für  Schmiedeisen  würde  S«  —  6  Kil.  lu  setien  sein.    Wenn  also  i.  B. 
B  =  100""  und  IC  ^10""  ist,  so  ergiebt  sich  (ins  obiger  Gleichung  der  Werth: 

2r=148Kil. 
Nach   Gleichong  7)  würde  bei  dieser  Betastang  eine  Verlängerung  des  Ter- 
ticalen  BingdurchmesserB  eintreten  von  der  Grösse: 

Eine  ans  100  solchen  Ringen  KoBammengesetzle  Kette  irürde  also  bei  einer 
Belastnng  von  ÜB  Kil.  nm   U  Millimeter  sich  verlängern. 

Aus  Gleichung  10)  ergiebt  sich  für  denjenigen  Winkel  tp  =  e, 
welchem  der  Werth  M=0  entspricht,  die  Bedingungs-Qleichung: 

16)     sine=— ,     oder:    £  =  39" 32'. 

An  der  Stelle,  wo  das  Biegungstnoment  gleich  Null  ist,  wGrde 
man  den  Ring  durchschneiden  und  ein  Scharnier  einschalten  kön- 
nen, ohne  dass  dadurch  in  den  Spanniingszuetänden  der  einzelnen 
Theile  etwas  geändert  wird.  Uan  kann  sich  daher  den  Biegungs- 
zustand des  RiDgeä  auf  die  in  Fig.  323  dargestellte  Weise  ver- 
anschaulichen, indem  man  sich  an  den  vier  Stellen,  deren  Badien 
um  den  Winkel  e  von  der  Verticalen  abweichen,  Scharniere  ein- 
geschaltet denkt. 
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Um  diejenige  Lage  id  Hoden,  nelcha  die  Seharnierpnnkte  haben  maasteo, 
wenn  die  Maiimsispannang  dea  Ringes  ein  Minimum  werden  soll,  hat  man 
lonächst  denjenigen  Werth  von  3R  aafin- 
BDchen,  fQr  welchen  die  twiden  Spaonongen 
S^  nnd  S'  einander  gleich  werden.  Indem 
man  die  in  den  Qleichangen  12)  and  13)  ge- 
fondenen  beiden  Ansdraeke  einandar  gleich 
setzt  nnd  darin  mgleich  für  if«  den  ans 
der  Gleichnng  9)  za  entnehmenden  Werth 
Mt  =  VR  —  m  sabstitairt,  erhält  man  (Qr 
jenen  Werlh  von  SR  die  Gleichung: 


■{VB-m=ir  +  i 


oder: 


a»=^ 


leFl 


Nach  Snbstitation  dieMs  Werthea  erhalt 
man  aus  Qleichnng  V),  indem  man  wiedemm 
M=0  und  zugleich  9^(  tettt,  |fQr  leti- 
teren  Winkel  die^ Gleichung; 


»=V  + 


a  "'"  s 


2wBF 
aus  welcher  sieh  ergiebt,  daaa  der  Winkel  ■ 
xwischeo  den  Grenzwerthen  £  =  30"  nnd  t  =  88°41'  liegt,  welche  leip.  den 
Oreniwerthen  -5-  =  0  nnd   -5-  =  l  entsprechen. 

Auf  aoalogfe  Waisa  ^langt  maa  in  Bezog  auf  den  in  Rg.  324 
dargestellten  Fall  des  mit  dem  gegebenen  Oewichte  2V  belasteten, 
an  feste  YerUcalwftnde  sich  anlehnenden  Rings  nach  Fig.  336,  in- 
dem man  E%a>  =  0  und  E%^^0  setzt,  zu  den  Qleichungen: 

20)    0  =  FÄ»(-^-l)-|-9Rfi-^-fl-Ä«, 

VK'    ,   ^„.       „„.IC 


21)  0  =  - 
ana  denen  man  für  die  OrOssen  H  und  i 

22)  H=2V(^'L.), 

r2i— k'4 


%  resp.  die  Werthe  erhftlt: 
:  0,918  F, 

i)  =  0,2212  VR. 

Hieniach  bat  das  Biegungsmoment  an  der  Stelle  M  In  Fig.  331 

die  GrOeae: 

24)    Jf=FB(l— si0  9)  +  K  — HÄcosii,    oder: 

26)    M=rB\l—  sin  9)  +  0,2212  VB  —  0,918  Fi  cos  9. 


SK  =  rfi(- 
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Indem  man  M=0  setzt,  erh&lt  man  fQr  die  Grosse  tg9  eine 
quadratische  Gleichung  mit  den  Wurzeln  ^  f  =  0,396  «od 
Fig.  SU.  tg  9  =  3,342,  welchen  die  Win- 

kel 9=:21''33'  und  «p^TS'aC 
entsprechen.  Jeder  Qi^rant  ent- 
fa&lt  daher  zwei  Punkte,  in  denen 
das  Bie^ngsmoment  gleich  Null 
ist,  in  denen  also  ein  Scharnier 
eingeschaltet  werden  konnte,  ohne 
daas  dadurch  in  dem  Spaonungs- 
zustande  des  Bings  eine  Aen- 
dernng  herro^ebracht  würde. 

Die  Hittelkraft  Ton  den  am 
Endpunkte  B  wirkenden  beiden 
Kräften  V  und  H  hat  die 
OrOese: 

26)  K=YW+'H'=l,Zb7V, 
nnd  der  Winkel  a,  um  welchen 
ihre  Richtung  von  der  Verücalen 
abweicht,  ist  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 

27)  tga  =  ^- =  0,918,  oder: 

a=42''33'. 

Wenn  man  sieh  nun- 
mehr das  an  dem  End- 
punkte B  ausserdem 
noch  wirkende  Krftfle- 
paar  mit  der  £raft  K 
zu  einer  Resultirenden 
zusammengesetzt  denkt, 
Bo  erkennt  man ,  dass 
die  Bichtungslinie  die- 
ser letzteren  durch  jene 
beiden  Scfaamierponkte 
btndurcbgehen  mnss,  nnd 
daas  man  sich  den 
SpanDDDgszustand      des 
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BiageB   vif    die    in    Fi^.    326    angedeatete    Weise    Teranachao- 
lidien  kMin. 


B*b*let«r  RlnglwgM  mll  iMlIlagendM  EndpunM». 
WeDD  man  sich  bei  dem  in  Fig.  327  dargestiellten  aymmetrisäk 
belasteteD  Ringbogen    die   linksseitige  Hälfte    in    eine  feste  Wand 

eingescblossen 


Fig.  328. 


ioB  V,  H,  Q  herrorgebrachten  Dnrchbi^nngen  —  eine  jede  einteln 
gHiommen  —  lesp.  nach  den  in  §  71,  §  72,  §  74  gefaodeiien 
Qleicbtmgen  berechnet  werden  kön- 
nen. Da  sowohl  hinsichtlich  der 
Form  als  auch  hinsichtlich  der  wir- 
kenden ErSfte  eine  vollkommene 
Symmetrie  zwischen  den  beiden 
Balkenh&lftea  stattfindet,  so  wird 
die  berrorgebrachte  Formftndemng 
des  Balkens  Jeden&Us  so  beschaffen 
sein,  dass  der  HcHizontalabstand  der 
beiden  Funkte  A  nnd  B  keine  Aen- 
derung  dabei  erleidet.  Hieraus  folgt, 
dass  die  von  Jenen  drei  Kräften 
hervorgebrachten  Horizontal verschie- 
bungeo  des  Endpunktes  B  einander 
gegenseitig  »nfbeben  mflsseo. 
IMe  Kraft  V  =  Q  würde  fOr  sich  allein  wirkend  eine  nach 
ansäen  gerichtete  Horizontalrerschiebnng  von  der  Ortase  €,  her- 
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Torbrin^n,  welche  nach  der  Gleichung  13)  dea  §  71  zn  berechnen 
ist.  Die  Kraft  H  wfirde  eine  nach  innen  gerichtete  Horizootal- 
Terschiebong  tos  der  Qrftsse  ^  hervorbringen,  welche  nach  der 
Gleichung  12)  des  §  72  zn  berechnen  ist  Das  Gewicht  Q  wärde 
eine  gleichfalls  nach  innen  gerichtete  Horizontalrersdiiebnng  von 
der  Grösse  ?,  hervorbringen,  welche  nai^  der  Gleichung  9)  des  §  74 
zn  berechnen  ist.     Wenn  man  nunmehr  in  der  Gleichaog: 

1)   o  =  -S,+|,  +  ,s 

für  diese  drei  Horizontalverachiebungen  ihre  Werthe  substituirt,  so 
erhftlt  man  eine  Gleichung,  welche  fOr  jff  anfgelOst  die  folgende 
Form  annimmt: 

in«'  — 1—  -"  8in2a  — -",-^  +  cos oi {«» 9  +  9 sin  9) 


-s-(l  +  2coea»)^ 


D2a 


Offenbar  liefert  zn  diesem  Horizontaldmcke  das  an  der  linken 
Seite  hängende  Gewicht  Q  einen  ebenso  grossen  Beitrag,  wie  das 

an  der  rechten 
Fig.  32». 


von  den  beiden 
Gewichten  Q 
binweggenom- 
men  wird.  Bei 
'^  deminFig.329 

dargestellten  Falle   der   unsymmetrischen  Belastung   hat   also   der 

Horizontaldruck  die  GrOsse: 


'^'^^'■'' 


8)   i  =  -) 


-  +  « 


a  (c<M  9  +  9  un  9) 


-  (1+3  cos  a»)- 


-  sin  2  « 


Wenn  man  in  Fig.  329  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  sämmtlicher  Kräfte  gleich  Null  setzt  und  dabei  das  eine 
Mal  den  Punkt  C,  das  andere  Mal  den  Funkt  B  als  Drehpunkt 
wählt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 
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4)  0  =  ^fi  (sin  a  +  sin  (p)  — SS.  2Ä  sin  a, 

5)  0  =  —  ^fi  (aln  a  —  sin  9)  +  8, .  2^  sin  a, 

ans  denen  für  die  rerticalen  Seitenkräfte  der  ron  den  beiden  Unter- 
atötziingspunkten  geleisteten  Oegendröcke  die  folgenden  Werthe  sich 
ergeben : 


«)  »'^io+ii). 


7)    8.=  4(l-4!^). 
'        '         2    \  Bin  a  / 


Mittelst  der  Oleichungen  3),  6),  7)  kann  man  für  jede  L^ 
der  Belaatnng  Q  die  Gegendrücke  der  beiden  Dnterstfltznngspiinkta 
berectmen.  Jedoch  ist  die  Gültigkeit  der  Gleichung  fär  den  Hori- 
zontaldmck  stets  an  die  Bedingang  geknüpft:  dass  die  Quer- 
schnittshOhe  klein  ist  im  Verhaitniss  zur  FfeilhOhe  des  Bogens, 
weil  andemf^lla  die  nach  §  73  auszuführende  Correction  erforder- 
lich sein  würde. 

Wenn  man  oc=  -^  setzt,  so  erhält  man  aus  den  obigen  drei 

Gleichungen,  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlen- 
verthe: 

-^  =  0  0,2  0,4  0,6  0,8  1 

a 

^-=0,910      0,859      0,716      0,502      0,261       0 
^=0,6  0,616      0,719      0,821      0,916      1 

^=0,6  0,384      0,281       0,179      0,084      0. 

Für  den  Ealbkreisbogen  ist  a  =  -^  zu  setzen,  und  die  obigen 

drei   Gleichungen    nehmen    fQr   diesen    Fall    die   einfacheren   For- 
men an: 

8)    5=e^,     9)    i8=l(l+,i„,). 

10)    S,=  |(l-sin9). 

Ans  diesen  letzteren  drei  Gleichungen  ergeben  sieb  die  in 
nachstehender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 
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0,2  0,4  0,6  0,8  1 

0,288      0,208      0,110      0,030      0 


^=0,6  0,345      0,206      0,095      0,024      0. 


§  77. 

Wfrtutiig  «iiMT  contiMiriich  verbtiHwi  BBlutui|. 

Wenn   gleichzeitig   mehiere   Belastungen    rorhandeo   alnä,   eo 

kum  man  jaden  von  den  drei  Gegendrficken  $,  8},  93i  berechnen 

durch  SummatJon  der  Beitrage,   welche  die  einzelnen  Belastnngen 

m  demselben  liefern.     Diese  Berechnungsweise  ist  auch  dann  noch 

zal&sBig,  wenn 
Fig.  880.  die  Anzahl  der 

Belastmigen 
nnendlich  gross 
nnd  ihre  Ver- 
theilnng     eine 
continnirlicbe 
ist,  in  welchem 
Falle  jene  Som- 
mation  auf  dem 
Wege   der  In- 
tegration   aus- 
üufAbren  ist. 
Nach  der  in 
Fig.  330  ^wählten  Bezeichnungsweise  nehmen  die  Qleichungen  3), 
6),  7)  des  vorigen  Paragraphen  die  nachstehenden  Formen  an: 


1)    di=^ 


^aina'— 


-  +  Cl»tt(COfl<p  +  9ii»9) 


2      V    "•"  «in  a  /  ' 

qBdif  /   ainy  \ 

2      V         sina-'' 
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Wenn  man  diese  Qleichungeo  zwischen  den  Grenzen  0  und  9 
integrirt  (wobei  der  Factor  q  als  eine  constante  QrOsse  zd  Irahao- 
deln  ist),  BO  gtUna^  man  zn  den  folgenden  Gleichnngen: 


^iin2«l9  4 


--|-coBa(2aln9 — f  COS9) 


walcbe  fUr  den  Fall  «ioer  gleichförmig  Aber  die  Bc^enstreeke  AM 
Tertiieilten  Belastung  die  Gegendrücke  der  Unterstfitzungspunkte 
darstellen. 

Wenn  femer  mit  ^',  SS',  iB/  resp.  die  Werthe  bezeichnet  wer- 
den, welche  dem  Winkel  9  =  9'  entsprechen,  und  mit  $",  iß",  6," 
die  Werthe  welche  dem  Winkel  9  =  9"  entsprechen,  so  sind  fQr 
den  in  Fi     331   dargestellten  Belastungszustuid  die  Gegendröcke 

der  beiden  Ub- 


Ytg.  881 


8)«,=-«,"-«,'. 
Zd  densel- 
ben  Resalta- 
Ö  tenwflrdeman 

gelangt  eeiD, 
wMin  man  von  Toniherein  die  Integration  zwischen  den  Grenzen 
9  =  9'  und  9  =  9"  ansgefährt  h&tte. 

Wenn  i.  B.  der  halbe  Centriwinlel  des  Bogens  SO  Gr^d  betr&gt,  nnd 
die  Ridien  der  beidln  Endpnnkte  der  beluteten  Bogenaticeke  r«p.  um 
80  Grad  nnd  40  Orad  von  der  Vertictlen  aliweichen,  so  ist  n  =  1,047198, 
9'=0,84*D66,  ¥"  =  0,698182  m  letMii,  und  man  erhfilt  am  den  obigen 
Glcichnngen  die  Werthe: 
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-V  =  0,2077, 
qR 

qB 

=  0,209  35, 

qS 

=  0,139  71, 

li'- =»■»"«■ 

qB 

=  0,484  14. 

qB 

=  0.21399, 

JL  =  „,,.o., 

Vi 

Tfi" 

=  0,27479, 

qB 

=  0,074  28. 

Schwach  gekrQmmlsr  parabollicher  B«gen. 

Nach  der  in  Fig.  333  gevräblten  Bezeichnungsweise  gelten  für 
den  parabolischen  Bogen  Ä  B  (dessen  Achae  mit  der  Verticalen  des 
Punktes  Ä  zusamtnenfallend  yorau^setzt  nird)  die  Gleichungen: 


')  -f-= 


i' 


Ol    'iy  _  V'- 


<fe  =  Ar|/l  +  (^|)'  =  <fa|/l  + 


Fflr  den  Wurzelausdruck  kaun  man  die  binomische  Beihe  sub- 

ätitniren,  und  da  wegen  vorausgesetzter  schwacher  Krümmung  d^ 

Bogens  der  Quotient 


^px* 


als  eine  kleine 


Zahl  zu  betrachten 
ist,  deren  höhere  Po- 
tenzen vernachläsaigt 
werden  dürfea,  so  ist 
es  zulässig,  statt  der 
letzteren  Gleichuog 
ann&herungsweise  zu 


3)     d»  =  <tr(l+  -^^)- 


Nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  nimmt  die  allgemeine  Diffe- 
renztal-Glelchung  der  elastischen  Linie  (§  69,  Gleichung  3)  die 
folgende  Form  an: 


4)     E%dia  =  'm.dx{\+'^^^. 


Bei  dem  in  Fig.  333  dargestellten  Falle  eines  am  freien  Bnd- 
punkte   wirkenden    Krilftepaares   ist   das    Biegungsmoment  3R    ala 
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eine  von  x  anabhftogige  Gonstante  zu  behandela,  und  man  er- 
h&lt  Kr  diesen  Fall  dorch  Ansföhrnng  der  ersten  Integration  die 
Gleichung: 

£lM  =  aKj"('!+^'^)d«,    oder: 


6)    E%m=^w(x  +  ^'^'y 
Fig.  888. 


Yoo  dieser  Qleicbung 
ausgehend,  hat  man 
nunmehr  die  Rech- 
nung auf  dieselbe 
Weise  wie  iD§70fort- 
tusetien,  indem  man 
für  (Q  das  eine  Mal  den 

Wrll,  -<".-"!'., 
da- 

das  andere  Mal  deD 
™    .,       äx  —  rfar, 

Werth T-  - 

dy 

subsUtairt  und  als- 
dann die  zweite  Integration  ausführt,  wobei  im  letzteren  Falle  der  ans 
Gleichung  2)  fär  dy  zu  entnehmende  Werth  vorher  einzusetzen  ist. 
Man  gelangt  dann  zu  den  folgenden  (den  Gleichungen  des  §  70 
analog  gebildeten)  Gleichungen: 


6) 
') 
8) 
9) 
10) 


E%1 


Et.  (rfi  - 


-th. 


dy 


)-H'+W) 


2/iL, 


Für 


=  l   wird    i/i  —  y  =  a   und 


abkfirzungsweise  das  Terbftltniss: 


=  ^;    wenn    als» 


11) 


gesetzt  wird,  so  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  7)  und  10)  ffir 
die  Verschiebungen  des  Endpunktes  B  die  Werthe; 
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12)  0  = 

13)  1  = 


•2E%  \    ^   S  J 
SEI    V    "*"     6    /■ 


14) 


AuBserdem  erbult  man  aoa  Qleicfaang  6),  indem  man  darin 
ebenfiillB  x^ l  setzt,  tax  die  Aenderung  der  Tangentenrichtnng 
am  freien  Endpunkte  B  den  Werth; 

"E%  ' 

Wenn  die  VerhältnisBzahl  n  =  ~  eebr  klein  iet,   so  können 

in  den  obigen  drei  Ausdrficken  die  Glieder,  welcbe  den  Factor  n* 
enthalten,  neben  denjenigen,  welebe  den  F^tor  n*  nicht  enthal- 
ten, auch  fortgelassen  werden;  man  erhalt  alsdann  die  folgenden 
Werthe: 

Dieaelben  Besnltata  wörde  msD  auch  erhalten  haben,  wodd  man  in 


Oleichnng  3)  das  Glied  - 


i* 


'  von  Tornherein  weggelae 


hatte. 


Die  obige  Untersuchung  zeigt  daher,  dasa  es  bei  sehr  kleinen 
Werthen  von  n  zuläsaig  ist,  ds  =  dx  zu  setzen,  wie  in  den  nachst- 
folgesden  Paragraphen  überall  geschehen  soll. 


Wlrioing  eintr  iri  fralM  Endpunkt«  angrillMidOT  VsrtlcalkraH. 
li  dem  in  Fig.  334  dai^steltten  Falle   bat   das  BiegnngB- 


i 


im  A 

bstande  x  Ton  der  Wand  die  Qrfisse; 

Fig.  s«.                                   1)    W  =  r{l-x), 
nnd  die  Oleicbung  4) 

X_                              l  jc                    j„ : Ti_ 

"""""""^-^.^    ^ 

s 

> 

f- 

pben  nimmt  fSr  diesen 
Fall  die  Form  an: 

2)    E%dv,= 

V(l-x)dx. 

Wenn  man  ron  diesn* 
Gleichang     aasgebend 
die  Rechnung  auf  die- 
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selbe  Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  fortsetzt,  so  gelangt  man 
zimächat  Ell  den  folgenden  GleicbuDgen: 

3)    E%&=v(lx~^y 

6)   M(i,.-,)  =  r(if— ^), 

and  erhSH  dann,  indem  man  diese  Qleichnngen  anf  den  Endpunkt 
B  anwendet,  die  folgenden  Werthe: 


10)   5=1 


.11)   »  =  , 


Wirtann  eiMr  Ui  fnian  Endt  ugralfMrtMi  HarliMUhfdL 

Kach  Vig.  335  hat  das  Biegangsmoment  im  Abstände  x  Ton 
^er  Wand  die  QrJisse: 

l)3H  =  ff(/-y), 
wofBi  man  mit  Bennts- 
nng  des  aas  dar  Para>- 
belgleicbung  ßr  y  zu 
entnehmenden  Werthes 
aach  setzen  kann: 


)3Ä=£r/(i-0 


Die  allgemeine  Differenzial-Gleichang  der  elaatischMk  Linie  nimmt 
demnach  für  dieeen  Fall  die  Form  an: 

3)     E%d(n  =  ff/(l~~-'^dx, 

und  man  gelangt,  indem  man  von  dieser  Gleichung  ausgehend  die 
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BechnUDg  auf  dieselbe  Weiae  wie  in  den  vorigen  Paragraphen  fort- 
setzt, zn  den  folgenden  Gleichungen: 

aoB  welchen  mui  für  die  am  freien  Endpunkte  B  hervorgebnichteD 
Terschiebongen  die  Werthe  erhält: 

Die  in  Gleichung  6)  mit  ^  bezeichnete  Grftsse  repr&sentirt  den 
allein  von  der  Biegung  des  Balkens  herrührenden  Beitrag  zu  der 
HorizontalTerschiebung  des  Endpunktes  B.  W^en  der  hier  voraus- 
gesetzten schwachen  ErümniuDg  des  Bogens  wird  man  (nach  §  73) 
den  von  der  gleichzeitig  stattfindenden  Yerkflrzung  deeselben  her- 
rührenden Beitn^,  fQr  welchen  nach  §  73  der  Ann&herungswerth: 

'<»  «"  =  # 

in  Rechnung  zu  bringen  ist,  im  vorliegenden  Falle  nicht  vemach- 
l&ssigen  dürfen ;  es  wird  vielmehr  die  wirkliche  HorizontalTer- 
schiebung des  Endpunktes  B  im  Allgemeinen  zu  berechnen  sein 
BUS  der  Gleichung: 

11)  S  =  S'  +  r. 

Wenn  jedoch  das  aus  deo  beiden  Gleichungen  8)  und  10)  zu 
berechnende  Yerhältniss: 

12)  r^.J^^ 

einen  sehr  kleinen  Werth  hätte,  so  würde  troix  der  vorausgesettten 
schwachen  Krümmung  des  Balkens  es  zulässig  sein,  die  obige  Cor- 
rection  zu  unterlassen  und  die  Horizontalverschiebung  des  End- 
punktes B  unmittelbar  nach  GleichuDg  8)  zu  berechnen. 

Ans  der  Form  des  obigen  Ausdrucks  erkennt  man,  dass  dieser 
letztere  Fall  dann  eintritt,  wenn  der  Quotient: 

"'      t„H'  ~  Ff 
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eineo  sehr  kleinen  Werth  hat.     Dieser  Ausdruck  nimmt  z.  B.  tur 
deo  rechteckigen  Querschnitt  von  der  HShe  h  die  Form  an: 

"12V/  ' 


14) 


F/'      12  v/; 

und    fOr  den  kreisfürmigen  Qaerscbnitt  von    gleicher  H9he    würde 
derselbe  die  Form  annehmen: 

Es  ergtebt  sich  hieraus,  dass  auch  bei  dem  schwach  gekrümmten 
Balken  die  Horizontalverschiebung  des  freien  Endpunktes  unmittelbar 
nach  der  Gleichung  8)  berechnet  werden  darf,  sobald  das  VerbAltniss 
Ä" 


»/ 


einen  sehr  kleinen  Werth  hat 


§  81. 
Wirkung  einu  >n  beliabiger  Stell»  hin 


II  SewlcblM. 


Bei  dem  in  Fig.  336  dargestellten  Falle  sind  die  Verschie- 
bungen des  freien  Endpunktes  B  auf  dieselbe  Weise  wie  im  §  74 
EU  berechnen  aus  des  Gleichungen: 

1)  ff  =  c,  4-  ^n 

2)  $  =  S.+S,. 

Hierin  bedeuten  0,  und  ^^  die  GrOssen,  um  welche  der  Be- 
lastungspunkt M  resp.  in  verticaler  und  horizontaler  Richtung  sich 
verschoben  hat  (siehe 
Fig.  88«.  Fig.  318).   Pflr  diese 

Verschiebungen  er- 
b&lt  man  aus  den  Glei- 
chungen 9)  und  10) 
des  §  79,  indem  man 
darin  Q  statt  F,  femer 

X statt;  und  -^statt 

X 

n  setzt,  die  Werthe: 
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Die  örOasen  a,  und  ^  hat  man  nach  Fig.  319  za  berechnen, 
indem  man  darin  MN^l  —  x  und  BN  =  f — y  setzt.  Es  er- 
geben sich  dann  die  den  Gleichungen  6)  und  7)  des  §  74  analog 
gebildeten  Gleichungen: 

ö)     (;,=(;  —  x)  (0, 

Hierin  ^bedeutet  a>  den  Winkel,  una  welchen  die  Tangentenrichtung 
an  der  Belastangsstelle  M  —  und  zugleich  auch  das  ganze  Balken- 
stück MB  —  sich  gedreht  hat  Für  diesen  Winkel  erhfilt  man 
aus  der  Gleichung  11)  des  §  79,  indem  man  wiederum  Q  statt  F, 

ferner  x  statt  l  und  ~  statt  n  setzt,  den  Werth: 

X 

und  nach  Substitution  desselben  nehmen  die  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen  die  Formen  an: 


8) 


9,    5,„£CA=li£ 


Mit  Benutzung  des  aus  der  Parabel-Gleichung  zu  entnehmen- 

fx* 
den  Werthw  y  =  ^j^  erhält  mau  nunmehr  aus   den  Gleichungen 

l 

bezeichnet,  für  die  am  freien  Endpunkte  B  heroi^sbracbten    Ver- 
sehiebungen  die  folgenden  Gleichungen: 


l)i  2),  7),  indem  man  zugleich  wieder  das  Verb&ltniss  ^  mit  n 


12)    o,--*?^. 

Die  Resultate  der  in  des  letzteren  vier  Paragraphen  ausge- 
führten Berechnungen  sind  in  der  nachfolgenden  Tabelle  zusam- 
mengestellt.   Die  Ueberächriften  der  vier  Yerticaloolumnen  beziehen 
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sich  auf  die  vier  Terachiedenes  Biegun^arsachen,  d«ren  Wirknu- 
gen  in  diesen  FaragrapbeQ  einzeln  bestimmt  wurden.  Die  in  der 
Tabelle  angegebenen  Werthe  entsprechen  der  gemachtea  Voraus- 
setzung, nach  welcher  die  Zahl  „n"  so  klein  ist,  dass  die  Glieder, 
welche  die'Zahl  n'  als  Factor  enthalten,  neben  solchen  Gliedern, 
welche  den  Factor  n'  nicht  enthalten,  flberall  Temachlilssigt  wer- 
den dürfen. 


an 

V 

H 

Q 

a 

■     71' 
3EX 

bnEl' 
12EX 

Tm('-T) 

i 

3  EX 

bnVl' 
12  EI 

en'Hl' 

HEX 

iBX  y       6l) 

m 

m 

El 

2  EX 

SEX 

Qx' 

2BI 

Anstatt  die  obigen  Aasdiücke  —  wie  biei  in  den  letiteren  rier  Pan- 
graphen  geecheben  —  fQr  den  paraboliaeben  Bogen  direct  abzaleiten,  b&tte 
m&D  dun  auch  die  in  §  70  ...  §  74  fUr  den  Kreigbogen  gefundenen  Olai- 
changen  benutzen  kdnnen.  Wenn  man  nämlich  in  jenen  Gleichnngen  f&r  die 
Orduen  aina,  coact,  ainf,  coxp  Oberall  die  betreffenden  Reiben  enbatitnirte 
und  darin  die  Glieder,  welehs  die  höheren  Potenien  der  Zahlen  «  oder  <f  ent- 
halten,  Temncblierigte ,  lo  würde  mui  —  nacb  EinRlhrang  rechtwinkelig» 
Coordinaten  statt  der  Polwr-Coordinaten  —  >a  denielban  aieichnngen  gelangvn, 
nelobe  hier  für  den  paraboliecben  Bogen  gefanden  wurden. 


§  82. 
Belasteter  parabetlachMr  BogM  mit  feeWegeadea  EadpHnktiR, 

Wenn  man  sich  bei  dem  in  Fig.  337  dargestellten  symmetriBOb 
belasteten  Bogen  die  TJnterstflUungsprinkte  durch  ihre  Gegendrücke 
ersetzt  und  die  linksseitige  Hftlfte  in  eine  feste  Wand  eingeschlosseD 
denkt,  so  erkennt  man,  dass  bei  der  rechtsseitigen  H&lfte  Fig.  338 
die  von  den  drei  biegenden  Kräften  Q,  H,  V  hervorgebraebten  Ho- 
rizontalverschiebungen  des  freien  Endpunktes  B  —  eine  jede  ein- 
zeln   genommen   —    nach    der   Tabelle   des   vorigen   Paragraphen 
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Würde  bestimmt  werden  köoneii.    Da  bei  der  Biegung  des  Bogens 
der  Abstaod   zwischen   seinen   beiden  Endpunkten  B  und   C  stets 

anveräudert 
^'B-  m.  erhalten 

wird,  somös- 
sen  jene  drei 
Horizontal- 
verschiebun- 
gen  einander 
g^enseitig 
auffaeben.In- 
dem       man 


r 

^ 

y 

ä. 

> 

' 

i ' 

« 

0 

ä       1 

'T 

die  algebrai- 
sche Summe 
der  drei  aus 
der  Tabelle 
zu  entneh- 
mendenWer- 
the  von  |  gleich  Null  setzt,  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

'  2E%y       GlJ'^  ibE%       12£X' 

welche  fQr  H  aufgelftst,  nach  Substitution  des  Werthes  V=Q  die 
folgende  Form  annimmt: 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  qdx  statt  Q  und  dJS  statt  H  setzt, 
so  erhalt  man  durch  IntE^ration  derselben  für  den  in  Fig.  339 
dargestellten  Belastungszustand  die  Gleichung: 


3) 


4)   H^;_ 


6t- + 


bql 

'  Z2n\"\       l       }       '^y      V 
^vi  den  speciellen  Fall,  in  welchem  x,  =  0  und 
«ch  aus  dieser  Gleichung  der  Werth: 

ql ql* 

2n  ~  Jf' 


l  ist^  ergiebt 


6)     J/  = 
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also  derselbe  Wertb,  welchen  man  (nach  §  41)  för  die  Horizontal- 
Spannung  einer  parabalischen  Kette  erhalten  wQrde,  deren  Belastung 

gleichförmig 
Fig.  889. 


tion  des  Bogens  vertheilter  Belastung  das  Bie^ungsmoment  an  allen 
Stellen  desselben  den  Werth  Null  annehmen  würde. 

Das  Hinwegnehmen   der  einen  Belastnngshälfte  würde  —  wie 

bereits  in  §76 
F-K-  S«.  erklärt  wurde 

—  zur  Folge 
haben,  dass 
der  Horizon- 
taldruck  auf 
die  Hälfte  re- 
ducirt  wird. 
Bei  dem  in 
Fig.  340  dar- 
gestellten Belastungszustande  hat  demnach  der  Horizontsldruck  die 


während  die  beiden  Terticalen  Gie^ndrflcke  nach  dem  Oesetze  dea 
Hebele  zu  berechnen  sind  ans  den  Qleichnngen: 


7) 


--Ci) 
21 


Wenn  i.  B.  daa  Verhlltniss  * 
für  den  Fall,  in  welchem  -^  =  —  i 


;-^—  geMtit  wird,  so  ergeben  sieh 
f  =  -r-  iat,  die  Werth«: 
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e  =  0,54.?i.     fB  =  ^ql,    «, 


=  3-^ 


Wiia  koiwr  dieser  BeUstang  noch  eine  fleichfSrmig  Db«r  di«  gftnie  Horiion- 
talprojection  veTtheilte  Belutnng  Ton  dar  OrSue  tpl  nihanien,  «o  wDrde  mui 
dnrch  Smamstion  dei  von  den  beideu  BeltkBtongeii  herrühTeiiden  BeitrSg«  die 
Werthe  erhalten; 

e  =  f^  +  0,M.aJ.      V=pJ+^ql,    f8,=pl  +  ^- 

Am  Gleichnng  6)  würde  fBr  n  =  0  der  Werth  §  =  co,  als» 
täa  angpreimtes  Resnltst,  sich  ergebeo.  Man  wird  daher  bei  dea 
ADwendnngen  jener  OleichuDg  stets  im  Auge  zu  behalteo  haben, 
duB  ihre  Gfiltigkeit  an  gewisse  Bedingungen  geknüpft  ist,  insofern 
bet  Ableitung  derselben  die  VoransaetEiing  gemacht  wurde:  dass 
nicht  nur  das  Verhältniss  der  Pfeilh9he  znr  Spaonweite,  son- 
dern gleichseitig  auch  das  VerbSltniss  der  Qnerschnittshöhe 
mr  Pfeilhühe  des  Bogeos  einen  sehr  geringen  Werth  bat. 


CoMtrudloii  der  von  dee  UnterttDtiungtpunMeti  itelelitelen  Cegendrltcke. 

Nach  Gleichnng  2)  des   vorigen  Paragraphen  hat  bei  dem  in 
Fig.  341  dargestellten  Belastungszustuide  der  Horizontaldnick  die 


Denkt  man  sich  an  jedem  der  beiden  ünterstütznngspunkte 
die  horizontale  Seitenkraft  und  die  verticale  Seitenkraft  zu  ihrer 
Hittelkraft  zneammengesetzt,  so  erkennt  man,  dass  es  diese  beiden 
Mittelkräfte  sind,  welche  mit  der  Kraft  pj^zusammen  den  Bogea 
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im  Gleichgewicht  halten.    Es  mässen  daher  die  RicbtungsH&ien  der 
drei  Er&fte  W,.Q,   TF,  in  einem  Punkte  znsammentreffen. 

TJm  die  Lage  des  Darchschnittspimlites  0  zu  finden,  hat  man 
die  algebraiBche  Summe  der  statischen  Momente  der  beiden  Er&fte- 
33i  und  |>  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  gleich  Null  zu  setzen;  man 
gelangt  dann  zu  der  Gleichung: 

4)  o  =  sj.a  +  ^)-§«.    . 

aus  welcher  man,  nach  Substitution  der  oben  fflr  SQ^  und  $  ge- 
fundenen Ausdrficke,  für  das  Terhältuiss  —r   den   folgenden  Wertb 

erhält: 

32 


5) 


/ 


K^-iO 


kxa  den  Gleichungen  1)  und  5)  ergehen  sich  die  in  nachfol- 
gender  Tabelle  zusanunengestellten  Zahlenwerthe: 


=>  0  0,1        0,2      0^       0,4       0,6       0.«     0,7       0,8       0,9        1 

=  Q,S»08  0,8859  0,872  0,84B1  Q,S176  0,2788  0,282  0,17»T  0,1226  0,0622  0 


^  =  1,28      1,283    1,29    1,808    1,322    1,347    1,8 


1,419    1,4B8  1.527    1,S> 


Die  Gleichung  5)  kann  man  benutzen,  um  das  Gesetz,  nach  welchem 
die  GrJJsse  w  mit  der  Abscisse  x  sich  ändert,  durch  eine  krumme 

Linie     geome- 
Fiy-  8*2.  triscb      darzu- 

stellen. Diese 
krumme  iJoie 
bildet  den  geo- 
metrischen Ort 
för  alle  miß- 
lichen     L^D, 

welche  der 
Punkt  0  als 
Durchachnitta- 
punkt  der  drei 
Kräfte   W,    Q, 

W^  annehmen  kann.    Mit  Hälfe  dieser  krummen  Linie  kann  mau 
alsdann  fQr  jede  beliebige  gegebene  Lage  des  Belastungspunktes  M 
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FQofter  AbachDiU.    §  8 


Fig.  348. 


durch  die  in  Fig.  342  angedeatete  CoDetroction  des  Kräfteparallelo- 
gramms die  beiden  Gegendröcke  W  und  IT,  ihrer  Grfesa  nnd  Ach- 
tung nach  darstellen. 

um  fflr  die  Stelle  P  das  Biegnngsmoment  zu  berechnen,  wQrde 
man  die  Eraft  W^  mit  dem  Hebelarme  P£  zu  multipliciren  haben. 
Hieraus  folgt,  dass  an 
der  Stelle  J^,  wo  die  Kich- 
tungslinie  der  Kraft  W^ 
den  Bogen  schneidet, 
das  Biegungsmoment  die 
Gr&sse  Kuli  hat.  An 
dieser  Stelle  wQrde  man 
ein  Scharnier  einschalten 
kftnnen,  ohne  dass  da- 
durch  indem Spannungs- 
znstande  des  Bogens  Et- 
was geändert  wird.  Aus 
Fig.  342  ergiebt  sich  zu- 
gleich das  Verfahren, 
welches  man  in  dem  um- 
gekehrten Falle  anzu- 
wenden haben  würde: 
wenn  jener  Nullpunkt  'S 
gegeben  ist,  und  der  zu- 
gehörige Belastungspunkt  M  gesucht  wird.  Uan  findet  den  letz- 
teren, indem  man  die  Linie  AN  bis  zum  DurchscLnittspunkte  mit 
der  Gurre  verlängert  und  dnrch  diesen  Durchschnittspunkt  eine 
Verticale  legt. 

D&3  eben  erklärte  CoDBtnictioDBTeTfRbreii  würde  man  auch  aaf  den  kreie- 
bogenfGnnig  ^brummten  Balken  anwenden  kSnnsn.  Nach  §  76  würde  i.  B. 
för  den  Halbkieisbogen  vom  HalbmeBser  I:=if  ^/  der  Werth: 


in  Gleichung  4)  tu  Bubetitoiren  aein,  und  wen 
setzt,  so  erbält  man  aus  jener  Gleichung  Via  » 
atanten  Wertta: 


man  ausserdem  j;  ^  £  Bin  9 
den  von  x  unabhängigen  con- 
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Et  ergiebt  sich  hienn«  du  bemerlceiiiwertbe  Resultat,  duB  bei  dem  Halbkreis- 
bogen  der  geometriiche  Ort  aller  Lagen,  welche  der  DnrchechaittBpankt  0  an- 
nehmen laui,  eine  boriiontale  gerade  Linie  bildet  (Fig.  343). 


§  84. 
Emittthmg  4»  m^lntltgaten  B«listun9*zinUnde. 
Die  im  vorigen  Pangraphen  gefundene  Gurve  würde  man  auf 
die  in  Fig.  344  angedeatete  Weise  benutzen  kOnnen,  nm  diejenigen 
BeUstQngszust&nde  anfzuSoden,    bei  welchen  an  einer  bestimmten 
gegebenen  Stelle  N  daa  Biegnngamoment  ein  Hazimnm  oder  Mi- 
nimum wird.     Die  beiden  Punkte,  deren  Belastungen  den  Beitn^ 
„Null"  liefern  zn  jenem  Bi^ungsmomente,  zerlegen  die  ganze  Spann- 
weite   in    drei 
Pig.  344. 


zeigen 

die  beigefügten  Drebungspfeile:  daas  das  Bi^ongemoment  als  po- 
sitiv bezeichnet  werden  soll,  wenn  dasselbe  eine  Verstärkung  der 
bereits  vorhandenen  Krümmung  dee  Bogens  bedingt,  als  negativ  im 
entgegengesetzten  Falle.  Das  Biegungsmoment  an  der  Stelle  N 
wird  ein  Maximum,  wenn  die  beiden  mit  „Plus"  bezeichneten  Ab- 
theituDgen  allein  belastet  sind,  ein  Minimum,  wenn  die  mit  „Minus" 
bezeichnete  Abtb«ilung  allein  belastet  ist. 

Wenn  der  B<^en  als  Blech-  oder  Gitter-Balken  aus  zwei  pa- 
rallelen Qurtungen  und  einer  zwischen  denselben  befindlichen  Blech- 
oder Oittorwand  conBtruirt  ist,  so  kann  man  bei  der  Berechnung 
der  in  diesen  drei  Constructionstheilen  hervorgebrachten  Spannnogsn 
—  wie  im  dritten  Abschnitte  gezeigt  wurde  —  die  Methode  der 
statischen  Momente  anwenden  (Fig.  345  und  Fig.  346). 
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Fttnfter  Alnchnitt.    §  U. 


Um  die    in   der   oberen  Qnrtnng  an  der  Stelle  M  hervorge- 
bracbtfl  Spannnog  X  za  berechnen,  wflrde  man  für  den  Theil  ÄMN 

(Fig.  346)  die 
Fig.  Uh.  Qleicbung    der 

statischen  Mo- 
naente au&n- 
Btelleo  and  den 
Pnnkt  N  dabei 
als  Drehpunkt 
zu  wühlen  ha- 
ben. Hieraus 
ergiebt  sich  die 
in  Fig.  347  an- 
gedeutete Con- 
struction  der- 
jenigen Bela- 
stungszustände, 
bei  welchen  die 
Spannung  X 
resp.  ein  Maxi- 
mum oder  Mi- 
nimum wird. 
Bei  der  Berech- 
nung yon  Z  würde  man  den  Funkt  M  als  Drehpunkt  zu  wählen 
haben.     Es  kdnnen  daher  die  Belastnngszustfinde,  bei  welchen  die 

Spannung      Z 
Fig.  SIT.  resp.  ein  Maii- 

>.£laa.. MiUBfi » Eine. .^  mum  oder  Mi- 
nimum wird, 
auf  eine  der 
vorigen  ganz 
analoge  Weise 
mittelst  der  in 
Pig.  348  aus- 
geführten Con- 
struction  ermit- 
telt werden. 
Um  die  Äb- 

scbeernngSBpanDung  S  zu  berechnen,  bat  man  sich  an  dem  unbe- 
lasteten  Theile  den  Gegendruck   des  festen  Unterstfitzungspunktes 
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Id  zwei  SettenkrAfte  zerlegt  za  denken,  von  denen  die  eine  recht-' 

winkelig,  die  andere  parallel  zu  der  QaerBcbnitts- Ebene  MN  ge- 

p.     j^Q  richtet  ist    Man 

■  JflinM.     . EiJH , MinnR- 


Fig.  849. 


ner,  dass  St  negativ  oder  positiv  wird,  jenachdem  jene  parallele 
SMtenkraft  der  Richtung  des  positiven  K  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt gerichtet  ist.  Hierauf  grün- 
det sich  die  in  Fig.  350  darge- 
stellte Gonatruction  der  Belastungs- 
zustände,  bei  welchen  die  Abachae- 
rungsspannnng  S  resp.  ein  Maxi- 
mnni  oder  Minimum  wird.  Die 
Linie  ÄO  ist  rechtwinkelig  zu  der 
Qnerschnitts-Ebene  MN  gerichtet. 
Ein  in  der  Verticalen  des  Punktes  0 
angebrachtes  Gewicht  würde  daher 
zn  der  *Absobeerungsspannang  81  den  Beitrag  Null  liefern.  Diese 
Verticale  scheidet  demnach  die  „Ptns"-Äbtheilung  voo  der  „Minus"- 

Abtheilnng. 


tiven     Beitrag 
zu    der    Span- 
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Fünfter  A1)Bchnitt.    §  81 


nung  9(  liefern  wQrde,  wovon  man  alcb  leicht  flberzengt,  indem  man 
die  Wirkung  einer  solchen  Belastung  aaf  den  rechts  von  dem 
Schnitte  liegenden  Thetl  BMN  untersucht 

Für  jeden  der  gefundenen  Belastungszustände  kann  man  die 
beiden  Seitenkrftfte  des  von  jedem  Unteretätzungspunkte  geleisteten 
Gegendruckes  nach  §  82  berechnen.  Die  betreffende  Spannung 
selbst  flndet  man  alsdann,  indem  man  für  den  Theil  AMN  oder 
den  Theil  BMN  die  Gleichung  der  atatischen  Momente  aufstellt. 


EfalluM  d«r  Tsmptralur-ABndflrungaa. 

Denkt   man   sich    in  Folge   einer  Temperatur- Erhöhung   den 
(znn9chst   frei   im  Räume    schwebend  vorausgesetzten)  Bogen   aus 

der  Form  ACB 
Fig.  3&1.  in     die    Form 

>4iC,B,  über- 
gehend (Fig. 
351),  und  nach- 
her durch  die 
beiden  Hori- 
zontalkräfte H 
die  ursprüng- 
liche SehnenUnge  AB  =  21  wieder  hergestellt,  so  erkennt  man 
leicht,  dass  der  Bogen  alsdann  genau  in  demselben  Spannungszu- 
stande sich  befinden  wird,  wie  wenn  von  vornherein  durch  Be- 
festigung der  beiden  Endpunkte  jede  Veränderung  der  Spannweite 
verhindert  worden  wäre  (Fig.  352).  Die  Grösse  des  entstehenden 
Horizontaldruckes  kann  man  daher  nach  der  Tabelle  des  §  81  be- 
rechnen, indem 
P'K-^2.  man  darin  8  i  statt 

^  setzt,   aus   der 
Gleichung; 

oder: 

16JEI 


H 


i'l' 


Die  durch  diesen  Horizontaldracfc  in  dem  Soheitel-Qaeraclinitte 
an  der  concaven  Seite  herYorgebraclite  grösete  DruelispaDnung  (pjD 
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FJäcbeDeinfaeit)  kann  maD  —  auf  dieselbe  Weise  wie  iD  §  60  die 
TOD  den  beiden  Kräften  K  berrorgebracbte  SpaDDung  —  berechnen 
aus  der  Gleicbung: 

welcher  man  nach  Stibstitntion  des  oben  für  H  gefundenen  Aus- 
dmcVes  (indem  mas  zugleich  wieder  nl  =^/  setzt)  die  folgende 
Form  geben  kann: 

3; 


IbhE  /   %     ,w\ 
3)     S—~^-  (^-^  +  _J. 


Wenn  man  hierin  w  =  -„-    und   X  =  —to-  setzt,   so  erhält 

man  die  ffir  den  rechteckigen  Querschnitt  von  der  Höhe  h  geltende . 
Oleiebang: 


32    VV    '/»y 
Für  Schmiedeisen    wird   das   einer  Temperatur- Erhöhung  tod 
t  Graden  (Celsius)    entsprechende  Ansdehntingsverhftltniss   zn    be- 
rechnen sein  ans  der  Gleichung: 

5)    8  =  0,0000122-(. 
Es  wflrde  also  z.  B.  für  /  =  41  Grad  der  Werth  5  =  -„         sich 

ergeben.    Wenn  man  ausserdem    £^20000  und  -- =  —  setzt, 

so  erhält  man  für  die  obige  Temperaturspannnng  den  Werth: 

5.20000      I        1    ,  /'n'1      „Kii  AA 
*^     ^=-3272ÖÖ0"-r-T+UJ  1=2'"M4- 

Die  gleichzeitig  von  den  Belastungen  des  Bogens  an  derselbe» 
Stelle  hervorgebrachte  Druckspannung  würde  daher  nur  3 ^'-,53 
betragen  dürfen,  wenn  die  practjsch  zulässige  Spannung  von  6  Ell. 
pro  Qoadratmillimeter  nicht  fiberschritten  werden  soll.  Jene  Tem- 
peratnr-Äendening  hat  daher  denselben  Einfluss,  wie  wenn  die 
Festigkeit  des  Materials  im  Verfaältniss  6 : 3,56  vermindert  worden 
wäre.  Wegen  dieses  nachtheiligen  Einflusses  der  Temperatur- 
Aendemngen  ist  der  krumme  Balken  mit  festliegenden  Endpunkten 
als  eine  keinesw^s  empfehlenswertbe  Construction  zu  bezeichne» 
und  bei  Brßckenconstnictionen  thunlicbst  zu  vermeiden. 
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Dei  obigen  BeKcbnuiig  der  TemperKtnnpftanaug  Ug  die  Vorknuetiimg 

zn  Grande:  daea  d*s  Verhiltoisi  -j  sehr  klein  ist.     WSr«    diese  Bedingnng 

nicbt  erfüllt,  bo  «ürde  die  naeb  den  Gleicbnngen  10)  und  11)  des  §  80  Basni- 
fabrcnde  Coneotion  erfoTderiich  sein,  und  der  obeu  fOr  den  HoriiontKldrack  R 
gefundenen  Oleichong  1)  wQrde  für  diesm  Fall  die  Fonn  zn  geben  «ein: 

')     "=    »..^    +-^r^-      "der:      g=     ,  ^  ■ 


Man  erbSlt  aladann  ans  Gleichung  2)  fUr  die  Temperatunpaanang  den  ge> 
naneren  Änadrnek: 


'+  ist 

'  welchei  ftlr  den  Fall  des  recht«cldgeii  QneisdtnittM  die  folgende  Form  nn- 


»)    8  =  -^ 


»2  +  »4|- 


Wenn  man  mit  Beibebaltang  der  oben  aDgenommenen  Zahlenvertbe  die 
Temperaturapannnng  nach  dleeer  genaneren  Oleichnag  berechnet,  n  findet 
man  den  Werth  S  =  2*i\48.  Es  ergiebt  eich  hieraoa,  da»  die  enrShnte  Cof 
rectioD  selbst  dann  noch  remaohläsBigt  werden  darf,  wenn  die  Qneraehnitte- 
hSbe  den  Tierten  Theil  der  PfeiIhShe  dei  Bogens  erreicht. 


Parabolbcher  Triger  mit  tteilen  Gnrtungen. 

Bei  dem  in  Fig.  353  dargestellten  Falle  Bind  die  h<Mitontalen 
Gegendrücke  der  beideo  Üotergtätzangspunkte  nach  innen  gerichtet, 
und  dieselben  haben  (nach  §  83,  Gleichung  1)  die  GrOBse: 

Bei  dem  in  Fig.  364  dai^estellten  Falle  sind  die  horizontalen 
Gegendrücke  der  beiden  Unterstütznngspunkte  nach  aussen  ge- 
richtet und  haben  die  GrOsse: 


^)  ^.-If  0-«^+^)- 


■  64/, 

Indem    man   diese   beiden   Aasdröcke   einander   gleichsetzt,    erhftlt 
man  die  Gleichung: 
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3) 


«.  _A 
ft  ""  /. 

als  Bediogaag,  welche  erfSllt  Bein  muss,  wenn  jene  beiden  Hori- 
zootaldräcke  gleiche  GrOsse  haben  solleD,  wie  hier  vorauggesetzt  wird. 
Denkt  man  sich  die  beiden  BOgen  nunmehr  auf  die  in  Fig.  365 
angedeateteWeise 
Fig.  85S.  mit  einander  yer- 

bnnden,BO  erkennt 
man,  dass  bei  dem 
aaf  solche  Art  ent- 
standenen parabo- 
lischen Tr&ger  so 
jedem  der  beiden 
Unterstfitzungs- 
punkte  die  auf 
denselben  über- 
tragenen Horizon- 
taldrficke  einander 
gegenseitig  auf- 
heben werden,  dasa 
also  —  wie  in  der 
Figur  durch  die  beiden  Bollen  angedeutet  ist  —  von  den  beiden 
Unterstützungsponkten  nur  verticale  O^endrQcke  auf  das  Öanze 
äbertn^n  weisen,  jj 

Die    in    horizontaler  Richtung   frei    beweglich    Torausgesetzten 
Unterstätsangspunkte  setzen  einer  durch  Temperatur -Aenderangen 

hervorgebrachten 
^*f- "^  Längen -Aende- 

rung  des  Tr&gers 
keinerlei  Wider- 
stand entgegen ; 
folglich  können 
durch  solche  Tem- 
peratur -  Aende- 
mngen  anoh  keine 
Spannungen  in 
demselben  hervorgebracht  werden.  Bei  Anwendung  eines  solchen  aus 
zwei  krummen  Bslken  zusammengesetzten  parabolischen  TrSgers  (statt 
des  einfachen  Bogens  n^t  festliegenden  Endpunkten)  werden  daher  die  im 
vorigen  Paragraphen  hervorgehobenen  üebelst&nde  g&nilicb  vermieden. 
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Fünfter  Abschnitt. 


Was  die  von  den  Belastungen  hervorgebrachten  Spanonngeo 
betrifft,  so  sind  dieselbeD  bei  jedem  der  beiden  BOgen  genan  auf 
dieselbe  Weise  zq  berecbneo,  wie  weon  die  beideD  Endpunkte  des- 
selben absolut  feste  Punkte  wären.  In  diesen  Spannungszuständen 
der  beiden  B^en  wird  keine  Aendening  eintreten,  wenn  die  beiden 
Belastnngspnnkte  J/,   und  M,   (Fig.  355)  dnrch    eine   (gewichtlos 

Toranegesetzte) 
Fif-  SM-  Veiticalstange 

mit  einander  ver- 
bunden werden, 
und  an  einer 
beliebigen  Stelle 
derselben  die 
Summe  der  bei- 
den Belastungen; 

aufgehängt  wird  (Fig.  856).  Wenn  das  Totalgewicht  Q  nnd  die 
FfeilhOhen  der  beiden  Bögen  gegeben  sind,  ao  kann  man  nunmehr 
aas  den  beiden  Gleichungen  3)  und  4)  den  von  jedem  der  beiden 
Bögen  aufgenommenen  Tbeil  jener  Belastnng  berechnen  und  erhält 
far  diese  beiden  Belastangstheile  die  Werthe: 

6)  ft  =  e(7,^/. 

Nach  demselben  Gesetze  wOrde  auch  eine  gleichförmig  — 
entweder  aber  die  ganze  Spannweite  AB  oder  eine  bestimmte 
Strecke  derselben  —  vert^eilte  Belastung  auf  zwei  Bt^en  sich 
vertheilen.  Wenn  mit  q  die  Totalbelastnng  pro  Längeneinheit  der 
Strecke  bezeichnet  wird,  so  sind: 


■)•    ")  »■=«(x+x)- 


')  1, 


'(/T^)' 


8) 


'(y;hr) 


"^ /,+/.' 

resp.  die  von  dem  oberen  nnd  von  dem  unteren  B(^en  zu  tragen- 
den Belastungen  pro  Längeneinheit  der  belasteten  Strecke.  Die 
bei  solchen)  Belastungszustande  auf  jeden  der  beiden  Bc^en  einzeln 
genommen  von  den  ünterststzongspunkten  übertragenen  borizon- 
^len  nnd  verticalen  Gegendrücke  können  alsdann  unmittelbar  naob 
den  Gleichungen  des  §  82  berechnet  werden. 

Wenn  wegen  sehr  kleiner  Ffeilhöhe  des  einen  oder  dei  andern  der  beiden 
BSgen  n  erforderlich  sein  sollte,  die  nach  §  80  (Gleicbnng  11)  KiuiQfQhrend» 
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Correction  in  berücksichtigeo,  so  würde  man  Eimächet  bei  Ableitang  der  kll- 
gemeinen  Gleichang  fQr  den  bei  Bjmmetri scher  Belnetnng  entatetaenden  Hori- 
fontaldruok  S=:  2^  in  der  Gleichung  1)  dea  §  B2  ftnf  dei  rechten  Seite  noch 

das  Glied  -=-=  hinzninfDgen  haben  nud  fDr  den  bei  einmitiger  Belaetang  ent- 

■t«benden  Horizontaldmck  alsdann  die  Oleichnng  erhalten; 

9)    §=i-ir= ^ '         *      ■ 


64/+ 120.-^^. 

In  dieaem  Falle  wird  alao  der  Horiiontaldrack  nicht  nnr  von  GrBne  und  Lage 
der  Belaatnng  Q,  eondem  aach  ron  GrOeee  and  Form  dea  Qnerachnitta  ab- 
hängen. Bei  Anwendung  dieaei  genaueren  Gleichung  würde  man  für  den  in 
Fig.  S6&  dargettellten  Fall  die  Bedingnngsgleichnng  erhalten: 


welche  i.  B.  für  den  Fall  dea  rechteckigen  Qnerachnitta  die  folgende  Form 
an  nimmt : 

■'''''  82      /, 

Dieee  Gleiehnng  leigt,  dasB-^  =  cc    wird,    wenn  /i  =  0    iat,    nnd    das* 

—  =0  wird,  wenn  /t  =  0  iat.    In  beiden  F&llen  hat  der  Horiiontaldrack 

die  Grfisse  Null,  wie  ans  Gleichung  9)  sicfa  ergiebt. 

Die  Gleichung  9),  welche  fBr  den  gpeciellen  Fall  des  rechteckigen  Qner- 
achnittee  die  Form  annimmt: 

64/+ 10^ 

wflide  man  aneh  benntien  kOnnen,  am  diejenige  FfeilhObe  in  berechnen,  bei 
welcher  der  Ton  einer  gegebenen  Belartang  herTorgebrachte  Horiiontaldraek 
^  ein  Haiimnm  wird.  Indem  man  den  DifFereniialqnotienten  dei  Nenner«, 
naeh/  genommen,  gleieh  Nnll  aetit,  erhilt  man  die  Gleiohnngi 


13)     0  =  64-  ^^-ft-      0^'=     /■ 


,  iDgsnlani-Heohuiik.    3.  Aufl. 


=»l/i- 
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§  87. 
Paraboliidier  Triger  mit  geradllnle»''  untwer  Gurlung. 

WeoQ  die  beiden  in  horizontaler  lUchtang  verschiebbar  vor- 
ausgesetzten Unteratützungspankte  dea  Bogens  durch  eine  geriid- 
linige  Zugstange  vom  Querachuitte  ^  mit  einander  verbunden  sind 

(Pig.  367),  so  wird 
Fig.  357.  durch    die   beiden 

Belastungen^eine 
Zugspannung  if  in 
derselben  hervor- 
gebracht(Fig.368), 
und  in  Folge  dessen 
«ird  jede  Hälfle 
dieser  Zugstange 
eine  Verlängerung 
erleiden  von  der 
Grösse: 

'>  ^=lr 

Denkt  man  sich  die 
H&lfte^C  des  Bo- 
gens eingemauert, 
80  erkennt  man,  dass  die  von  den  drei  Er&ften  V,  H,  Q  hervor- 
gebrachte Horizontalverschiebung  des  Endpunktes  B  ebenfalls  gleich 
^  sein  muss.  Aus  der  Tabelle  des  §  81  ergiebt  sich  für  diese 
Horizontalverschiebung  der  Werth: 


2)    %- 


hnVl*  _ 


2E%\        61 J 


Nach  Substitution  der  Werthe  F=  Q  und  »=4-  erhält  man 

durch  Qleicbsetzung  der  obigen  beiden  für  £  gefundenen  Ausdrücke 
eine  Gleichung,  welche  ffir  die  fiorizontalspannung  S  aufgelöst  die 
folgende  Form  annimmt: 


3)     H  = 


^QiQ>-^~  +  ^) 


% 
■3/ 
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Das  HinnegDebmen  einer  von  den  beiden  Belastiingea  wird  zur 
Folge  haben,  dass  diese  Horizontalspanniing  auf  die  Hälfte  redudrt 
wird.  Bei  dem  in  Fig.  359  dargestellten  Belastungszuatande  hat 
also  die  Horizontalspannung  die  OrOsae: 


5«'(5-6^;+^) 


Die  verticalen  GegendrQcke  der  Unterstfiimngspunkte  sind 
wie  bei  dem  Balken  auf  zwei  Stdtzen  zu  berecbnen  aus  dea  Olei- 
cbongen: 


6)    S=^ 


21 


6) 


n 


Der  oben  f&r  $  gefundene  Ausdruck  unterscheidet  sich  nur 

% 
durch  das   im  Nenner  neu    hinzugekommene  Glied    120-^-:  yon 

Fig.  35». 


Querschnitte  der  horizontalen  Zugstange,  dasa  das  Verhiltniss  -^- 

gleich  Null  gesetzt  werden  darf,  so  würde  der  B(^d  in  demselben 
Spaonungszustaude  sich  befinden  wie  bei  dem  in  Flg.  341  dai^e- 

% 
stellten  Falle.     Wenn  'dagegen  -^-;  unendlich    gross  wäre,   d.  h. 

tf/ 
wenn  die  horizontale  Zugstange  sehr  schwach  wäre  oder  ganz 
fehlte,  so  würde  $  =  0  werden,  und  es  wQrden  auf  die  End- 
punkte des  Bogens  nur  die  verticalen  Qegendrüeke  wirken,  and 
das  Biegungsmoment  an  der  Belastungsstelle  wQrde  den  Weith 
annehmen: 

7)     SR  =  S(i_:r)  =  S,  (/  +  *)- ^^^'^=^- 

Dm  fttr  den  In  Flg.  340  dargestellten  Belastangszustand  die 
Spannung  der  horizontalen  Zngstange  zn  berechnen,  wfirde  man 
in  der  Gleichung  6)  des  §  82  auf  der  reehten  Seite  im  Nenner 
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das  Glied  120  •  -=-^  hinzuzufügen  haben  und  die  Gleichung  er- 
halten: 

8)    §  = = 

64/ +120--^ 

wahrend  die  vertioalen  Gegendröcke  93  und  SB,  wie  bei  dem  frei 
anfliegenden  Balken  auf  zwei  Stötxen  nach  den '  Gleichungen  7) 
und  8)  des  §  82  zu  berechnen  sein  wSrden. 

Da  die  beiden  Unterstütznngspnnkte  —  ebenso  wie  bei  dem 
im  vorigen  Paragraphen  behandelten  Falle  —  in  horizontaler  Rich- 
tung frei  bew^lich  vorausgesetzt  werden,  so  kann  bei  diesem 
Tr&ger  ebenfalls  durch  Temperatur- Aenderungen  keinerlei  nach- 
theilige Wirkung  hervorgebracht  werden. 


ParabnllicIiBr  Bogra  mit  elngsmauerten  Enden. 

Wenn  an  jedem  von  den  beiden  Enden  des  belasteten  Bogens 
nicht  nur  die  Lage  des  Endpunktes,  sondern  auch  die  Tangenten- 
richtung der  Achsenlinie  unverändert  bleiben  sollte,  so  mflsste  an 
jeder  von  diesen  beiden  Stellen  zu  dem  Gegendrucke  des  festen 
ünterstQtztugspunktes  noch  ein  EJ&ftepaar  hinzugefügt  werden. 
Bei  dem  in  Fig.  360  dargestellten  Bogen,  dessen  Enden  in  feste 
Wände  eingeschlossen  sind,  wird  man  daher,  indem  man  die  in 
den  Wand-Oberfl&chen  liegenden  Punkte  des  Bogens  als  Endpunkte 
desselben  ansielit,  die  von  jeder  Wand  auf  den  betreffenden  End- 
punkt des  Bogens  übertragene  Wirkung  zu  betrachten  haben  als 
zusammengesetzt  aus  einer  Einzelkraft  osd  einem  Eräftepaare. 
Da  hinsichtlich  der  Lage  der  Belastungen  sowohl  als  der  Unter- 
stntznngsstellen  eine  vollkommene  Symmetrie  stattfindet,  so  wer- 
den jene  beiden  Eräftepaare  gleiche  Momente  und  entg^ngesetzte 
Drebungsrichtungen  haben  müssen  (Fig.  361). 

Denkt  man  sich  nunmehr  die  linksseitige  H&lfte  AC  in  eine 
feste  Wand  eingeschlossen,  so  erkennt  man,  dass  an  der  rechts- 
seitigen Hälfte  die  nach  der  Tabelle  des  §  81  zu  bestimmenden 
Wirkungen  der  in  Fig.  361  mit  V,  B,  Wt,  Q  bezeichneten  vier 
Biegungsursacben ,    sowohl   hinsichtlich    der   hervorgebrachten    Ho- 
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rizontalTeracbiebiing  des  Eadpunktes  B,  als  auch   hiosichtlicfa  der 
AU  dieser  Stelle  hervorgebracbteo  Äenderung  der  TangestenricbtuDg 

einander    gegen- 
f'K-  360.  geitijf     aafheben 

müssen.  Wenn 
man  demgemäss 
die  aus  der  Ta- 
belle des  §  8t 
lesp.  furdieGrOs- 
sen  ^  and  m  zu 

entnehmenden 
AuBdrQcke  einen 
jeden  gleich  Null 
setzt,  Bo  erhalt 
man  die  Qlei- 
chungen; 


16  £1 
•2nHlJ__ 

welche  för  die  Grössen  H  und  S 


2BIV       6lJ 


o-:k- 


2«aKi' 

iPii       Qie' 

E%      iEZ • 

l  aufgelöst,  nach  Substitution  der 


Wertlie  V=Q  und  n  =  ~,  die  folgenden  Formen  snnetunen: 
QU 


4)    S»  =  - 


1- 


Fär  das  Biegungsmoment  im  Scheitelpunkte  des  Bogens  ergiebt 
sieb  aus  Fig.  361  der  Ausdruck: 

6)    M=Qx—Ql  +  Hf+m^*_ 
und  nach  Substitution    der  obigen    beiden  Werthe  erh&lt  man    fOr 
dasselbe  die  Gleichung: 


6)    M: 


16  V 


3  +  16 


4  +  't)- 


Wenn  man  in  den  obigon  Gteisbun^«»  qdx  statt  Q  aetit  and  abdknn 
die  Integration  ausfahrt  zwiaehsn  den  Orenien  »^0  nad  x-=l,  so  erfaUt 
mau  di«  Werthe; 
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H  =  wy        9m  =  0,        Jf=0. 


Bei  gleichfBnnig  über  die  ganze  Horiiontalirojection  vertheilter  Bclutung 
v«rbUt  Bicb  daher  der  Bogen  wie  eine  Tollkoamen  biegsRine  an  ihreD  End» 
pnokten  miterEtUtzt«  Kette.     (Terg).  §  82,  Gleichntig  b). 

Dem  oben  für  91  gefundenen  Anediuckc  würde  oiBO  auch  die  folgende 
Fonn  geben  kSnnen ; . 


7)    SR  =  - 


Q  erkennt  an  der  Fern)  dieses  Ansdrnrkes,  |dasa  dem  Werthe  - 


-n 


der  Werth  aR  =  0  entspricht.    Bei  dinser  Lage  der  Belastongsponkte  würde 
daher  der  Bogen  genan  in  demtelben  SpannuDgBinatande  sieh  [beenden,  wie 

bei  der  in  Fig.  887  dargestellten  UnteretOtMingsweiee.    Wtnn  y  grOBser  ist 

ftlB  l^ -«">  ^0  ^'^''^  ^  positiv,  wtnn  dagegen  y  kleiner  ist  als  l/--,BOwitd 
SR  negativ. 


Wirkung  eines  an  beliebiger  Steile  Mngenden  Elnrelgewlchtei. 

Durch  die  beiden  Gewichte  Q  werden  in  dem  Scheitelpunkte 
des  Bogens  die  folgenden  drei  Wirkungen  hervorgebracht.  Erstens 
findet  an  dieser  Stelle  eine  horizontale  Druckspannung  statt  von 
der  Grosse  n;  zweitens  wird  an  dieser  Stelle  ein  Biegungsmoment 
von  der  GrGsse  M  hervorgebracht;  drittens  wird  der  Scheitelpunkt 
um  eine  gewisse  GrfiEse  sich  senken,  welche  mit  o  bezeichnet 
werden  soll.  Offenbar  liefert  zu  jeder  von  diesen  drei  GrOsseo 
das  eine  von  den  beiden  Gewichten  Q  einen  ebenso  grossen  Bei- 
trag wie  das  andere.  Das  Hinwegnebmen  des  einen  von  den  bei- 
den  Gewichten  wird  daher  zur  Folge  haben,  dass  eine  jede  von 
den  drei  Grössen  H,  H,  e  auf  die  Hälfte  redncirt  wird. 

Wenn  die  Eichtungen  der  beiden  Erflfte  Q  in  die  entgegen- 
gesetzten übergingen,  d.  h.  wenn  dieselben  vertical  aufwärts 
statt  vertical  abwärts  wirkten,  so  würden  die  Vorzeichen  jener 
drei  Grössen  elenfalls  in  die  entgegengesetzten  fibergehen ;  ihre 
absolnten  Werthe  würden  jedoch  dieselben  bleiben,  und  die  obige 
Schlnssfolgeiung  würde  anch  für  diesen  Fall  ihre  Gültigkeit  be- 
balten. Hieraus  folgt,  dass  bei  dem  in  Fig.  363  dargestellten  Falle 
—  zn  welchem  isan  gelangt,  indem  man  von  den  beiden  abwfirts 
wiikerden   Erfiften  Q   die    linksseitige,    von  den   beiden,  anfwllrts 
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Fig.  862. 


«irkenden  die  rechtsseitige  hinweggeuommen  nod  die  beiden  F&lle 
alsdann  zn  einem  vereinigt  sich  denkt  —  eine  jede  von  den  drei 
Qrtesen  H,  M,  a  gleich  Null  sein  muss. 

Da  in  dem 
Scheitelpunkte  C 
weder  ein  Bie- 
guDgs  -  Moment, 
noch  eine  Ho- 
rizontalspannung 
vorbanden  ist,  so 
kann  es  nur  eine 
verticaleAbschee- 
rungskraft  sein, 
welche  daselbst 
von     der     einen 

Hälfte   des  Bebens  auf   die  andere   übertragen  wird.     Wäre    diesa 
YerUcalkraft  9  bekannt,   so  wQrde  man  —  indem  man  auf  die  in 
Fig.  363  angedeutete  Weise  den  Qleiohgewicbtszustand  der  rechts- 
seitigen Bogenbälfte- 
Pig.  86S.  gjßtj  veranschaulicht 

—  sowohl  den  ver- 
ticalen  Gegendruck 
des  Unterstfitzungs- 
punktes  B,  als  auch 
das  an  dieser  Stelle 
hervorgebrachte  Bie- 
gnngs  -  Moment  be- 
rechnen können,  und 
man  würde  fär  diese 
Grössen  die  in  der 
Figur  angegebenen 
Werthe  erhalten. 
Darch  die  beiden  Erfifte  Q  wurde  bewirkt,  dass  die  Tan- 
gentenricbtnng  am  Scheitelpunkte  C  um  den  Winkel  ra  sich  ge- 
dreht hat,  während  die  Tangentenrichtung  an  der  Stelle  B  un- 
verftndert  gebliehen  ist.  Die  letztere  hat  daher  in  Bezug  auf  die 
ersten)  eine  relative  DrehUDg  um  den  Winkel  (o  ausgeführt, 
wobei  zugleich  der  Abstand  des  Punktes  B  von  der  (früher  hori- 
zontalen) Tangentenrichtung  des  Scheitelpunktes  sich  vermindert 
hat  um  eine  Grftsse,    welche    bei    der  vorauszusetzenden  Kleinheit 
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des  Wickels  a  ohne  Bedenken  gleich  Im  gesetzt  werden  darf.  In- 
dem man  diese  beiden  Aenderungen  als  Wirkungen  der  in  flg.  363 
angegebenen  drei  Biegungstusachen  (bestehend  ans  dem  Gewitzte 
Q,  der  vertical  anfwärts  wirkenden  Kraft  V  =  Q — 'S.  und  dem 
Eräftepa&re  vom  Momente  M*  =:Q(l  —  x)  —  flQ  nach  der  Tabelle 
des  §  81  berechnet,  gelangt  man  zu  den  beiden  Qleichungen: 

(g-a)i'      0»'     [g(i-.-)-aqi 


^^'O-D 


9^     ,^_(g-«)^'  '-         3/        [g(i-^)-gj]f» 

•'     *  iEt  2E%  2EX 

nnd  erhfilt  durch  Oleicbsetzung  der  ans  diesen  beiden  Qleichungen 
für  den  Winkel  et  zu  entnebmeaden  Werthe  eine  Gleichung,  welche 
für  9  aufgelöst  die  folgende  Form  annimmt: 

3)     «  =  |{2-3|  +  ^). 

FöT  die  in  Fig.  362  mit  V  und  M'  bezeichneten  QrOssen  ergeben 
sich  hiernach  die  Werthe: 


Wenn  man  nunmehr    die   in  Fig.  361   und  Fig.  362   dai^e- 
stellten    beiden    Belastungszustfinde    gleichzeitig    stattfindend    sich 

denkt    und    zu- 

Fig.  S64. 


Wirkungen    der  Unterstfltznngspunkte  zu   berechnen   sind  aus    den 
Gleichangen: 


6)    $  = 


ff-fO 
2       ' 
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Wirkung  «iner  contmiiiilicli  vertheilUa  Belutnng. 

T'.L  y>  y y 


10)  r     '^-^' 


2 

Wenn  maa  hierin  fOr  die  Grossen  Y\  M'  die  obigen  Werthe  sub- 
etitairt  und  zugleich  f3r  die  Qrßssen  M.,  V,  9)1  die  im  vorigen  Para- 
graphen gefundenen  Wertbe  einsetzt,  so  erbSlt  man  die  folgenden 
Gleichungen: 

12)  S.=  f-(2  +  3^-i5!), 

13)  S.=l(2-3f  +  ^), 


Wirkung  Binar  oontinuliiick  v«ii)»IKM  Bslutung. 
Wenn  man  in  den  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen fQnf  Gleichungen  q.dx  an  die  Stelle  von   Q  setet  and 
hieranf  die  Integration   ausfahrt  zwischen   den  Grenzen  0  and  x, 
so  erbUt  man  die  folgenden  Gleichungen: 


1) 

« 

_i6qlxr         2 
32/   V         3 

'■  -1- '  "'^ 

2) 

aSi 

-f(^  +  H 

4    (•/' 

3) 

s. 

=fO-|T 

+  4    i'/' 

4) 

w. 

-^^(-'  +  - 

-  +  2  — -  — . 
t  +     l'        l' 

-i) 

6) 

w. 

-t(— 

f  +  4  +  ^- 

-^) 

Wenn  fsraer  mit 

5',  S,',  S,',  ä»,'. 

,  SB!,'  rtsp.  aiejenigen  Wei 

der  obigen  Grossen  beseichnet  werden,  welche  dem  Werthe  x  = 
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Fünfter  AbBchnitt. 


entsprechen,  und  mit  §",  ©/',  SJ,",  SW,", 


,"  diejenigen,  welclie 

Werthe 

Xt     ent- 


9)    »,=»,"— SD!,',        10) 
aus  welchen  man  z.  B.  ffir  den  epeciellen  Fall, 
und  ir,  =1  ist,  die  folgenden  Werthe  erhält; 
.3' 


-90!,', 
welchem  x^  = 


11)    S  = 


4/' 


,S!, 


13) 


.3'' 


U)    M>  =  f5',        16) 

Wäre  ausser  dieser  Belastung  ql  noch  eine  glelchfSrmig  aber 
die  ganze  Horizootalprojection  vertbeilte  (permanente)  Belastung 
Ton  der  QrOsse  ipl  vorhanden,  so  würden  die  ersteren  drei  Grossen 
zu  herechnen  sein  aus  den  Gleichungen: 


16 


■   2/  "^  4/  • 
13 


17)    iS,=yl  +  ^,J,        18)    9S,=pl  +  ^ql, 

wSbrend  fQr  die  beiden  Momente  97f,  und  ^^  die  Gleichungeti  14) 
und  16)  ihre  Gültigkeit  behalten,  da  die  permanente  Belastung  zu 
den  Biegangamomeuten  an  den  beiden  ünterstützungBpunkten  keüiOD 
Beitrag  liefert     (Vergl.  §  88.) 

§  91- 
Ermittelung  der  GegendfDcke  au)  dem  Wege  der  CoMtructiiM.*) 
Das   in    Fig.  366   mit  ä)t(,    bezeichnete    Biegungsmoment  im 
Scbeitelpankte  C  bat  —  nach  §  88,  Gleichung  6)  —  die  Grösse 


a)to- 


M,  oder: 


•)  Vergl.  Winkler'H  „Lehre  von  der  ElMticität  nrd  Festigkeit".  Png  1868. 
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Enoittelnng  der  Qegfndiüeke  auf  dem  Wege  der  Constroetion. 


«      W.=f(-3  +  16f-18|;+5^), 

und  die  verticale  Abscheemngstraft  an  dieser  Stelle  bat  —  nach 
§89,  GleichangS)  oder  Gleichung  13)  —  die  GrCsse: 

Fig.  306. 


3)    c  = 


durch  die  zwei 
HorizoDtalkrftfte 
von  der  —  nach 
Gleichung 
11)  zu  berech- 
nenden —  Grösse 
$  dargestellt 
denken  kann.  Für 
den  zu  wählenden 
Hebelarm  dieses 
Kraftepaares  er- 
giebt  sich  als- 
dann nach  Figur 
367  der  Werth: 


0+f)'""  I 
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Die  zwei  im  Scheitelpunkte  C  aogreifendeD  Horizontallcr&fte  $ 
heben  einander  auf,  und  in  dem  Punkte  E  kann  man  nunmehr  die 
daselbst  angreifende  Horizoutalkraft  ^  mit  der  Verücalkraft  Vg 
zu  einer  Mittelkmfl  zusammengetzeu.  Die  Lage  des  Durcbachnitts- 
punktes  0,  in  welchem  dieije  Mittelkraft  B  die  Yerticale  des  Be- 
lastungepunktes  schneidet,  kann  man  alsdann  nach  Fig.  368  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 

4)  0  =  aoa;  — §(c  +  e),  oder:  0  =  Moa— Slßo— §«■ 
Wenn  man  diese  Oleichnng  fflr  s  auflöst  uud  nachher  fär  die 
Grössen  St,,,  "SR^,  $  die  gefundeneii  Werthe  substitulrt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

welche  zeigt,  dass  die  Höbe  des  Durchschnittspunktes  0  über  dem 
Scheitelpunkte  des  Bogens  ganz  unäbhftngig  ist  von  der  Lage  des 
Belastungspunktes. 

Denkt  man  sich  auf  gleiche  Weise  auch  an  der  Unterstützungs- 
stelle  B  das  daselbst  wirkende  Eräftepaar  mit  den  beiden  Einzel- 


krftften   zu    einer   Uittelkraft    zusammengesetzt,   so    erkennt   man, 
dass  die  RichtUDgalinie  dieser  Mittelkraft  W  ebenfollB  durch  den 
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Punkt  0  biodnrcfageheD  muss.  Man  kann  sieh  daher  den  Bi^en 
auf  die  in  Fig.  369  dargestellte  Weise  von  den  drei  Krfiften  Q, 
R,  W  \m  Gleichgewicht  gehalten  denken,  und  aus  Oleichung  5) 
ergiebt  sich,  dass  der  geometrische  Ort  für  alle  Lagen,  welche 
der   Durchschnittspunkt   jener   drei   £rfifte   annehmen    kann ,   eine 

horizontale  gerade  Linie  bildet,  welche  in  der  Hohe  e  =  -T-  Aber 
dem'  Scheitelpunkte  des  Bogens  liegt. 

Die  Winkel,  welche  die  beiden  Q^ndräcke  B  und  W  mit 
der  Verticalen  eioBcbliessen,  sind  nach  Fig.  369  zu  berechnen  aus 
den  Qleichungen: 


6)     1«'P=-|-.         7)    tg4.  =  -^ 


^-A. 


§  92. 

UtnhDIlungdUl«  der  GsgandrOckB. 

Wenn  die  Lage  des  Belastungapunktes  eine  uneDdlieb  kleine 

ÄenderuDg  erleidet,  d.  h.   wenn  dessen  Äbscisse  x  um  die  Grfisse 

dx  znniinint,   so  wird  der  Abstand  e  um  die  QrOsse  de  und  der 

Winkel  4)  ^in  di^ 
^'^-  *"*•  Grösse    d-j)    sich 

vergrfissem,  inso- 
femdieBicbtungs- 
linie  der  Kraft  R 
dabei  eine  andere 
Lage  annehmen 
und  statt  der  Kraft 
B  nunmehr  eine 
andere  Kraft  R' 
die  Mittelkraft  von 
den  an  der  Unter- 
statzungsstelle  Ä  auf  den  Bogen  flbertragenen  Kräften  bilden  wird. 
Ffir  die  Äbscisse  des  Durchschnittspunktes  y,  in  welchem  die  Rich- 
tungslinien der  beiden  Kräfte  R  und  B'  einander  schneiden,  ergeben 
sich  aus  Fig.  370  die  beiden  Werthe: 

1)  2=Cir— c)tg>i,, 

2)  «  =  {«-  — (c  +  dc)|tg  (4» +  d4.). 

Indem  man  diese  beiden  Ausdrflcke  einander  gleichsetzt,  erhalt  man 
die  Gleichung: 
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3)     (»  — »)lg+  =  (K)  — e)tg(+  +  d+)-*tg(+  +  *|<), 
odMi     4)    <l=(,w  —  c)d(tg^)  —  dc(ff^  +  dtf^), 
welcher  letzteren  man  —  nach  Weglassnng  der  OrOsse  de  d  (tg  i|*), 
als  einer  UDeodlicb  kleinen  Grösse  zweiter  Ordnung  —  auch  die 
folgenden  Formen  geben  kann: 

t(r(J> .  de 
d  (tg  +) 

Bl    ,„_  Cilitg+)  +  l«+jL^_ifeMi) 
'  d(tg>j  d(l««' 

Nach  Substitution  des  für  w  —  c  gefandenen  Ausdraokes  er- 
hält man  aus  Oleichnog  1)  für  z  deu  Werth: 

WenD  man  nanmehr  für  die  Grössen  e  and  tg>]«  die  im  Torigen 
Paragraphen  gefundenen  Werthe  einsetzt,  Bo  nehmen  die  letzteren 
beiden  Gleichungen  die  folgeaden  Formen  an: 


(t) 


■^"^  rff'-*-^     8torfe— Öd«, 


Hierin  sind  für  die  Grösaen  ^,  aßg,  Sg  die  resp.  in  §89  und  §91 
gefundenen  Werthe  zu  substituiren;  man  erh&lt  dann  die  Gleichungen: 


-+6. 


i' 


r  + 


")     -^^ 


Wenn  man  den  aus  letzterer  Gleichung  zu  entnehmenden  Weith: 
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io  Qleicliuiig  10)  Bubatituirt,  so  nimmt  dieselbe  die  folgende  Form  iin: 

'  6-54+2-'' 


13)     wt 


l* 


1- 


l 


Äua  dieser  Gleichung   ergeben   sich    die  in  nachfolgender  Tabelle 
insammengastellten  Zahlenwerthe: 


-=  0 
1 


0,2      0,4        0,5     0,6        0,8 
0,34    0,369    0,4     0,463     0,76 


/         3 

Die  obige  GleicbuDg  oder  die  nach  derselben  berechnete  Ta- 
belle kann  man  benutzen,  nm  die  krumme  Linie  za  constmiren, 
welche  fOr  alle  möglichen  Lagen  des  Durcfascbnittspunktes  J  den 
geometrischen  Ort  bildet.     Da  der  Funkt  J  als  Durcbschnittspunkt 

Fig.  871. 


zweier  auf  einander  folgender  Tangenten  dieser  Curve  zu  betrachten 
Ist,  so  bildet  dieselbe  die  Umbällungalinie  fGr  sämmtliche  Lagen, 
welche  die  BicbtungaÜnie  der  Kraft  R  aDsebmen  kann.    Mit  £e- 
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QQtzung  dieser  UmhälluDgscarve  kann  man  aonmehr  die  Gonstruc- 
tion  dar  von  dem  Gewichte  Q  hervoi^nifenen  öegendrflcke  auf 
ähnliche  Weise  wie  in  Fig.  343  ausführen,  insofern  die  von  dem 
Punkte  0  aus  an  jene  Cnrve  gelegten  Tangenten  dici  Bichtnngs- 

^Jinien  jener  Gegendrücke  darstellen  (EHg.  371). 

Es  ergiebt  sieb  hieraus,  dass  die  in  §  84  erklärte  Methode 
des  AufBuchens  der  ungünstigsten  Belastungszustftnde  —  derjenigen 
BelastungSEUBtände  n&mlich,  bei  welchen  resp.  die  in  Fig.  346  mit 
X,  Z,  8{  bezeichneten  Spannungen  ihre  grAsBten  (positiven  oder  ne- 

-  gativen)  Werthe  annehmen  —  auf  den  Bogen  mit  eingemauerten 
Enden  ebenfalls  angewendet  werden  kann.  Wenn  man  in  den 
Figuren  347,  348,  350  die  Bichtungslinien  der  Oegendrncke  —  an- 
statt dieselben,  wie  dort  geschehen,  durch  die  festen  Bhidpunkte 
des  Bogens  hindnrchzulegen  —  tangential  zu  der  Umhfillangslinie 


legte,  so  wärden  jene  Figuren  nunmehr  fQr  den  vorliegenden  Fall 
die  ungSnstigsten  Belastnngsznstftnde  darstellen.  So  z.  B.  wärde 
die  Gonstruction  derjenig;en  Belastungszustfinde,  bei  welchen  die 
in  Fig.  346  mit  Z  bezeichnete  Spannung  der  unteren  Qurtung 
reBp.  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  für  den  Bogen  mit  ein* 
gemauerten  Enden  auf  die  in  Fig.  372  angedeutete  Weise  auszu- 
ftihren  sein. 
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Bsrechnuag  d«r  Temperatur -S^nimgcrt. 
Denkt  mao  sich  in  Fig.  362  an  jedem  tod  den  beiden  End- 
punkten des  Bozens  ausser  der  Horizontalkraft    noch    ein  Er&fle- 
pasr  an^bracfat,    und  anf  solche  Weise   bewirkt,    dass   nicht  nur 

die  uraprüsgliche 


erkennt  man,  dass  jene  Figur  alsdann  fflr  den  Bogen  mit  einge- 
mauerten Enden  die  Wirkung  einer  Tempenttnr-ErhObung  darstellen 
würde  (Fig.  373). 

Um  den  Horisontaldruck  H  und  das  Eraftmoment  SR  zu  be- 
rechnen, hat  mau  sich  die  tine  H&lfte  ^C  in  eine  feste  Wand 
eingeschlossen  zu  denken,  und  auf  die  andere  H&lfte  BG  nunmehr 
die  Tabelle  des  §  81  anzuwenden.  Indem  man  die  Horizontal- 
Teischiebong  des  Endpunktes  B  (wie  in  §  85,  Oleicbung  7)  gleich 
hl  setzt,  und  den  für  w  aus  jener  Tabelle  zu  entnehmenden  Werth 
glfdeh  Null  setzt,  erhilt  man  die  beiden  Gleichangen: 
,.  ,,_^Blf*^  Hl  _2m/_ 
'  \bE%   '^ EF        ZEt    ' 

^1    ^-    ZE%         E% 
aas  denen  für  die  beiden  QrOssen  H  und  3N  die  folgenden  Werthe 
sich  ergeben: 

..  46»EfI 

*'    ■"       3     '      IF/'  +  ihX 
Die   im    Scheitelquersehnitte    hervoigebrachte    gröBste    Druck- 
spannnDg  (pro  FlächeDeinbeit)  hat  die  Ot^Bse: 

5)    S  =  #4 

Rllttr,  IngSDleoI-Httthuilk,   : 


|-(fl/-9D!), 
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nnd  die  in  jedem  tod  den  beiden  Endquersclmitteii  hervorgebracfate 
Druckspannung  hat  die  GrJtsse: 

6)    s.  =  if|if-  +  ^SD!. 

Nach  Sobatitution  des  oben  fdr  3R  gefundenen  Änadnickes  er- 
hält man  fQr  diese  beiden  Maiimalspannungen  die  Werthe: 

Da  die  Grftsse  cos  e  nuf  wenig  kleiner  als  „Eins",  dagegen 
der  Quotient  er  ■  ^^^  beträchtlich  grOsser  als  „Eins"  voraus- 
zusetzen ist,  so  wird  S'  immer  die  grossere  tod  jenen  beiden 
Spannungen  sein. 

Nach  Substitution  des  in  Gleichung  3)  für  H  gefundenen 
Werthes  nehmen  die  obigen  beiden  Gleichungen  die  folgenden 
Formen  an: 

ibhE{2/wF+d%mi) 
10)  s=~ — oyM-451 

Fflr   den   rechteckigen    Querschnitt    (von    der    Höhe  &)    ist 
I  =  — ^   nnd    w  =  -„-  zu  setzen ;  al8( 
158E/.(2/+*) 
"'    *  16/'  +  16i'    ' 

„,_  16  5.Et(4/+*coss) 

^^>   * tsf  +  uk- 

Wenn  man  hierin  vieder  (nie  bei  dem  in  g  85  berechneten  Zthlenbd- 
■piele)  8  =    - '     ,  ß  =  20000,    y- =-i- selrt,  so  erhilt  man  die  Werthes 

S^6,    S' ^  8,88 +  0,66- cos £, 
und  da  cose  an näherungs weise  gleich  „Eins"  gesetzt  werden  darf,  M  ergiebt 
sich  hieraus  für  die  bei  einer  Temperatur- ErhOhnng  von  41  Oraden  (Celsins) 
eintretende  grösate  Dmckspannung  der  Wcrth: 

5'  =  9,4  Kil.  pro  QDadratmillimeter. 

Derselbe  beträgt  nahezu  dai  Vierfache  von  dem  in  g  SS  gefandeneo 
Wertlie,  und  zeigt,  dass  die  Teroperatur-AeDdemugen  bei  dem  Bogen  mit  ein- 
gemaiierten  Enden  einen  noch  viel  nacht  heiligeren  Eindoss  anedben,  ala  bei 
dem  Bogen  mit  Oelenkpunkten  an  den  Enden  (vergl.  §  8&). 
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§94. 
Sfununflait  la  RShrM. 
Wenn  die  Länge  der  Uöhre  als  Längeneinheit  gewählt  wird, 
flo    repräsentirt   in    der  Querschnittsfigur   jede  Längeneinheit  der 
inneren     oder     äusseren     Quersohnitte- 
t'ig.  371.  Peripherie    eine    Flächeneinheit    resp. 

dar  inneren  oder  äusseren  Wandober- 
fläche (f  ig.  374).  Man  kann  daher  eine 
Kobre,  bei  welcher  auf  jede  Flächen-  . 
eiuheit  der  inuereu  Wandfl&che  der 
j  Druck  pi   und   auf  jede   Flächenein- 

heit der  äusseren  Wandfläche  der  Druck 
Pf  wirkt,  auch  als  einen  Kreisring  be- 
trachten, bei  welchem  auf  jede  Längen- 

einheit  der  inneren  Peripherie  der  Druck 

p,    und    auf  Jede    Längeneinheit   der 
äusseren  Peripherie  der  Druck  p^  wirkt. 

Durch    diese    DrQcke    werden    in    den    einzelnen    (unendlich 
achmalen)   concentrischen    ringförmigen  Fasern,    aus   welchen   mau 
sich  den  ganzen  King   susam- 
^'«-  *'**■  mengesetzt  denken  kann,  Zug- 

oder Druck- Spannungen  her- 
vorgebracht, welche  an  allen 
Stellen  einer  und  derselben 
Biogfaser  gleiche  G^rOsse  haben. 
Ausserdem  wird  auf  eine  solche 
llingfaser  an  jeder  Stelle  so- 
wohl Ton  der  inneren  als  von 
der  äusseren  Seite  her  ein  ra- 
dial gerichteter  Druck  äber- 
trageo,  und  wenn  mit  p  die 
Grosse  des  Druckes  pro  Län- 
geneinheit (oder  pro  Flächen- 
einheit) bezeichnet  wird  im  Ab- 
W  /  Stande  p  ?om  Mittelpunkte,  so 

'./  ;  wird  mit  p  +  dp  der  Druck  im 

Abstände  f^d^za  bezeichnen 
Bein.  Hiernach  kann  man  sich  auf  die  in  Fig.  375  dargestellte 
Weise   den  Gleichgewiohtaiustand   des    dem  Centriwiiikel  d^    ent- 

18* 


''\ 
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sprecfaendeD  anendlich  kleinen  Bogenstflckee  einer  solchen  Bingfaser 
TeranBcbauüchen ,  und  indem  man  die  algebraische  Summe  der  iD 
radialer  Richtung  wirkenden  Seitenkräfte  gleich  Null  setit,  erbftlt 
man  die  Gleichung: 

1)    0  =  2  srfp  ain  (-^  j  -h  (p  +  (ip)  (p  +  rfp)  d<f  —ppdf. 

Hierin  kann  ~-    statt    sini~l  gesetzt  «erden,  uod  nach  Weg- 

lassuDg  des  gemeinschaftlichen  Factors  dtp  kann  man  dieser  Glei- 
-  chung,    indem   man    das  Glied  dp  df  als  unendlich  kleine  QrOsse 
zweiter  Ordnung  unterdrOckt,  auch  die  folgende  Form  geben: 
2)     0  ^  8  elf -\-  p  dp  -\- g  dp. 
Das  gleichzeitige  Vorhandensein  der  Spannungen  b  und  p  be- 
dingt eine  peripherische  Ausdehnung  der  Ringfaser  und  zugleich 
Mue   radiale  Zusammendrfickung   derselben.     Die  in  Folge    dessen 
eintretende  Form-  und  L^en-Veränderung  des  oben  betraobteteo 
unendlich  kleinen  B<^enstäckes    derselben  kann  man  sidi  auf  die 
in  Fig.  376    angedeutete   Weise   yeran- 
Fig,  876.  scbaulicben.     Pur  das  peripherische  Ver- 

Iflogerungs-Verbältniss  desselben  ergiebt 
sich  aus  dem  Elasticit&tsgesetze  die  Glei- 
chung: 

(p  +  B)rfy  — prfy^  8 
fd(f  £ ' 


3) 


oder: 


und  ffir  das  radiale  Yerknrzungs*  Ver- 
h&ltniss  erh&lt  man  (ebenfalls  nach  dem 
Elasticitätsgesetze)  die  Gleichung: 

rfp  -  {(dp  +  e  +  t?e)  -  8}  ^  p^ 
dg  E  ' 

oder; 

6)       '''  '' 


6) 


dp  E 

F&r    dieMD    letzteren  Differenzialqiiotienten   findet   man   aiiB  Glei- 
ehnng  4),  indena  man  dieselbe  differenziirt,  den  Ansdnicli: 


7) 


dt 


'^{'t+'} 
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Darcb  Gleichsetzung  der  in  dea  letzteren  beiden  äleichangen  fBr 

den  Differenzialquotienten  -j-   gefundenen  Ausdrücke   erh&lt   man 

dp 
«ine  Oleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben  kann: 

Für   die   auf  der    linken  Seite   stehende  Grösse    ei^ebt   sich  aus 
Oleichung  2)  der  Werth: 

und  die  Gleichsetzung  dieser  beiden  für  die  QrOsse  »-{-  p  gefun- 
denen Werthe  führt  zu  der  Gleichung: 

Wenn  mau  nunmehr  die  Gleichung  8)  nach  p  differenzürt  und  in 
derselben  nachher  -^  statt  -^  setzt,  so  erhalt  man  die  Gleichungen : 

111       '^4-^  —  t^'a    _  ds 

^      rfp        dp  ~       ^  dp*        <^p' 

-)  '^  —  ^w 

ds 
Für  den  Differenzialquotienten  -r— ,    welcher    abkflrzungBweis« 

mit  z  bezeichnet  werden  soll,  ergiebt  sich  aus  Gleichung  8)  der  Werth: 

und  nach  Ginffihrung  dieser  Bezeichnungsweise  kann  man  der  Glei- 
chung 12)  auch  die  folgende  Form  geben: 

14)      ''i=_6''P. 
z  p 

Indem  man  diese  letztere  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwischen  den  Grenzen  %  und  z,  auf  der  rechten  Seite  zwischen 
den  Grenzen  r,  und  p  —  gelangt  man  zn  den  folgendea  Gl^chnngen: 


15) 

^ 

=  - 

-3/f 

16) 

--Mi) 

'  \  ,    oder:    «p 
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Wenn  man  nunmehr  für  die  Grilsse  z  wieder  ihren  Werth  -r- 

dp 

einsetst,    so  kann  man  der  letzteren  Qleichnng  auch  die  folgende 

Form  geben: 

18)     ds^z^r\%. 

Dnrch  nochmalige  AnsfOhrung  der  Integration  erhält  man  alsdauD 
die  Oleicbnngen: 


19) 


/....y^, 


Nach  Substitution  des  aus  dieser  letzteren  Gleichung  fttr  »  ku 
entnehmenden  Werthes  kann  naan  dar  Gleichung  2)  auch  die  Form 
geben: 

.       2.)   {,.—--.i:!-(J,_;,)}if  =,-„(„) 

und  gelangt   durch    Integration    derselben    zu    den    nachfolgenden 
Gleichungen: 


('.  +  V)^-¥/f— /^" 


-\i(n\ 


23)  (..  +  'yi)(,-,,+^r;(i-i)=,,-^,. 

Wenn    man   endlich    in    dieser    letzteren    Gleichung    fQr    die 
Grosse  2,  den  ans  Gleichung  13)  zu  entnehmenden  Ausdruck: 


24)     «,  : 


.(i^...) 


Bubstituirt  und  dieselbe  nachher  för  s,  auflöst,  so  erhält  man  die 
Gleichungen: 

25)   (ii-''-')K--,)  +  (ii'''  )(r.-r,)l  =  p,r.-ft.., 

26)  .  =  ftil+r!)_7lÄi. 

'  r\  —  r\ 

Nachdem  auf  solche  Weise  der  Wertb  der  constanten  GriJeee 
8,  bestimmt  vorden  ist,  kann  man  nunmehr  die  Gleichung  20) 
benutzen,   um  die  rerftnderllche  Grosse  s  als  Function  des  Halb- 
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messers  p  daraustelleD.  Zn  diesem  Zwecke  hat  man  darin  zunächst 
für  Zi  den  in  Gleichung  24)  angegebenen  Werth  und  nachher  ffir 
s,  den  in  Glmchung  26)  gefundenen  Aasdruck  zu  substituireo.  Ifan 
erh&lt  dann  fOr  s  die  Gleichungen: 

27)    ,  =  3jrl±jll±fdÜ-PX    Ode,: 


28) 


Ptr',(f'  +  r])  — y,r;  (p'  +  t\) 

welche  letztere  Dach  SobstitutioQ  der  Werthe  «  =  s,  nod 
die  folgende  Form  aDnimmt; 

P,'',—P,  IK  + 1-;) 


29) 


§   95. 
Bereehnung  der  «rfordrrllchsn  WuiUUrke. 
Um   bei   gegebenem   innereD  Halbmeaser   des  Rohres    die  er- 
forderliche Wandstärke: 

1)     i-r,-r, 
fOr   dasselbe  zu    berechnen,    hat  man    die  stärkste  in  dem  Rohre 
vorkommende  Spannung   gleich  der  practisch  znl&ssigen  Spannung 
S  zu  setzen. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  26)  und  29)  des  vorigen  Para- 
graphen zunächst  die  Werthe  Pi=p  und  p,^0  substttuirt,  so 
nehmen  dieselben  die  Formen  an: 

2)  '.=^7:^1).    ä)  -=7r^- 

Für  das  Terhältoiss  dieser  beiden  Spannungen  ei^ebt  eich  hieraus 
der  Werth: 

Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  bei  innerem  Drucke 
stets  an  der  inneren  Peripherie  die  stärkste  Spannung  stattfindet. 
Ffir  diesen  Fall  hat  man  demnach  s,  =  £i  zu  setzen,  und  wenn 
man  ausserdem  für  r,  den  aus  Gleichung  1)  zu  entnehmenden 
Werth  snbstitnirt,  so  nimmt  die  Gleichung  2)  die  folgende  Form  an: 
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Durch  Auflösung   derselben    erhält  man    fftr  das  VerhJUtnisa   - — 
den  Werth: 

Aus   dieser  Qleichung  ei^eben  sieb  die   in   nachfolgender  Tabelle 
zusammeDgestellten  Zahlenwerthe: 

^=0,1         0,2       0,3       0,4       0,6       0,6   0,7     0,8  0,9      1 
—  =  0,1055    0,225    0,363    0,528   0,732    1       1,38    2       3,36  oo. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  die  Werthe  p,  =0  und  Pa=p 
snbstituirt,  so  nehmen  die  Gleichungen  26)  und  29)  des  vorigen 
Paragraphen  die  Formen  an: 


^(^;i)' 


und  man  erhSlt  fOr  das  Verhältniss  der  beiden  Spannungen  den 
Werth: 

s,  rj  -|-  r; 
Man  erkennt  ans  dieser  Gleichung,  daes  bei  äusserem  Drucke 
ebenfalls  an  der  inneren  Peripherie  die  st&rkste  Spannung  statt- 
findet, und  zwar  ist  dieselbe  in  diesem  Falle  eine  Druckspannung. 
Wenn  man  demgemäss  Sj  =  —  S  und  ausserdem  wieder  r,  +  A 
statt  r,  setzt,  so  erhält  man  aus  G-leichung  7)  für  das  Verhältnisa 

—  den  Werth: 

Aus  dieser  Gleichung   ergeben   sich  die  in  nachfolgender  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlenwerthe: 


--  =  0,118    0,291     0,581     1,236     cc. 
r, 

Wenn  man  endlich  Pi^Pt^p  setzt,  so  nehmen  die  Glei- 
chungen 26)  und  29)  des  vorigen  PÜagraphen  die  Formen  an: 
11)     8.  =«,--j.. 
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Bei  gleicher  Grösse  des  inneren  und  äusseren  Drnclces  entsteht 
also  in  der  Robrwand  eine  überall  gleichfönnig  vertheilte  Druck- 
Bpanoung  von  eben  derselben  Qrftsse. 

Daaa  unter  gewissen  umständen  die  stftrkste'  Spannong  auch 
an  der  äusaeren  Peripherie  entstehen  kann,  erkennt  man  aus  Glei- 
chnng  26)  des  vorigen  Paragraphen,  indem  man  darin  beiapiela- 
weise  Si  gleich  Null  setzt;  man  erh&lt  dann  die  Bedingnng^leichung: 

,2)     ^•=^,^, 

und  ans  Gleichung  29)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich  fftr  «, 
der  zDgehOrige  Werth: 

13)  ..  =  -y.  (iL-^L)  =  _p,  (^j^)- 

Auf  analoge  Weise  findet  man,  daas  s^  gleich  Null  wird,  wenn 
die  BedlDguDgsgleichung : 

14)  ^  =  ^'±fi- 
Pt  2r; 

erföllt  ist,  und  daas  für  diesen  Fall  die  Spannung  s,    den  Werth 

annimmt; 

Bei  der  Berechnung  der  erforderlichen  Wandstärke  A  wird 
man  jedoch  auf  aolcbe  Fälle  keine  Rücksicht  zu  nehmen  haben  — 
aus  dem  Grunde  nämlich:  weil  stets  einer  von  den  beiden  Fällen 
des  einseitigen  Druckes  —  also  entweder  der  Fall,  in  welchem 
nar  der  innere  Druck,  oder  der  Fall,  in  welchem  nur  der  äussere 
Druck  vorhanden  ist  —  als  der  ungünstigere  Fall  eine  grössere 
Wandstärke  erfordern  wird  als  der  Fall  des  gleichzeitigen  Tor- 
bandenaeins  beider  DrScke.  Han  wird  daher  in  aolchen  Fällen,  wo 
die  Drucke  Pi  und  p^  beide  von  Null  verschieden  sind,  die  erforder- 
liche Wandstärke  A  in  der  Weise  zu  berechnen  haben  ^  dass  man 
das  eine  Hai  nur  den  Druck  p^,  das  andere  Mal  nur  den  Druck 
p^  als  vorhanden  beti^htet,  und  von  den  beiden  auf  solche  Weise 
fSr  A  gefundenen  Werthen  nachher  den  grösseren  auswählt.    . 


Rflhren  mit  Verttftrkungiringen. 
Aus  Gleichung  6)    des    vorigen  Paragraphen   ergiebt  sich   für 
p  =  8  der  Werth  ä  =  -x;.     Man   erkennt  hieraus,   dass  bei  allei- 
nigem Vorhandensein  eines  inneren  Druckes,  welcher  die  pracüach 


D,gM,zedr,yGOOgIe 


282  Fünfter  AbschDitt.    §  96. 

znl&ssige  SpaenUDg  jS  äbersteigt,  es  fiberhanpt  nicht  mehr  möglich 
Bein  wflrde,  eine  genngeode  Wandstärke  herzastelleD.  Denn  bei 
jeder,  wenn  auch  noch  so  grossen  Wandstärke  würde  an  der  inneren 
Feripherie  in  diesem  Falle  eine  Zagspannung  s,  entstehen,  welche 
die  practiscb  zulässige  Spannung  flberachreitet. 

Die  Schwierigkeiten,  welche  in  solchem  Falle  der  Herstellung 
eines  Bohres  Ton  genügender  Stärke  sich  entgegenstellen,  kann 
man  dadurch  überwin/len,  dass  man  auf  irgend  eine  Weise  einen 
Dmck  anf  die  äussere  Wandfläche  künstlich  hinzufügt  und  hier- 
durch bewirkt,  dass  die  Zugspannung  an  der  inneren  Peripherie 
wieder  bis  anf  die  practisch  zulässige  Spannung  vermindert  wird. 

Um  die  erforderliche  QrOsse  dieses  hinzuzuf^enden  äusseren 
Druckes  p,  zu  berechnen,  hat  man  in  Gleichung  26)  des  §  94  den 
Werth  a,  =iS  zu  substituiren;  man  erhält  dann  dorch  Auflösung 
jener  Gleichung  tär  p^  den  Werth: 

n     «  ^PAr\  +  r])~S(r\~r\) 
IJ    Pf-  2rl 

Wenn  z.  B.  p,  ^  1,2 .  S  und  r,  =  2r,  ist,  so  ergiebt  sich  ans 
dieser  Gleichung  f^r  p,  der  Werth: 

2)  p,=~S. 

Bei  alleinigem  Vorhandensein  des  inneren  Druckes  würde  —  nach 
Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  —  an  der  inneren  Peripherie 
eine  Spannung  entstehen  von  der  Grftsse: 

3)  3,'  =  2S. 

Bei  alleinigem  Vorhandensein  des  äusseren  Druckes  würde  —  nach 
Gleichung  7}  des  vorigen  Paragraphen  - —  an  derselben  Stelle  eine 
Spannung  entstehen  von  der  Grösse: 

4)  s,"  =  — S. 

Bei  gleichzeitigem  Yorhandensein  beider  Drücke  entsteht  also  an 
der  inneren  Feripherie  eine  Spannung  von  der  Grösse: 

6)    s,  =  s,'  +  s,"  =  +  S. 
Ad  der  äusseren  Peripherie  wird  von  dem  inneren  Drucke 
—  nach  Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen  —  die  Spannung: 

6)    s,'=0,8.S 
berrorgebracht,  und  von  dem  äusseren  Drucke  —  nach  Gldcbung  8) 
des  vorigen  Paragraphen  —  die  Spannung: 
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BAbren  mit  VentÄrknügariDgen. 
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Bei  gleichzeitigem  Vorhandensein  beider  DrQcke  entsteht  also  an 
der  ansaeren  Peripherie  eine  Spannung  von  der  QrOsse: 

8)  8,=Sj'4.s/'  =  0,176.S. 

Ffir  ein  zweites  Rohr,  dessen  innerer  Halbmesser  gleich  r,  ist, 

wfirde  bei  dem  inneren  Drucke  p,  ="ö"S  —  nach  Gleichung  6) 

des  vorigen  Paragraphen  —  eine  Wandstärke  erforderlich  sein  von 
der  Grösse: 

9)  r, —r,=  0,483.  r,. 

Denkt  man  sieb  das  zweite  Bohr  Qber  das  erste  geschoben, 
während    beide    RObren    in    den    oben     beschriebenen    Spannnngs- 
zuständen    sich   befinden ,    so   er- 
P'ff-  877.  kennt  man,  dasa  die  beiden  Röhren 

alsdann  den  Drnck  p^  an  der  Be- 
rührungsfläche auf  einander  ge- 
genaeitig  übertragen  werden  (Fig. 
377).  Die  Beiträge,  welche  zu  den 
in  diesem  Doppelrohre  herTOi^e- 
bracbten  Spannungen  der  innere 
Druck  p,  =  1,2.  S  liefert,  kann 
man  auf  dieselbe  Weise  wie  bei 
einem  einfachen  Rohre  nacli  Glei- 
chung 28)  des  §  91  berechnen, 
indem  man  darin  r,  statt  r,  und 
Ps=0  setzt.  Für  den  Beitn^[, 
welchen  zn  der  im  Abstände  p  =  rf  ^  2r,  berrorgebrachten  Span- 
nung der  innere  Druck  allein  liefert,  ergiebt  sich  aus  jener  Glei- 
chung der  Werth: 

10)  ö  =  0,4924.5. 

Das  Äufbftren  des  inneren  Dnickea  wfirde  zur  Folge  haben,  dass 
die  Spannung  in  diesem  Abstände  um  eben  dieselbe  Grösse  sich 
vermindert.  Ohne  das  Vorhandensein  des  inneren  Druckes  wfirde 
also  an  der  äusseren  Peripherie  des  inneren  Rohres  eine  Span- 
nung abrig  bleiben  von  der  Grösse: 

11)  «j  —  a=  — 0,3174.5, 

und  an  der  inneren  Peripherie  des  äusseren  Rohres  eine  Span- 
nung von  der  Grösse: 
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12)  S— a=0,5076.S. 

Bei  diesQD  Spann aogazuständen,  welcbe  die  beiden  mitein- 
ander Terbundeoen  Köhren  lediglich  durch  ihre  Elaaticitätskräfte 
in  eiDSnder  gegenseitig  erzengen,  beÖndet  eich  das  innere  Rohr  im 
znsammengedrQckten  Zustande,  und  das  VerkürzangSTerhältnisa 
sein^  äusseren  Halbmessers  hat  nach  dem  Elaätidtätsgesetze  die 
OrSsse: 

,..       h        0.3174.5 

13)  --         ß        • 

Das  äussere  Sehr  dagegen  befindet  sich  im  ausgedehnten  Zustande, 
und  das  YerlflngemngsTerhältniss  seines  inneren  Halbmessers  hat 
die  GrOsse: 

,,,      \        0,5076.5 

'*)  Tr=— g — 

Wenn  also  die  beiden  Rohren  von  einander  getrennt  wärden, 
nnd  ein  jedes  in  seinen  natfirlichen  (spannungslosen)  Zustand  über- 
ginge, so  würde  der  Äussere  Halbmesser  des  inneren  Rohres  die 
6rJ}sse  annehmen: 

.5)     .=  r.{.  +  ^^-±y 

und  der  innere  Halbmesser  des  äusseren  Rohres  würde  die  GrCsse 
annehmen : 

Für  die  Differenz  dieser  beiden  Halbmesser  ergiebt  sich  hieraus 
der  Werth: 

Wenn  beide  Rohren  aus  Schmiedeisen  bestehen,  so  ist  S=6  und 
£=20000  zu  setzen;  es  wird  also  in  diesem  Falle: 

18)      ^—'^  =0,0002475. 

um  das  äussere  Rohr  in  spannungslosem  Zustande  über  das 
innere  Rohr  schieben  zu  können,  mflsste  man  das  erstere  znTor 
durch  Erwärmung  so  weit  ausdehnen,  bis  der  Halbmesser  des- 
selben um  247,5  Milliontel  seiner  Länge  sich  vergrössert.  Da 
Schmiedeisen  bei  einer  Temperatur-ErhOhung  von  1  Qrad  (Celsius) 
um  12,2  Milliontel  sich  ausdehnt,  so  würde  hierzu  eine  Temperatnr- 
ErhOhung  von  20,3  Qraden  erforderlich  sein. 
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Die  IMiteieo  Ztblenwerthe  dürfen  jedoch  nar  »ti  AonihernDgawerth« 
betnchtet  werd«D,  ireil  bei  obiger  üatersnchiiDg  keine  Rückaicht  d»ftQF  ge- 
Donunen  viirde,  dasa  in  Wirklichkeit  die  Terlingermig  einer  in  ihrer  Längen- 
TichtaDg  gelegenen  Stange  (mier  Ringfaser) ,  welche  gleichieitig  einem  recht- 
winkelig tnt  Lungenrichtting  wirkenden  Draclie  anegesetit  ist,  atete  grösser 
iit  als  diejenige  Verlängernng,  welche  dem  aUeinigen  Vorbandeniein  der  Zng- 
spannuDg  entsprechen  wOrde  —  nnd  dasa  überhaapt  die  Längen  in  derang  einer 
Stange  nicht  nnr  durch  die  in  der  Längenrichtnng  atattündendeo  Spannnngen, 
Hondern  auch  dnrch  die  rechtwinkelig  in  der  Lfingenrichtnng  vorhandenen 
Spannnngen  beeinfloBst  wird. 
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SECHSTER  ABSCHNITT. 


Theorie  des^Erddruckes  und  Berechunug  der 
Futtermaneru. 


§  y?. 


Eine  aus  lose  auf  eioander  liegeudeD  Körnern  beBtefaende 
Erd-  oder  Sandmasse  kann  —  im  Gegensätze  zu  den  sogenannten 
festen  KOrpem  —  betrachtet  werden  als  ein  Körper,  welchem  so- 
wohl die  iWiderstände  gegen  Zugkräfte  als  auch  die  Widerstände 
gegen  Äbscheerungekräfte  gänzlich  fehlen;  oder  als  ein  Körper, 
bei  welchem  die  einer  Formänderung  entgegen  wirkenden  inneren 
Kräfte  lediglich  in  Normaldrücken  und  den  zugehörigen  Beibungs- 
wideratändeo  bestehen. 

Dnrcb  Beimischang  eines  Bindemittel«  bkoo  Id  der  Erdraas«  eine  Art 
von  Cubäiion  erzeugt  werden,  welche  bewirkt,  dase  ihr  Terhalt«a  inuenn 
Kräften    gegenüber    dem    der    festen 
Fig.  378.  Körper    mehr    oder    weniger    ähnlich 

wird.  Auf  diese  io  den  niBisten  Ftllen 
wirklich  rorhandene  Cohiuiun  «oll 
einstweilen  keine  RQckeicht  genommen 

Der  Gleichgewichtszustand 
einer  auf  horizontaler  Bodeo- 
fläche  lagernden  Erd-  oder  Sand- 
Masse  würde  nicht  gestört  wer- 
den, wenn  irgend  ein  Tbeil  der- 
selben in  einen  starren  Körper 
verwandelt  würde.  Denkt  man 
sich  aaf  die  In  Fig.  378  angedeutete  Weise  eine  unter  dem  Winkel  a 
ansteigende  Ebene  durch  die  Erdmasse  hindurcbgelegt,  so  erkennt 


!£,  5ili 
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Natürlicher  BöschuDgswiukel. 
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Fig.  87». 


man,  dass  der  oberhalb  dieser  Ebene  befiodlicbe  Theil  derselben 
wie  ein  auf  schiefer  Ebene  ruhender  starrer  Körper,  nur  durch 
die  ReibungswiderstSnde  verhindert  wird,  auf  dieser  schiefen  Ebene 
hinabzugleiten.  Ein  solches  Hinabgleiten  würde  wirltlich  statt- 
änden,  wenn  der  Neigungswinkel  a  grösser  wäre  als  der  Ueibungs- 
wiakel  9.  Wenn  also  die  freie  Obeifläche  der  Erdmaaae  an  irgend 
einer  Stelle  mit  der  Horizontalen  einen  Winkel  bildete,  welcher 
grösser  ist  als  der  Beibnngswinkel  9,  so  würde  kein  Gleichgewicht 
möglich  sein;  denn  in  solchem  Falle  würde  es  stets  möglich  sein, 
jme  Ebene  so  zu  legen,  dass  ein  Oleiten  des  oberhalb  derselben 
befindlichen  Tbeiles  der  Erdmasse  wirk- 
lich eintreten  mflsste.  Hieraus  folgt, 
dass  der  gogensDute  „natürliche  Bö- 
schungswinkel" oder  derjenige  Orenz- 
winkel,  bis  zu  welchem  der  Neigungs- 
winkel der  freies  Oberflache  höchstens 
vergrössert  werden  kann,  ohne  dass 
ein  Gleiten  eintritt,  stets  gleich  dem 
Beibongswinkel  ist  (Fig.  379).  Wenn 
man  diesen  natürlichen  Böschungs- 
winkel auf  experimentellem  Wege  ermittelt  hat,  so  kann  man  den 
BeibuDgscoeffidenten  nachher  berechnen  aus  der  Gleichung: 
I)  /=tg9. 
Aus  den  zu  solchem  Zwecke  ausgeführten  Versuchen  haben 
sich  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengeBtellten  Zahlenwerthe 
ergeben. 


Haterial. 

Gewicht  eines  Cobikmetera. 

NatQrlicher 
Böschungs- 
winkel. 

B«ibaDgG- 

CoefticieDt. 

Grob«  Gerolle  .  . 

laoo  Kil.  bis  1700  Kil. 

30°  bis  48" 

0,58  bis  1,11 

Feiner  Sand 

I40a    ,      .     2800     . 

83°    .    40« 

0,42  ,    0,84 

Erde 

1200     ,      ,     2800     , 

IJ"    .     bb" 

0,31   .    1,43 

Blei-Schrot 

6750  Kil. 

83°    .     21° 

0,4s  .   0.1il 

Koggen 

Hirse 

760    . 

25°    .    80° 

0,47  .    0^8 

«50     . 

23»    .     26° 

0,42  .    0,47 

1000     . 

0°          1           0 
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Acllvar  und  pauivsr  Erddnick. 

Denkt  man  sich  bei  einer  aaf  horizontaler  BodeuSäche  lagern- 
den nnd  an  eine  verticale  Wand  sich  anlehneDden  Erd-  oder 
Sandmasse  die  Dimensionen  jedes  einzelnen  Sandkornes  auf  das 
Hundert&cbe  oder  Tansendfoche  vergrOasert,  so  erkennt  man  leicht, 
dass  der  Drack,  welchen  ein  solcher  Haufen  von  mehr  oder  weniger 
unregelmäsaig  geformten  Steinbl9ckeu  gegen  die  yerticale  Wand 
aoBöbt,  BOffohl  Ton  den  Formen  der  einzelnen  Blöcke,  als  auch  tod 
der  Art  ihrer  Anordnung  abhängen  wird.  Bei  entsprechender  Aus- 
wahl und  Anordnung  der  einzelneu  BlCcke  wQrde  es  in  manchen 
Fällen  möglich  sein,  aus  denselben  ein  debäude  in  solcher  Weise 
aufzubauen,  dass  dasselbe  ohne  Hortelverband  und  ohne  an  die 
Wand  sich  anzulehnen  auf  der  horizontalen  Bodenflfiche  im  Gleich- 
gewichte sich  hatten  kCnnte. 

Hieraus  folgt,  dase  in  der  Bestimmung  des  wirklichen 
Druckes,  welchen  die  Erdmaase  gegen  die  verticale  Wand  ausübt, 
eine  microscopische  Ausmessung  der  Form  jedes  einzelnen  Sand- 
kornes, sowie  eine  genaue  Eenntoiss  yon  der  Art  und  Weise,  wie 
ein  jedes  in  seine  Lage  gelangte,  erforderlich  sein  wQrde.  Aber 
selbst  dann,  wenn  diese  Vorbedingung  erfüllt  wäre,  und  wenn  es 
gelingen  eoUte,  die  von  den  unregelmässigen  Formen  der  einzelnen 
Sandkörner  berrfibrenden  Bechnungsschwierigkeiten  zu  überwinden, 
so  würde  doch  dem  Resultate  kein  practischer  Werth  beizul^n 
sein,  insofern  dasselbe  immer  nur  für  den  vorausgesetzten  speciellen 
Fall  Gültigkeit  beanspruchen  könnte. 

Um  zu  practisch  brauchbaren  Besoltaten  zu  geluigen,  wird 
man  vielmehr  —  wie  im  vorigen  Faragraphen  schon  geschehen  — 
die  Erdmasse  als  einen  continuirlichen,  nur  durch  das  Vorhanden- 
sein der  Reibungswiderstände  von  einer  Flüssigkeit  sich  unter- 
scheidenden, Körper  zu  behandeln  haben,  und  sich  damit  begnügen 
müssen,  auf  Grundlage  von  Erfahrungsresultaten  gewisse  Grenz- 
werthe  zu  ermitteln,  in  Bezug  auf  welche  behauptet  werden  darf, 
dass  die  Grösse  des  wirklichen  Druckes  zwischen  denselben  li^en 
muss. 

Denkt  man  sich  die  feste  verticale  Wand  ersetzt  durch  eine 
bewegliche  (gewicbtlos  und  vollkommen  glatt  vorausgesetzte)  ebene 
Platte,  welche  durch  eine  Horizontalkraft  K  gegen  die  Erdmasse 
gedrückt  dieselbe  im  Gleichgewichte  hält,    so  erkennt  man,    dasa 
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die  Bestimmong   des   Erddrucfces   hierdurch   auf   die    Bestimmung 
der  Kraft  K  zurückgefährt  wird,    insofern   diese  Kraft  stets  dem 
wirklichen  Drucke   der    Erdmasse 
gegen  die  Platte  gleich  und  ent- 
.,.,. ....  .         gegengesetzt  sein  wird  (Pig.  380). 

'- ■■.'.!■'.■ '.■;'.■■.  Der  untere  Grentwerth,  bis  zu 

•.'■'.  ■■  •  '■:'■  ■  welchem  hinab  die  GrOsse  der  Kraft 
.-..'  .'  -;  .'■ ;.  '.  K  höchstens  ahnehmen  dOrfte,  wenn 
,:■■.'•;;..'.•;,.';;  die  Platte  nicht  durch  den  Erd- 
^1^^^  druck  zurückgedrängt  werden  soll, 
.  entspricht  dem  Falle  des  sogenann- 
ten aotiven  Erddruckes,  oder  dem 
Falle,  bei  welchem  die  Erdmasse  im  Begriffe  steht  Torzurücken 
und  die  Platte  vor  sich  her  zu  schieben  —  also  gewissermasaen 
actiT  aufzutreten. 

Der  obere  Grenzwerth,  bis  zu  welchem  hinauf  die  GrQsae 
der  Kraft  K  höchstens  zunehmen  dürfte,  wenn  nicht  eine  Bewegung 
der  Platte  im  Sinne  der  Kraft  K  eintreten  soll,  entspricht  dem 
Falle  des  sogenannten  passiven  Erddruckea,  bei  welchem  die  Erd- 
masse  auf  dem  Punkte  steht,  von  der  Platte  zurückgedrängt  zu 
werden  —  also  gewissermassen  passiv  sich  verhalt. 


§  99. 
Activer  Druck  alnar  ErdiMM«  mit  hsrizaHtaler  Obwflid». 
Eine  Horizontalkraft  K,  welche  auf  einer  schiefen  Ebene  Tom 
Neigungswinkel  ß  einen  Kßrper  vom  Gewichte  Q  am  Hinabgleiten 


¥ig  SSI. 


verhindern  soll,  muss  mindestens 
die  Grösse  haben: 

I)  Z=9lg(«-9).') 
Der  Gleichgewichtszustand  der 
in  Fig:  381  dargestellten  Erd- 
masse würde  keine  StSning  er- 
leiden, wenn  sowohl  der  priama- 
ttsche  Tbeil  AB(^,  als  auch  der 
ganze  Kest  der  Erdmasse,  Jeder 
in  einen  starren  Körper  verwandelt  wfirde.  Da  die  g^en  die 
Platte  wirkende  Horizontalkraft  K  gross  genug  aein  soll,  um  Jede 
Bewegung   der  Erdmasse    Oberhaupt   zu    verhindern,    so   musa 


*)  Tergl.  .TectaniRcbe  Hechtnik*. 

BlltCT,  lugnlciir-KeahuiIk.    fl.  Kot. 


(Siebente  Anfl.)    g  74. 
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dieselbe  jedenfalla  auch  gross  genug  sein,  um  das  Hinabgleiten  des 
Prismas  ABC  Iftngs  der  Gleitfläcbe  AC  zu  ferhindeni.  Wenn  die 
Ußge  des  Prismas  (oder  die  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  stehende 
Dimension  der  Erdmasse)  als  Langeneiaheit  gewählt,  und  du  Ge- 
wicht der  Krdmasae  pro  Cubikeinbeit  mit  y  bezeichnet  wird,  so  ist 
nach  Fig.  381 

2)     Q^JlhL. 
''     ^       2tge 

in  setzen,    und  man  erhält  fQr  die  OrOsse,    welche  die  Kraft  K 
mindestens  haben  muss,  die  Gleichung: 
av     »-_    YÄ*     tg  (g  -  y) 

In  dieser  Gleichnng  hat  man  für  $  denjenigen  Werth  einta- 
setzen,  für  welchen  K  ein  Maximum  wird;  denn  die  wirklieh  ror- 
tiandene  Kraft  K  soll  unter  allen  Umständen  das  Hinabgleiten  des 
Prismas  ABC  Terbindem  —  welche  Grösse  auch  immer  für  den 
Winkel  $  gewählt  werden  mi}ge.  Indem  man  den  Differenzial- 
quotienten  von  K,  nach  6  genommen,  gleich  Nnll  setzt,  erhält  man 
fflr  den  Winkel  e  die  Bedingungsgleicbung: 

4^     0^ t?^ ^(.»—^, 

*  cos(g  —  9)*  cosö* 

welcher  man  nach  Multiplication  derselben  mit  dem  Producte  der 
beiden  Nenner  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

5)  sin  e  cos  e  =  sin  (e  ^  9)  cos  (ö  —  9),     oder: 

6)  sin2ö  =  8in(2e— 29). 

Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  Summe  der  beiden  Winkel 
Iß  und  20  —  29  gleich  180°  sein  muss;  folglich  bat  der  Winkel  B 
die  Grösse: 

7)  s  =  45<'  +  -|- 

Das  durch  diesen  Werth  des  Winkels  Q  bestimmte  Erdprisma 
ABC  wird  das  „Prisma  des  grössten  Druckes"  genannt.  Wenn 
man  diesen  Werth  in  Gleichung  3)  snbstitiiiFt,  so  erhält  man  för 
den  activen  Erddruck  die  Gleichung: 

Wenn  man  h^X  setzt  und  die  Länge  eines  Meters  als  Längen- 
einheit  annimmt,    so  bedeutet  y  das  Gewicht  der  Erdmasse    pro 
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CubÜEineter  und  K  den  actiren  Druck  derselben  gegen  eine  ver- 
ticale  BecbteckSacbe  Ton  1"  HObe  und  !■"  LSoge.  Ans  obiger 
OleicbuDg  ergeben  aicb  alsdann  die  in  nachfolgender  Tabelle  zii- 
sammengestellteu  Zahienwertbe: 


Hftterial. 

r 

f 

K 

Sand  .  .  . 

1800  KU. 

30» 

300  Ell. 

Schrot   .  . 

6760   „ 

26" 

1370    „ 

Roggen  :  . 

760   „ 

30" 

126    „ 

Wasser  .  . 

1000    „ 

0' 

600    „ 

§  100. 
PUflvflr  Druck  ifiiw  Erdmaui  mit  horiiontitor  ObarfliclM. 
Wenn  bei  dem  in  Fig.  381  daTgeutellten  Falle  das  Grdpriaina 
ABC  auf  der  Oleitflllche  AC  nicbt  bergan  gescboben  werden  soll, 
so  darf  die  Kraft  K  höchstens  die  GrOsse  erreicben: 

l)     K=Qii{6  +  <^)*) 
Qnd   man   erbELlt   nach    Substitution    des   im    vorigen  ParagrapbeD 
für  Q  angegebenen  Ausdruckes  ffir  den  oberen  Grenzirertb  von  K 
die  Gleichung: 


K=- 


tge 


Id  dieser  Gleichung  hat  man  für  6  denjenigen  Wertb  eitun- 
setzen,  ffir  welchen  K  ein  Minimum  wird;  denn  die  wirklich  vor- 
bandene  Kraft  K  soll  Oberhaupt  keine  solche  Bewegung  des  Erd- 
prismas ABC  berrorhringen  —  wie  such  immer  der  Winkel  9 
gewählt  werden  mt^e.  Indem  man  wiederum  den  Diffareniial- 
quotienten  von  K,  nach  B  genommen,  gleich  Null  setzt,  erhSlt  mau 
die  den  Gleichungen  4),  &),  6)  des  vorigen  Paragraphen  analog 
gebildeten  Gleichungen: 

tgfl tg(e  +  y) 


'        "~  cos(»  +  9)*  cos  9' 

4)  sin  fl  cos  e  =  sin  (d  +  9)  cos  (ö  - 

5)  sin  29  =  sin  (29  +  29), 


9), 


*)  V«rgl.  .Technitehe  Mechanik*.   (Siebente  Anfl.)   %  T4. 
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auB  welcher  letztereo  fQr  den  Winkel  0  der  Werth  f 

6)    6  =  46'»— |- 

Nacb  SubBtitntion  desselben  erhftlt  man  aus  Oleichung  2)  för  den 
paesiTen  Erddnick  den  Werth: 


7)  K=:L^.^{,,^  +  ^y. 


2      •»  \"    ^  2  J 
Wenn  man  wiederum  h^i"  setzt,  so  erbftlt  man  aus  dieser 
Gleichung  die  in  nachfolgender  Tabelle  zuBammengesetzten  Zahlen- 
werthe: 


1     Haterittl. 

-< 

1^ 

K 

Sand  .  .  . 

180O  Kil. 

j  30» 

2700  Kii. 

Scirol    .  . 

6760    „ 

26» 

8323    „ 

Boggen  .  . 

760    „ 

30» 

1126    „ 

Wasser  .  . 

1000    „ 

0« 

60O    „ 

Denkt  man  sich  auf  horizontaler  Bodenfläcbe  neben  einander 
lagernd  zwei  verschiedene  Erdmassen,  welche  durch  eine  beweg- 
liche verticale  Scheidewand  getrennt  sind,  so  erkennt  man,  dass 
eine  Bewegung  der  letzteren  eintreten  wird,  sobald  der  active 
Druck  an  der  einen  Seite  grosser  ist  als  der  pasBire  Druck  an 
der  anderen  Seite.  So  z.  B.  wfirde  bei  dem  in  Fig.  382  darge- 
stellten Falle  eine  Be- 
Fig-  882.  wegung  der  Platte  nach 

1125  ,     .1370  ir:  der    Boggenseite    hin 

_^_^  II     __^ !;  eintreten,   wann   diese 

'^  .      !  ~T   ,    -V  -'..'. -j  Bewegung  nicht  durch 

:.■  .  '  '""■-■  irgend    einen    Wider- 

:  if.' ■•  Rogijeii  '■]       Srh'rt/i  ■•  ■    ■/     _^  ^      stand  verhindert  wflfde. 

•  ;..;.  ,  'j.r'TT"  , . ,  .vr;^^^-'-     Denn  nach  obigen  Ta- 

;;  ,  .T— -..■'.•-'-.::--'-i.V;">':-.-,:^'  bellen  betr^  der  ao- 

^^~^     "~^  tive  Druck  des  Schro- 

tes 1370  Eil.,  während 
der  passive  Gegendruck  des  Bc^gens  nur  112ö  Eil.  betrfigt.  Um 
die  Bewegung  der  Platte  zu  verhindern,  mfisste  daher  eine  nach 
der  Scbrotseite  hin  wirkende  Eralt  ron  24&  Eil.  noch  binzugefflgt 
werden. 
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J§:;ioi- 

Actlver  Dnick  siner  ErdmuM  mit  natOrilcliBr  BSictangtnchi. 

Wenn  mao  in  Fig.  383  das  Verhältaiss  der  Seiten  des  Dreiecks 

ABC  gleich    dem  VerhAltniss   der   Siaus   der   gegenüberliegendea 

Winkel   setzt,    so   erhält   man 

°'  ^^'  Tür    RAflMmmiincr     von     r.     dte 


— K. 


zur    Bestimmung    von    , 
Gleichung: 

h  ~    am  (8  —  (f) 
hcoae 


')  f = 


Hiernach  kann  man  das  Ge- 
wicht des  Erdprismas  ABG 
berechnen  aus  der  Gleichung: 


2)     0  = 


yhxcoa  9 


welche  nach  Substitution  des 
obigen  Werthes  von  x  die  fol- 
gende Form  annimmt: 


3)    «  = 


4)    K= 


5)    K  = 


fh' 


C0SdC099 

sin  (9  —  9) 

Wenn  man  in  der  allgemeinen  Gleichung  1)  des  §  ^9  diesen 
Aasdruck  för  Q  einsetzt,  so  erhält  man  für  den  activen  Erddruck 
die  Gleichung: 

fÄ*      cos  9  cos  9 
'~2     '  cos (ö  —  9) ' 
in'welcber  für  9   wiederum   derjenige  Werth   zu  snbstituiren  ist, 
für  welchen  K  ein  Maximum  wird. 

Um  diesen  Werth  zu  finden ,  hat  man  der  obigen  Gleichung 
die  folgende  Form  zu  geben: 
■jh*  ( 
"    2     V  1  + 

Man  erkennt  dann,  dass  K  um  so  grösser  wird,  je  kleiner  der 
Winket  B  wird.  Da  Jedoch  von  einem  Hinabgleiten  dos  Brdprismas 
nnr  die  Rede  sein  kann,  so  lange  der  Neigungswinkel  der  Gleit- 
Sftche  nicht  kleiner  ist  als  der  ReibungBwinkel,  so  hat  man  0  =  9 
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zQ  setzen,    um    den   gröBStmOglichen  Werth   tod   K  zu   erhalten. 
Folglich  hat  der  actäve  Erddrock  in  diesem  Falle  die  QrOsse: 


6)    K=^ 


■  cos  9* 


Wenn  man  wieder  A  =  l"  setzt,  so  erhält  man  aus  dieser 
Gleichung  die  in  nachfolgender  Tabelle  insanamengestellten  Zahlen- 
werthe: 


lCat«iM]. 

T 

» 

K 

Sand  .  .  . 

1800  Kll. 

30» 

676  KU. 

Schrot   .  . 

6760    „ 

26» 

2772    „ 

Koggen.  . 

760    „ 

30» 

281    „ 

WuMer  .  . 

1000    „ 

0« 

600    „ 

§  102. 
Puthrtr  Dniek  elMr  Erdnu»  mit  nalDrilchtr  BStchuRfdUclM. 

Um  bei  dem  in  Fig.  383  dargestellten  Falle  den  oberen  Grenz- 
werth  fflr  die  Kraft  K  zu  berechnen,  hat  man  den  in  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen  för  Q  gefnndenen  Werth  in  Gleichung  1) 
des  §  100  zu  Bubstituiren;  man  erb&lt  dann  die  Gleichung; 


1)    K  = 


2)    K=^ 


rA- 


yk^ 


sdcoa  9 


lg  («  +  (p),    oder: 


-9) 

(tg»  +  lg9) 


3)    K= 


(1— tg9tg9)(tg()-l«(p) 
Wenn  man  faierio  abkflrzungaweiee  ige  =  z  und  tg9=/  setzt, 
so  nimmt  die  letztere  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

T*'  (•:+/) 

2     '  (l-l/)(l—/) 
Hierin  ist  für  z  derjenige  Werth  einznsetzen,    ffir  welchen  K  ein 
Minimiun  wird.     Indem  man  den  Differenziaiquotienten  des  obigen 
Ausdrucks,  nach  e  genommen,  gleich  Null  setzt,  erhält  man  die 
Gleichung: 

4)    0  =  (i  —  z/)  (»  -/)  —  (2  +/)  (1  -  «/-  (2  ^/)/) , 
welcher  man  auch  die  folgende  einlhchere  Form  geben  kann: 
6)     z'  +  ia/=2+J'. 
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Durch  AoflOanDg  derselben  erh&lt  man  fflr  die  GrOeae  2  den  Werth : 

6)  «=_/+  ■/2+-2/i; 

Wenn  man   diesen  Werth  in  Gleichung  3)  aabstituirl:,    so   erhält 
mu  fGr  den  passiven  Erddruck  die  Gleichnng: 

7)  K  = •^''    ,-      -    • 

2(1+3/»  — 2/ ■/2+ 2/») 

FÄr  J  =  1  oder  9  =  45"  ei^ebt  sich  aus  dieser  Gleichung 
der  Werth  K=  00.  Es  kann  daher  7on  einena  passiven  Drucke, 
d.  h.  Tim  einem  oberen  Qreniwerthe  des  wirklichen  Druckes,  äber- 
haopt  nur  in  solchen  Fällen  die  Bede  sein,  wo  der  natürliche 
Böschungswinkel  kleiner  ist  als  45<*. 

Wenn  man  wiederum  A  =  1*°  setzt,  so  erhält  man  aus  obiger 
GleichuDg  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zablen- 
werthe: 


Material. 

r      1  9  ;      «■ 

Sand   .  .  . 
Schrot   .  . 
Boggen  .  . 
Wasser  .  . 

1800  El. 
6760   „ 
760    „ 
1000    „ 

30« 
25° 
30« 
0» 

7888  Eil.   ' 
17123    „     j 
3278    „ 
600    „      1 

§  103. 
AngrHftpuHkt  du  ErddruckM. 
Nach  §  99  und  §  100  ist  bei  dem  in  Fig.  384  dargestellten 
Falle  der  Erddnick  gegen  die  ganze  Fläche  AB  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 

1)  ^=^.^(46.:.|)'. 

in  welcher  das  MiDuszeichen  auf  den  Fall  des  actiren,  das  Plus- 
zeichen auf  den  Fall  des  passiven  Druckes  sich  bezieht.  Wenn 
man  in  dieser  Gleichong  z  statt  h  setzt  und  zugleich  den  Factor 

-ftg(45'>=f -|-j   abkfiizungsweise  mit  A  bezeichnet,  so  erh&lt  man 

fär  den  Druck  der  Erdmasse  gegen  den  oberen  Fläcbentheil  BM 
den  Wertii: 

2)  P=4?^. 
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Indem  man  diese  Gleichnog  differeozürt,  erhält  man  für  den  Druck 
gegen  das  unendlich  kleine  Fläehentheilchen  MN  den  Ausdruck: 
Fig'.  884.  ^)     ^-^  ^^^  -^*  '^^• 

Das  statische  Moment  dieser  letz- 
teren Kraft  in  Bezug  auf  den 
Drehpunkt  B  hat  also  die  Grilsse: 
4)  d^  =  dP-z  =  Ajs*dz, 
und  durch  Integration  dieser  Qlei- 
chung  erhält  man  für  die  Summe 
der  statischen  Momente  sämmt- 
licher  gegen  die  einzelnen  Plächen- 
theilchen  wirkenden  Dr&eke  den 
Ausdruck: 


FijT.  386. 


Ffir  den  Druck  gegen  die  ganze  Drnckßache  AB  erhält  man  aus 
Gleichung  2),  indem  man  darin  A  statt  z  setzt,  den  Werth: 

6)   K=^- 

Diese  Kraft  ist  als  die  Mittelkraft  der  gegen  die  einzelnen  Fläehen- 
tbeilchen  wirkendea  DrScke  zu  betrachten,  und  wenn  man  das 
statische  Moment  dieser  Mittelkraft  gleich  der  Summe  der  sta- 
tischen Momente  jener  einzelnen 
Drücke  setzt,  so  erhält  man  nach 
Fig.  3S5  die  Gleichung: 

7)     Kr='m, 
welche   nach  Substitution    der  oben 
ffir  Wt  und   K  gefundenen  Werthe 
die  folgende  Form  annimmt: 

81     ^A'    ^„  ^A' 

Diese  Gleichung  zeigt-,  dass  die  Lage 
des  Angriffspunktes  J  unabhllngig 
ist  von  dem  Werthe  des  constanten  Factors  A.  Dieselbe  gilt 
daher  auch  für  den  Fall,  in  welchem  die  freie  Oberfläche  der 
Erdmasse  unter  dem    natürlichen  Böschungswinkel    ansteigt;    denn 


'■■!:■•.■■■:' 

^';■ 

';:kv''- 

f,'.- 
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die  iD  §  101  und  §  102  fQr  K  gvftiDcIsnen  GleichuDgen  uater- 
Bebeiden  sich  von  der  Qleicbnng  1)  nur  hinsichtlich  des  Werthes 
dieser  constanten  Grosse  A.  Hieraas  fol^,  dass  bei  sämmtlichan 
bisher  nntersucbten  Fällen  der  Angriffspunkt  des  Erddrackea  im 
ersten  Drittel  der  Hflhe  Aber  der  BÖdenSScbe  liegt. 

§  104. 
Actlver  Druck  einer  Erdmuie  mit  OberfMchefl-BelMtiinfl. 
Wenn  die  horizontale  Oberfläche  der  Erdmasse  mit  einer  gleicb- 
fSnnig  Aber  dieselbe  vertheilten  Belastung  bedeckt  ist,  welche  auf 
jede  Flftcbeneinfaeiti  der  Oberflache  den  Druck  p  ausübt,  so  kann 
man  sich  diese  Belastung  dargestellt  denken  durch  ein  Material, 
welches  dasselbe  specifische  Gewicht  bat  wie  die  Erdmasse  selbst. 
Die  Höhe,  hj,  welche  diese  Belastungsschicht  haben  mnss,  um 
durch  ihr  Gewicht  auf  jede  Flächeneinheit  der  Unterlage  den 
Druck  p  berTorzubringen ,  ist  alsdann  zu  berechnen  aus  der 
Gleichung: 

1)    ykj=p,    oder:   h.=—- 

Hiernach  ergebt   sich  für  die  Belastung,    welche   das  Elrdprisma 

ABC  (Pig.  386)  auf  seiner  horizontalflD  OberSflcbe  BC  trägt,  der 

Wertb: 

TÄA, 
tgö 
während    das   eigene  Gewicht  dieses 
Erdprismas  (wie  in  §  99)  zu  berech- 
nen ist  ans  der  Gleichung: 

2tg9 
Die  Horizontalkraft,  welche  erfor- 
derlich ist,  um  das  Brdprisma  ABC 
nebst   seiner   Belastung  am   Hinab- 
gleiten  auf  der  Oleitfläohe  AO  za 
verhindern,  hat  nach  §  99  (Gleichung  1) 
die  Gr99se: 
4)    -fi:=(g  +  P)tg(ö  — <p). 
Wenn  man  hierin  fär  Q  und  P  die  obigen  Werthe  substitnirt,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 


Fig.  SS«. 


2)     P  = 


3)     Q' 
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Hieiin  ist  für  6  wiederum  derjenige  Wicbel  einsnsetxeD,  fäi  welchen 
K  ein  Maiimam  wird.  Dieser  Winkel  bat  nach  §  99  (Oleii^ung  7) 
die  QrfiBse: 

6)    ö^lB^  +  l-, 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  fSr  den  activen 
Erddruck  die  Gleichung: 

um  den  Angriffspunkt  des  Erddruckes  för  diesen  Fall  zu  finden, 
hat  man  wiederum  das  im  vorigen  Paragraphen  erklärte  Verfahren 
anzawmdeo.     Wenn  man  abkßrzungs weise: 

8)  ■j(\eib''~^y=A    und 

9)  TA,tg(46"— |-)*=ß 

setzt,  so  erhält  man  die  den  Gleichungen  2)  ...  8)  des  vorigen 
Paragraphen  an&Ic^  gebildeten  Gleichungen: 

10)  P  =  ^+Bz, 

11)  dP={Ai  +  B)dz, 

12)  (ÜK  —  iJP .  »  =  (^8"  +  £s)  ife, 

13,  «=j:;;..^^*!+^. 


2 


14) 

15)  Er  =  W, 

16)  (-2-  +  -B*j'  =  -r-  +  -2- 

Wenn  man  in  der  letzteren  Gleichung  fOr  die  Coefficienten  A 
und  B  wiederum  ihre  Werthe  einsetzt,  so  erhält  man  für  den  in 
Fig.  385  mit  r  bezeichneten  Hebelarm  des  Erddruckes  in  Bezug 
auf  den  Punkt  B  die  Gleichung: 

i  +  ii 

'     h  1    ,   *, 
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Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Hohe  dea  Angriffapunktea  J 
fiber    der    horizontalen    Bodenfl&che    zwischen    den    Qrenzirertben 

-^  und  —   yarilrt;   denn    ffir  A,  =  0   wird   r  =  — A,    und    fBr 
*,  ^  oc    wird   r  ^    -  A. 

Die  obigen  Gleirbungea  kann  mftn  auch  in  solchen  Fällen  benntHn,  bei 
welchen  die  Belastung  nngleicbfEnnig  über  die  Oberflfiehe  der  Erdmuse  Ter- 
tkeilt  ist.  indem  man  aicb  die  witklicbe  Belastung  dnTch  >ine  gleichfSrmig 
vertfaeilte  BeUwtung  eraetit  denkt  and  dabei  fQr  dia  BelaatnogMcbicht  die- 
jenige HShe  annimmt^  bei  welcher  sie  dieselbe  Wirkaxg  hervorbiiugen  wOrde, 
wie  die  wirkliebe  Belastnng. 


§  105. 
BerMhming  dM  astlvM  ErddnMkM  mit  BcrOckiichligunt  dar  Cohliion. 

Das,  was  im  gewfihnlicben  Leben  „Erde"  genannt  wird,  ist  zu 
betrachten  als  ein  Qemisch  von  Sandkörnern  und  gewissen  anderen 
Stoffen,  welche  als  mehr  oder  weniger  ToUkommenes  Bindemittel 
wirkend,  je  nach  ihrer  Beschaffenheit,  ein  grosseres  oder  geringeres 
Maass  von  Goh&sion  bedingen.  Bei  einer  so  beschaffenen  Erd- 
masae  wird  daher  einer  Verschiebung  des  einen  Theilea  längs  des 
anderen  ausser  dem  bisher  schon  beracksichtigten  Reibnngswider- 
stande  noch  ein  gewisser  Abscheerungswiderstand  längs  der  Gleit- 
flilche  entg^en wirken.  Dieser  Abscheerungswiderstand  ist  im  Gegen- 
sätze zu  dem  ReiboDgawiderstande  als  eine  Kraft  zu  betrachten, 
welche  unabhängig  ist  tod  der  Grosse  des  Normaldruckes  und  welche, 
wie  bei  den  fest^  EOrpern,  dem  Flächeninhalte  der  Abscheerungs- 
fläche  proportional  gesetzt  werden  darf.  Wenn  also  mit  c  der  Ab- 
scheerungswiderstand pro  Flächeneinheit  bezeichnet  wird,  so  hat  der 
Abscheerungswiderstand  für  eine  Fläche  F  die  QrOsse: 
1)     W=c.W. 

Bei  dem  in  Fig.  387  dai^estellten  Falle  bat  die  Gleitfläcbe 
AO  den  Flächeninhalt: 

' ,  8m  ö 

folgiicli  bat  der  AbscheerangEwiderBhtnd  in  dieBem  Falle  die  Qrßsae: 

._£*_ 
Bind 


3)     W  - 
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Wenn  man  von  den  auf  das  Erdprisma  ABC  wirkenden 
Kräften  eine  jede  in  zwei  rechtwinkelig  zn  einander  gerichtete 
Seiteokräfte  zerlegt,  von  denen 
die  eine  parallel  und  die  andere 
normal  zu  der  GlellflSche  AC 
gerichtet  ist-,  so  erhält  man  nach 
Fig.  387,  indem  man  för  jede 
von  diesen  beiden  Richtungen 
die  algebraische  Summe  der 
Seitenkräfte  gleich  Kall  setzt,  die 
beiden  Gleichnngen: 

ch 


6)    O^N- 


-  Q  sin  e, 

-QoGse- 


und  wenn  man  den  aus  letzterer  Gleichung  für  N  zu  entnehmenden 
Aasdruck  in  der  ersteren  substitnirt,  so  erb&lt  man  fQr  K  den 
Werth; 


6)     K- 


-< 


coae  +/8i 


^ 


__ch 

sin  »{cos  0  4-/3110 


T** 


Dieser  Gleichung  kann  man  nach  Substitution  der  Werthe  ^  ^^  „  . 
und/ =1^9  auch  die  folgende  Form  geben:  ^ 

-  9)  ch  cos  «p 

sin  ö  cos  (e  —  9) 

Um  den  activen  Erddruck  zu  erhalten,  hat  man  hierin  für 
den  Winkel  O  denjenigen  Werth  einzusetzen,  für  welchen  K  ein 
älaximum  wird. 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  stimmt  mit  dem  in 
i^  99  fSr  £"  gefundenen  Werthe  überein  und  repräsentirt  diejenige 
Grosse,  welche  die  Kraft  K  haben  müsste,  wenn  keine  CohSsioD 
vorhanden  wäre.    Dieses  Glied  nimmt,  wie  in  §  99  bereits  gezeigt 

wurde,  seinen  grössten  Werth  an,  wenn  9  =  46"  +  -|-  gesetzt  wird. 

um  denjenigen  Werth  von  8  zu  finden,  fSr  welchen  die  den 
Nenner  des  zweiten  Gliedes  bildende  Grosse  sin  ß  cos  {$  —  9)  ein 
Maximum  wird,  hat  man  den  DIR'ereDzialquotienteD  derselben, 
nach  8  genommen,  gleich  Null  zu  setzen  und  gelangt  dabei  zu 
folgenden  Gleichungen: 
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8)     0  =  —  Bin  e  aiü  (9  —  9)  +  COS  ö  COS  (fl  —  9), 
3)     0  =  co8(2ö  — (p), 

10)  28  — ^  =  m'*,    oder:    e=45''  +  -|-. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  derselbe  Werth  tod  ß,  fflr  welchen 
der  MinneDd  ein  Uaximum  wird,  zugleich  derjenige  ist,  för  welchen 
der  Subtrahend   ein  Minimum    wird.     Der   in  Gleichung  7)  fflr  K 

gefundene  Ausdruck  wird  daher  ein  Uaximiin],  wenn  ß^4b'>-\'-~- 
gesetzt  wird,  und  man  erhält  nach  Substitution  dieses  Werthes  die 
Gleichung: 

11)  ir=^|"tg(46.-|)' ''t^^ 


(-•-!)' 


cos  (45' 

Um  den  CoefGcientea  c  zu  bestimmen ,  hat  man  denjenigen 
Werth  k=ho  aufzuBuchen,  für  welchen  K=0  wird.  Zu  diesem 
Zwecke  bat  man  der  obigen  Gleichung  zunftchst  die  folgende  Form 
zu  geben: 

1.  ..-..(..-|)-ji-_^-^|. 

Wenn  man  hierin  die  Wertbe  A  =  Ao  und  £'=0  einsetzt,  so  er- 
h&lt  man  zur  Bestimmung  von  c  die  Gleichung: 

13)  0=1 ^'""f  oder: 

T*.  »iii(46«  — i) 

14)  c  = 


2  cos  9 

Diosen  Werth  von  c  hat  man  nunmehr  in  Oleicfaung  12)  EU  sub- 
stiiniren,  welche  dann  die  folgende  Form  annimmt: 

.5)     ^.l*:t,(45.-|)'(.-^). 

Hierin  bedentet  h„  diejenige  Grenze,  welche  die  Hohe  der  Erd- 
masse nicht  aberBchreiten  darf,  wenn  dieselbe,  ohne  an  eiue  ver- 
ticalfl  Seitenwand  sieb  anzulehnen,  noch  im  Stande  sein  soll,  sich 
im  Gleichgewichte  zu  halten.  Nach  obiger  Gleichung  kann  daher 
der  ictive  Grddruck  berechnet  werden,  sobald  diese  Höhe  Ag  durch 
directe  Versuche    ermittelt   worden   ist.     Für   gewöhnliche  Danmi- 
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«rde  ist  A,,  =  l"  bis  2",  für  Lehm  oder  Thonerde  ist  hg  =  2°  bis 
4"°  zu  setzen. 

SalbBtTentändlich  iit  die  obige  Gleicbnug  für  Bolche  FftHe,  in  «elclien 
A  kteiner  ist  rIs  h«.  nicbt  mehr  all  gültig  la  betrachten,  da  noch  der  obigen 
Definition  der  OrÖue  A«  in  wichen  FSllen  von  einem  activen  Draeke  Aber- 
hanpt  nicht  tnehi  die  Rede  sein  kann. 


§    106. 
ElRtluii  der  Cohtliloa  avf  die  HOhenaiila|i  dti  AngrHhpunMu. 

Wenn  man  in  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Oleichuag  abkQnungs weise: 


1)  rtg(45*— -|^)  =J    and 

2)  A.g(45.- -!)•=« 


setzt,  so  kann  man  jener  Gleichang  auch  die  folgende  Form  geben : 

3)     K=^~-Bh. 

Für  den  in  Fig.  384  mit  P  bezeichneten  Druck  gegen  den  oberen 
Flacheotheil  BM^z  erg^iebt  sich  hieraas  der  Werth: 

und,  indem  man  diese  Gleichung  differenziirt,  erhält  man  fflr  den 
Druck  gegen  das  Flächen-Element  MN=:dz  den  Werth: 

5)  dP={Az  —  B)dz. 

Das   statische  Moment    dieser   letzteren  Kraft   in    Bezug   auf  den 
Funkt  B  (Fig.  384)  hat  demnach  die  GrOsas: 

6)  dm  =  {Äz' ^  Bz)  dz. 

Um  die  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher  Drflcke 
in  Bezug  auf  den  Funkt  B  zu  erhalten,  hat  man  diese  Gleichung 
zu  integriren  und  dabei  zu  berflck!>ichtigeD,  dass  nach  der  im  Torigeo 
Paragraphen  ffir  die  Grosse  h^  gegebenen  Definiiäan  in  dem  oberen 
Flfichentheile  BL^h^  (Fig.  3S8)  Oberhaupt  keine  Drücke  statt* 
finden.  Wenn  man  demgemäss  die  Integration  auf  der  rechten 
Seite  zwischen  den  Grenzen  z^h^  und  z  =  h  ausfahrt,  so  erhftit 
man  für  jene  Momentensumme  die  Gleichung: 
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stabil  it  fit  der  BSBcliniigeD. 


i'- 


7)     m=UAz*-B3)dz,    oder: 
_Ä{k»^hl)      Bih*-h\) 


8)     3ß  =  - 

Diesen  Aasdruck  hat  maD  dem  atatischen  Uomente  der  Mittelkraft 

K  gleich  zn  setzen  und  zugleich  för  letztere  den  in  Qleichnng  3) 

Fjg,  S88.  gefundenen    Werth      einzusetzen. 

FQr  den  Hebetarm  dieser  Hittel- 

''   kraft    ergiebt    sich    aJadann    die 
Gleichung: 

B(k'~h\) 


':K-. 


'.    welcher    man    nach   Subatitutioo 
^  der  in  den  Gleichungen  1)  und  2) 
1^^  resp.  fBr  die  Coefficienten  A  and 

B  ang^benen  Ausdrücke  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 
1     A«  ,    1   A! 


10) 


6     k 


6  A» 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Angriffspunkt  J  bei  einer 
Ib^maBse  mit  Cohäaion  unter  sonst  gleichen  ümat&nden  stets  tiefer 
li^  als  bei  einer  Erdmasse  ohne  Coh&sion;  denn  ffir  Ag  =  0  wird 


SUifltll  dw  BOwlniiim. 
Die  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  das  Erdpriama 
ABC  (ala  starrer  Körper  bettachtet)  in  Bezug  auf  das  Hinab- 
gleiten Iftngs  der  Gleitflltcbe  AC  tta  der  Grenze  des  Gleicbgewlchtra 
^ch  befinden  soll,  iat  nach  Fig.  389  auszudrücken  durch  die 
OleidiuDg: 

1)  9  sin  9=/^  cos  e  +  cZ, 

welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes  /= — ^  auch  die 
folgende  Form  geben  kann:  ^^  ^ 

2)  P  sin  (ö  —  9)  =  el  cos  9. 
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Sachet  er  'Abschoitt. 


Weon  man  die  Linie  CD  =  l  ain  (a  - 


'  als  Hohe  und  die 


80  erbau  man  ffir  das  Gewicht 
des  Erdprismas  den  Ansdrnck: 
31  Q_„      h      fain(a-tf) 

Nach  SubsUtution  desselhen 
nimmt  die  vorhergehende 
Gleichung,  für  c  aufgelöst,  die 
folgende  Form  an: 

4)  ^  ^  7*«in(a-fl)am(9-y)  . 
'    *  2  sin  a  cos  9 

Aus  dieser  Gleichung  kann 
man  fttr  jede  willkürlich  an- 
genommene Neigung  derGleit- 
fläohe  AC  die  zam  Qleich- 
geirichte  erforderliche  GrOsae 
des  Cohflsionscoefficienten  c 
berechnen.  FQr  0^9  und 
ebenso  auch  ßr  ß  =  a  wird  c  =  0.  Es  muss  daher  zwischen 
diesen  beiden  Grenzen  ein  Werth  von  8  liegen,  für  welchen  c  ein 
Maximum  wird.  Um  diesen  Werth  zu  finden,  hat  man  von  der 
Function : 

6)  ir(ö)  =  sin  (a  —  9)  sin  (ö  —  9) 

den  DifTerenzialqnotienten,  nach  0  genommen,  gleich  Null  zn  setzen. 
Man  erhält  dann  die  Gleichung: 
6)    0  =  sin  (a  —  fl)  cos  (9  —  9)  —  cos  (a — i9)8in(ö  — 9),  oder: 

7)  0  =  sin  (a— 28  +  9). 

Bei   dem  „Prisma  des   kleinsten  Widerstandes"  hat  also  der 
Neigungswinkel  der  Qleitfläche  die  GriJsse: 

8)  <.=^-»- 

Nach  Substituüon  dieses  Wertbes  erhält  man  aus  Gleichung  4)  ffir 
jenes  Maximum  von  c  den  Ausdruck: 


9)    e  = 


■f''»in(--. 


2  siD  a  cos  9 
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DiesellM  GrOsse  müsste  der  wirklicbe  Cohasiongcoefficieot  min- 
desteos  besitzen,  wenn  io  Bezug  auf  keine  ron  allen   durch  des 
FusspUDkt  A   gelegten    Flächen    ein  Gleiten    eintreten   soll.     Hu 
kann  daher  die  obige  GleichiiDg  in  der  Form: 
2c  sin  aco9  9 


10)    A  = 


7  Bin 


i^-^y 


indem  man  darin  ffir  c  den  wirklichen  Werth  des  Cobäsione- 
coefficienten  einsetzt,  dazu  benatzen,  nm  diejenige  Grenze  zn  be- 
rechnen, welche  die  Hohe  k  nieht  überschreiten  darf,  wenn  kein 
Einetnrz  erfolgen  soll. 

Fär  a  ^  9  wird  h  =  oo;  wenn  dagegen  a  grosser  ist  als  <p, 
so  ergiebt  sich  fBr  die  GrenzhObe  k  immer  ein  endlicher  WerUi. 
Hieraos  folgt,  dass  die  Erdmasse  nur  dann  im  Gleichgewicht«  sich 
halten  kann,  wenn  zugleich  der  in  Fig-  389  mit  s  bezeichnete 
Winkel,  unter  welchem  die  obere  Begrenzungsflache  derselben  bis 
ZQ  unendlicher  Hohe  ansteigt,  nicht  gr&sser  ist  als  der  Beibungs- 
winkel  9.  Im  Uebrigen  ist  die  HOhe  h  ganz  unabhängig  tos  der 
Grösse  des  Winkels  e,  so  lange  derselbe  jene  Grenze  nicht  über- 
schreitet. 

Für  a  ^  90°  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  wiederum  der 
in  §  lOö  (GleicbUDg  13)  mit  h^  bezeichnete  Wertb: 

Diese  Gleichung  kann  man  auch  hier  wieder  dazu  benutzen,  um 
(wie  in  §  10&)  den  Goh&sionscoefficienten  c  durch  die  Höhe  h^ 
anszndrfli^en,  bis  zn  welcher  die  Erdmasae  senkrecht  ^geschnitten 
werden  kann,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  verlieren.  Wenn  man 
die  vorhergehende  Gleichung  durch  diese  letztere  dividirt,  so  ei^ 
hUt  man  ffir  das  Verbältniss  der  beiden  Grenzhöhen  h  und  h^ 
den  Werth: 

,        8ina8to(460— 1-) 
12)      '■  ^  ^^ 


K 


-(^)" 


Für  9  :=  30"  ergeben  sich  aus  dieser  Gleichung  die   naehfblg»d 
zusammengestellteu  Zahlenwerthe: 

BIttar,  Ingenleu-lieohHilk.    B,  Aofl.  20 
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ir^ 


1,649 


60» 
3,23-2 


46» 
13,76 


und  wenn  mao  ein  anderes  Mal  9  =  46"  setzt,  so  erhält  man  die  ' 
zusammeDgehOrigen  Werthe: 

0  =  90"  76»  60"  46" 

h 


K 


=    1 


2,112 


7,444 


Fig.  WO. 


Qlilchgmiehl  eiow  belailelan  ErdmtiM. 
Wenn  die  wirkliche  HOhe  der  Erdmasse  kleiner  ist,  als  die  im 

vorigen  Paragraphen  fOr  die  Gesetze  der  Stabilität  gefundene  Hflhe, 
so  Ist  in  Bezug  auf  das  Hinal^leiten 
des  Erdprismas  j1£  C  längs  der  Gleit* 
fläche  ÄC  bei  jedem  beliebig  an- 
genommenen  Neigungswinkel  der 
letzteren  ein  Ueberschass  von  Stabi- 
lität vorhanden.  In  diesem  Falle 
wQrde  also  das  Erdprisma  des  klein- 
sten Widerstandes  noch  einen  oben 
aufgelegten  Kftrper  tod  bestimmtem 
Gewichte  tragen  können,  ohne  daa 
Gleichgewicht  zu  verlieren.  Die  Be- 
dingung, welche  erfallt  sein  mnss, 
wenn  daa  mit  dem  Gewichte  P  be- 
lastete   Erdprisma    ABC   an    der 

Grenze  des  Gleichgewichtes  sich  befinden  soll,  ist  nach  Fig.  390 

auszudrücken  durch  die  Gleichung: 

1)     (P  +  Q)Bin9=/(P+0co8fl  +  -^. 


Nach  Substitution  des  Werthes  Q  - 


'2tgfl 


erhält  man  aus  dieser 


Gleichung  (indem  man  zugleich  die  Grössen  sin  8  und  cos  s  durch 
tgd  ausdrikckt)  für  P  den  Ausdruck: 

2^    p_pA(i+tgg')      yA' 

^'    "       tgö«— /tgö       2tg»* 

Wenn  man  abkflrznngsweise  ;-  -  =  c  und  ~- 
tg»  2 

man  diesem  Ausdrucke  auch  die  folgende  Form  geben: 


=  a  setzt, 
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Oleichgewicht  ein«r  belutoten  Erdnuui«. 


9)      P: 


_  (eh  -\-  fa)  V*  —  gy  +  eh 


In  dioBer  Oleichang  hat  man  fOr  v  denjenigeii  Werth  einEii-' 
setzen,  fQr  welchen  P  ein  Minimum  wird.  Indem  man  demgemUs 
den  DifFerenzialquotJenlen  von  P,  nach  v  genommen,  gleich  Null 
setzt,  erhält  man  eine  Gleichnng,  welcher  man  die  folgende  Form 
geben  kann: 

(ch  +/a)v*~av-^ch_a  —  2(eh+/a)v 
'  1-A  ~  /  ' 

Nach  Gleichung  3)  ist  der  linksseitige  Ausdruck  gleich  P;  folg- 
lich ist: 

j,j     p^a~-iv{rh+/a) 

Wenn  man  den  aus  dieser  letzteren  Gleichnng  für  v  zu  entnehmenden 
Werth  in  Gleichung  3)  snbstitnirt,  so  erhält  man  eine  Gleiobuo^, 

welche   (nach    WiedereiofUirung   des    A-Usdruckes   ~-  statt  a)  fQr 
P  aafgelOst  die  folgende  Form  annimmt:  ^ 

6)  P^^{-(ic-\-t/h)  +  2V2^iTnWTTMl 
Nach  dieser  Gleichung  kann  man  fBr  Jede  gegebene  Hdhe  d«r 
Erdmasse  denjenigen  Werth  von  P  berechnen,  welcher  der  Grenze 
des  Gleicl^ewichtes  entspricht.  Ffir  A  =  0  erhält  man  P  =  0  (in 
Uebereinstimmung  mit  der  gemachten  Vor- 
aiissetEung,  nach  welcher  das  Gewicht  P 
stets  eine  Belastung  des  Gleit- Prismas  ..1£C 
selbst  bilden  soll  und  demgemäss  unendlich 
klein  sein  moss,  wenn  letzteres  selbst  un- 
endlich Mein  ist.  Wenn  man  feraer  den 
im  Torigen  Paragraphen  fBr  h^  gefundenen 
Ausdruck  an  die  Stelle  von  h  setzt,  so 
findet  man,  dass  füx  h  =  \  ^benfhlls 
P=0  wird.  Fflr  grössere  Werthe  Ton 
h  ergeben  sich  negative  Werthe  Ton  P. 
In  diesem  letzteren  Falle  kann  man  die 
obige  Gleichung  dazu  benutzen,  um  die 
Grösse  desjenigen  Theiles  zu  berechnen,  welchen  man  von  dem 
Erdprisma  des  kleinsten  Widerstandes  hinwegsciineiden  mdsste, 
um  durch  die  auf  solche  Weise  hervorgebrachte  Entlastung  den 
Gleichgewichtszustand  desselben  herzustellen.  Wenn  man  für  die- 
sen hinwegzusehneidenden  Theil  die  Form  eines  Prismas  vom  Quer- 
sehnitte  F  wählt  (Fig.  391),  so  ist: 


Rg.  »1. 
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ZQ  setzen ,  nnd  nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  erhftlt  man  aus 
aieichnng  6)  för  F  den  WerUi: 

-     -         *     { Je  +  T/A  -  2  V2c{l  +/«)  (2c+y/h)]- 


B.  K-- 


im  2  nnd  /= 


-  (oder  9  = 


1042')  aetit, 


hfilt  man  nach  §  10E>  (Gleichung  14)  oder  §  107  {Gleichtuig  11)  den  Werih; 

0  =  0,16006 .  y,  and  nach  Siibiititation  deraelben  niomit  die  obige  Gleichung 

die  folgende  Form  an: 

fl)    ^=  {  0,72262  +  0.75  .  h  —  y'o,7B407  +  l,565iTfc)- 

Aoi  diwer  Qleiahang  etgeben  sich  i.  B.  die  nachfolgenden  inaammengehSrigen 

Zahlenwerth«: 

Ä  =  l'n,2  S  12  18  24 

F  =  0O>°      12,22s         63,6266         159,165         300,7656. 

Die  Form  und  die  Lage  des  Flftchentheils  F  kOnnen  innerhalb 
gewisser  Orenzen  beliebig  gewählt  werden.  Ifur  muaa  derselbe 
stets  einen  Theil  der  DreieckfiSche  ABC  selbst  bilden,  und  die 
Form  desselben  moss  so  gewftblt  werden,  dass  bei  der  neu  ent- 
stehenden BOecbungsflftche  auch  an  allen  hoher  gelegenen  Stellen 
die  Bedingungen  der  Stabilität  erfüllt  sind. 


§  109. 
ttaUlittt  torraMMlBrnl|sr  BBachuaf««. 
Wenn  man  fQr  die  im  YOrigen  Paragraphen  mit  F  bezeichnete 
Flftche  die  Form  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  w&blt,  dessen  un- 
pi^  392.  ^^^  Eckpunkt   mit   dem  Fusspnnkte 

des  BOecbusgeprofils  zusammenfällt,  so 
ist  nach  Fig.  392: 

')  ^=^. 

zu  setzen,  und  man  erh&tt  zur  Bestim- 
mung des  Neigungswinkels  a,  welchen 
die  beim  Hinwegnehmen  des  Theilea 
ABD  entstehende  neue  BOschunga- 
fl&che  AD  mit  der  Horizontalen  bildeD 
mnss,  die  Gleichung: 


D,gM,zedr,yGOOgIe 


Stabilität  tenaaseDßrmiger  BOBChangen. 


309 


:^\Bei  den  in 
flieh  farÄ  =  a4" 


vorigen  Paragraphen  aDgenommenen  Zahlanwerthen  ergab 
der  Werth  f=800P'»  ,7656.  Hiernach  wird  fOr  dieBenFall: 
tg  a  "  0,9576  oder  a  =  43»  45'. 
Zn  demulbea  Beanltate  würde 
aachdieia§107  gefandene Glei- 
chung 12]  führen,  an«  «ekher 
man  fQr  a:^43*46'  wiederum 
den  Werthr  h  =  34'a  erhilt. 

Statt  der  geraden  Linie 
AD  wärde  mau  als  Ba- 
grenznogslinie  der  FLftche  F 
auch  die  gebrochene  Linie 
ANME  wählen  kfinneD. 
Nach  Fig.  393  ist  alsdann: 

3)     F—F,  =  -r^ 

'       Ü  tg  « 

zu  setzen,  nnd  man  erhfttt 
durch  Aaflösung  dieser  Gleichung  fflr  die  Grösse  tga  den  Werth: 


Fig.  SM. 


p^iM.^m'i,:.7fmmm':Mi.$ 


4)     tg. 

2(F^F,  —  fiA,)" 
Für  h  =  84"  nnd  ä,  =  18» 
warden  im  vorigen  Faragni- 
phen  reap.  die  Wertbe  F  = 
800,7656  ond  F,  =  109,165 
gefanden.  Wenn  man  also 
»^6™  nnd  6  =  0" ,6  »etat, 
BO  wird: 

tgt  =  0,9503.  oder: 
1  =  48»  82'. 
Indem  man  nmimehr 
die  Horizontale  MN  als 
Bodenfl&che  betrachtend 
auf  den  oberhalb  die- 
ser Horizontalen  befind- 
lichen Theil  der  Erdmasae 


i^tmnals  dasselbe  TMftbiw  unrendet  nnd  der  FlAche  Fj  statt  der 
gBnden  Unfe  MS  die  .gebrochene  Linie  MPQO  als  Begrenzanga- 
linie  glebt,  findet  man  nach  Fig.  394,  dass: 
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6) 


'         »       2  tg  f,    '   V  '    '     tg «,  /    » 


xn  Betzen  ist,  nod  erhält  dnreh  A-iiflOsiing  dieser  Gleichung  fllr  die 
Ortne  tgs,  den  Werth: 

oj    I««,-    2(/',  —  F,  — 6^A,)    ■ 
POr  h,  =  18>°  aod  kg  =  12''  vnrden  im  vorigen  ParkgrEphen  ie«p.  dis 
Vartbe  fi  =  lßS,165  und  f,  =  SS,62W  gefnndn.    Wenn  duw  also  »,=t'" 
und  J,  =  0",Ö  letrt,  «o  wird: 

tg(,  =  l,00ei4,    oder:    Si  =  l&*8'. 
Bei    nochmaliger   Wiederfaolang    des    obigen    Verfahrens   und 
Anwendung  desselben  auf  den  oberhalb  der  Horizontalen  PQ  tw- 


Fig.  8». 


findlichen  Theil.der  Erd- 
masse  würde  man  end- 
lich nach  Fig.  395  die 
Qleichnng  erhalten: 

8)     lg«. 
_      z,  K  +  2i.) 
-2-(i?,- F. -».*.)■ 
Den  Wertheil  A,  =  H'» 
aDdh(=6'"eDtapr«cheDre8p. 
die  Wertbe:   F,  =  e9,6Eee 
iindF,=18,821l.  WennmRD 
nlao  «^  =  6™iiRdb|=0™,6 
Mtit,  so  wird; 
tgi,  =  l,1156,    oder:    s  =  4S*8'. 
Der  BOschangawinkel  fflr  die  oberste  Terrasse  ist  nach  Fig.  395 
za  berechnen  ans  der  Qleichnng: 

=  -^.  oder:    tge,  =-2^. 

Wenn  man  in  dieser  Gleichang  wiederam  k^^S  und  F|=  12,82S  wtit, 
so  eihilt  man  den  Werth: 

tg(,=  l,4726,    oder:    ^  =  U*50'. 

Bei  Anwendung  des  oben  erkUrten  Verfahrens  hat  nutn  itets 
zu  berfickaichtigen,  dass  die  gefundeneu  Besultate  nur  dann  als 
gültig  zu  betrachten  sind,  wenn  die  am  Schlüsse  des  vorigen  Fa- 


9)     F,= 


-„Google 


OekTümmte»  Bltsehnngsprofll.  311 

ragraphea  geDannte  Bedingung  erfüllt  ist,  nach  welcher  der  weg- 
geaommene  Theit  der  Erdmasse  stets  dem  „Prisma  des  kleinsten 
Widerstandes"  selbst  entnommen  werden  soll.  £s  würde  daher 
z.  B.  das  in  Bezog  auf  Fig.  393  gefundene  Resultat  nicht  mehr  als 
gültig  ZQ  betrachten  sein,  wenn  die  willkfirlicfa  angenommene  QrOsse 
b  diejenige  Grenze  fiberschritte,  bei  welcher  der  Punkt  M  gerade 
in  die  Oleitfi&che  hineinfallen  würde,  um  diesen  oberen  Qrenz- 
werth  Ton  b  tu  ermitteln,  hat  man  zunächst  aus  der  Qleichung  5) 
des   vorigen  Paragraphen,    indem  man  darin  — yF  statt  P  setzt, 

Mit  Benutzung 

desselben  findet  man  alsdann  jenen  Grenzwerth  von  b  aus  der 
Gleichung: 

Bei  Ansführong  dieser  Bechnnng  findet  man  die  Werthe  «  =  1 ,247  =  ~ 

iind6  =  l<°,16B.  Dabei  der  obigen  BeiechDong  6  =  Oi^ib  ■DgeDommen  wnrde, 
so  ist  das  gefimdeiia  ßesaltst  sls  gültig  in  betTschten. 

Auf  gleicbe  Weise  wQrde  msD  ftlr  Fig.  SM  den  Qreniwerth  6,=  1i°,T7 
aoJ  fOr  Fig.  S9&  den  Orenswertb  (|^2'°,8  finden.  Es  leigt  sich  also,  dass 
die  genannte  Bedingung  Kneh  in  BeiQg  anf  die  oberen  TerraBseu  erfQllt  ist, 
und  dass  die  gefandenenKesnltatesfimmtlicfa  als  gDltigbetracbtet  werden  dürfen. 


Wenn  man  die  Grössen  b,  £,,  b,  sfimmtlicfa  gleich  Null  setzt, 
so  nehmen  die  im  vorigen  Taragraphen  für  die  einzelnen  BSschnngs- 
Winkel  gefundenen  Gleichungen  die  folgenden  Formen  an: 

1)  lg.  =i<_^+iy, 


3) 


_»,(». +2*,). 

».(..  +  2i.) 
«•■         2  (f.- F.)' 


4)    t«'."-^- 

Aus   diesen   Gleichungen    ergeben    sich    für   das    im   vorigen 
Paragraphen  berechnete  Beispiel  die  folgenden  Zablenwerthe: 
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tgs  =0,89, 

s  =41  "40' 

lg.,  =  0,9J2, 

.,  =  43M7' 

lg  5,  =  1,06. 

.,  =  46«  26' 

I««,=  l,"3, 

t,  =  56«  60" 

und  das  Bftschungsprofil  oimmt  ttr  diesen  Fall    die   in  Fig.  396 
dargeBtelite  Form  einer  aus  vier  geradlinigen  Stacken  zj^ammenge- 
setzten     gebrocbenen 
^«-  **■  Linie  an. 

,4,07 Dasselbe  Verfahren 

würde  nan  auch  dann 
noch  anwenden  ken- 
nen, wenn  ffir  die 
einzelnen  Theile,  in 
welche  die  ganze  HOhe 
h  =  24"  zerlegt  wer- 
den soll,  eine  grössere 
Anzahl  und  geringere 
Grösse  vorgeschrie- 
ben wäre.  Wenn  man 
E.  B.  für  jeden  dieser 
Theile  die  Grosse 
ka=  l'°,2  wftblte,  80 
würde  man  eine  aus 
zwanzig  geradlinigen 
Stücken  zasammengesetite  gebrochene  Linie  erhalten,  deren  ober- 
stes Stack  eine  verticale  Linie  von  der  Länge  h^  bilden  würde. 
Bei  einem  so  geformten  Böschungspro^  würde  die  Erdmasse  in 
den  Eckpunkten  der  gebrocbenen  Linie  gerade  an  der  Grenze 
der  Stabilität  sich  befinden,  während  innerhalb  der  geradlinigen 
Strecken  überall  ein  gewisser  üeberscbuss  von  Stabilität  vorhan- 
den sein  würde.  Eine  solche  aus  sehr  vielen  geradlinigen  Stücken 
zusammengesetzte  gebrochene  Linie  würde  man  annäherungsweise 
als  eine  krumme  Linie  bebandeln  dürfen,  deren  £rummungsgesetE 
ans  der  Qleichang  9)  des  §  lOS  auf  folgende  Weise  abgeleitet 
werden  kann. 

Wenn  man  ij  statt  k  setzt  und  zugleich  die  vier  numerisohea 
Coefficienten  resp.  mit  A,  B,  C,  D  bezeichnet,  so  nimmt  jene  Glei- 
chung die  folgende  Form  an: 

6)     F=Äy-\-By^  —  Y~Cy*^^Dy^: 
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Aus    lüesAr  Gleichung   erhftU   man    fOr  den  Differendalquotienten 
TOD  F,  nach  y  genommen,  den  Ausdruck: 

Nach  der  in  Fig.  397  gewählten  Bezeichnungsweise  ist  dF=  ydx 
und  -V-  =  tg  e  zu  setzen.  Man  kann  daher  der  obigen  Gleichung 
auch  die  folgende  Form  geben: 


') 


dx 


1 


-+25- 


2C  +  3J>y 


2YCi/*  +  J)y'  ) 
und  dieselbe  in  dieser  Form  dazu  benutzen,  um  fDr  jeden  gegebenen 
Werth  von  y  den  zugehörigen  Neigungswinkel  des  BOschungsprofils 
daraus  zu  berechnen.  Für  den  im  vorigen  Paragraphen  angenom- 
menen Fall  wärde  man  z.  B.  die  folgenden  zusammengehörigen 
Werthe  erhalten: 

y=    1,2  6  12  18  24 

tg6=    3,738  1,186  0,9852         0,9126         0,873 

6=75M'  49'>60'         44"  35'         42«  23'         41"  7'. 


Füi  y=-x  wird  tg e  =  a-w  = -r- ;=/,  oder:  s 


2B' 


Hieraus 


Fig.  3»7. 


folgt,  dass  bei  wachsender  Tiefe  unter  der  horizontalen  Oberfläche 
dasBOschnngsprofll  einer  unter 
dem  natfirllchen  Böschungs- 
winkel ansteigenden  geraden 
Linie  asymptotisch  sich  an- 
nähert. 

Für  a;  =  0  ist  y  =  A^  zu 
setzen;  denn  für  den  krumm- 
linigen Theil  des  BOschungs- 
profiles  hat  man  den  im  Ab- 
stände Ag  Ton  der  horizontalen 
OberSacb«  liegenäen  Punkt 
als  Aii&ngspunkt  zu  betrach- 
ten ,  insofern  der  oberhalb 
dieser  Stelle  beöndliche  Theil 
des  Profiles  als  vertical  nnd  geradlinig  vorausgesetzt  wird.  Die 
obige  Oleiohnng  ist  daher  für  Werthe.  von  y,  welche  kleiner  sind  als 
Ag,  nicht  mehr  als  gSltig  zu  betrachten.  Bei  dem  auf  solche  Weise 
constmirten  Profile  wird  innerhalb  der  oberen  geradlinigen  Strecke 
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ein  üeberechnss  von  Stabilität  Torhanden  sein,  während  in  allen 
Puntten  des  unteren  krummliDigen  Tbelles  die  Erdmasse  an  der 
Grenze  der  Stabilitfit  eich  befindet. 

Wenn  man  die  obige  Gleicbnng  integrirt*)  —  auf  der  einen 
Seite  zffiscben  den  Grenzen  Null  und  x,  auf  der  anderen  zwiscben 
den  Grenzen  A,  und  y  —  so  erb&tt  man  die  Gleicbnng: 

8)   «  =  U  +  yC)  lg  (^)  +  2BC«'-*.)  +  8(/C+Z)*.-/C  +  D^ 

welcher  man  nach  Wiedereinsetzung  der  numerischen  Wertbe  fSr 
die  Goef&cienten  A,  B,  C,  D  auch  die  folgende  Fonn  geben  kann: 


»)    «  =  1,591 .  Ig  y  +  1.5 .  y  +  2,77745  —  V  «,7866  +  14,0886 .  y 
-  1,7867  .  lg  { yT;82G~+  2,7625 .  y  —  1,1515  }  • 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  z.  B.  die  Dacbfolgenden 
zusammeDgehßrigeu  Zahlen werthe: 

y=i,2        6  12  18  24 

1  =  0  3,1212         8,778         16,132         21,8678. 

Bei  dem  nach  obiger  Gleichung  construirten  B&schnngspro&le 
ward«  man  den  oberhalb  einer  beliebig  gewählten  Stelle  M  be- 
fiadlicheo  Theil  desselben  auch  durch  eine  gerade  Linie  ersetzen 
können,  wenn  nur  diese  gerade  Linie  so  gelegt  wird,  dass  die 
Grösse  der  in  Fig.  397  mit  F  bezeichneten  Fläche  dabei  keine 
Äenderung  erleidet.  Den  Nelgungsninkel,  welche  diese  gerade 
Linie  mit  der  Horizontalen    bilden    mfisste,    kann    man    nach   der 

*)  Das  TOD  dem  letitcn  Oliede  der  Gleich nng  7)  herrOhreDdelntegial  kann  mto 
naeh  Sal)Btttotion  der  Werthe:  V  C+Zly  =  w,  y  =  — -^ — ,  Äy^ — „ — 
in  folgender  Weise  nmfonnen: 

1   J/Cy'  +  Uy-  J  "'-C         J 

=  "/C  1»  r** "*"    -,-=^1  —  8«  +  Conat. 

\«— yc/ 
=  2  -ycig f 3' "'j:i£') _ 3„  +  cooBt. 

V  «  —  y  C  / 
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r  nicbt  tiomogeneD  Erdmuse. 


Oleiehnng   2)    des    vorigen    Paragraphen    berechnen,    indem    man 
darin  fOr  A  den  Abstand  des  gewählten  Punktes  von  der  horizon- 


Fig 

10.6 

18 

F  //'■.'.■/'''■, 

ms 

A''.-'.  ''■',','.' 

r       /^ 

w.  v- '  ;■..;   ' .' 

talen  Oberf  äche,  und  ftlr  i^  den 
aus  der  Gleichung  9)  des  §  107 
zu  entnehmenden  Werth  sub- 
sUtuirt 


Wem 


».  B.  fc  =  I2"  »n- 
=  eS,6!66  m  seticn. 


tg«=  1,1818,  oder: 


=  48»82'. 


Für  diesen  F%\\  wQrde  m&n  dis 
in  Fig.  898  dargegUllU  Bfiscbnnge- 
profil  erbalttn,  bei  welchem  eben- 
falle  in  dem  oberen  geradlinigen 
Tbeile  ein  Uebereehaw  von  8tabilit&t 
Torhendeo    iet,    wibrend    in    atlen 

Punkten  des  unteren  krammlinigen  Theiles  die  ErdmMse  an  der  Qrenie  der 

Stabilitit  rieh  befindet. 


fllelchoewlcht  einer  nicht  hemogeaeo  Erdmaiee. 

um  die  Gleichung  6)  des  §  108  auf  eine  Erdmasse  ansu- 
weDden,  bei  welcher  der  Cohfisionscoefficient  and  das  Gewicht 
pro  Cobikeinheit  mit  zunehmendem  Abstände  von  der  horizontalen 
OberflSche  nach  irgend  einem  gegebenen  Gesetze  sich  ändern,  wfirde 
man  för  die  GrOssen  c  und  f  in  jener  Gleichung  ihre  mittleren 
Werthe  einzusetzen  haben  —  diejenigen  Werthe  nämlicb,  welche 
man  bei  einer  homogenen  Erdmasse  annehmen  müsste,  um  resp. 
fär  den  Cohftsionswiderstand  und  das  Gewicht  des  Erdprismas  Werthe 
zu  erhalten,  welche  den  wirklichen  Grössen  dieser  beiden  Er&fte 
gleich  sind. 

So  E.  B.  wGrde  man  f&r  eine  Erdmasse,  bei  welcher  jene 
beiden  Coefficienten  mit  wachsender  Tiefe  gleichförmig  zunehmen, 
für  den  Coh&sionscoefficienten  den  Werth: 


1) 


Cf-j-Ci 


ta  snbstituiren  haben,  wenn  mit  c,  und  c,  die  Werthe  desselben 
bezeichnet  werden,  welche  resp.  den  Werthen  ^  =  0  und  y  =  A 
ent8[ffecben. 
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um  den  mittleren  Werth  des  Gewichtes  pro  Cubiktinheit  fQr 
doB  Erdprisma  ABC  zu  berechnen,  hat  man  die  Qr&sse: 

^   V     itgft 

welche  hei  homogener  Erdmasse  das  Oewicht  desselben  darstellen 

wQrde,   dem    wirklichen  Gewichte    dieses  Frisins   gleichzusetzen. 

Wenn  mit  q  das  Gewicht  pro  Gubikeinheit  im  Abstände  z  von  der 

Fig.  399.  horizontalen  OberÖ&che  bezeichnet 

wird,  so  hat  das  wirkliche  Gewicht 

nach  Fig.  399  die  Grösse: 


Ut    dnrch    G 
beiden  Aus< 


und  man  erh&lt  dnrch  Oleich- 
Setzung  dieser  beiden  Ausdrücke 
die  Gleichung; 


i}de. 


Wenn  mit  q^  und  j,  resp.  die  Werthe  von  q  bezeichnet  wer- 
den, welche  den  Werthen  ä  =  0  nnd  «  =  A  entsprechen,  so  ist 
nach  dem  oben  angenommenen  Gesetze: 


5)       «  =  ?(!■ 


-?o) 


zu  setzen,  tmd  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  obige 
Gleichung  die  folgende  Form  an: 


6) 


2 


!o  +  x(9i~''>)|(*~')''* 


Nach  AusfShruDg  der  lotegratiOD  erhält  man  aus  dieser  Oleichnng 
fllr  Y  den  Werth: 

Wenn  statt  der  Dreieckö&che  ABC  die  Bechterkfläche  ABCD 
als  Querechnitt  des  Prismas  gelten  sollte,  so  wSrde  der  mittlere  Werth 
des  Qevichtes  pro  Cobikeinheit  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung; 

8o  +  ?i 
2 


8) 
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Nach  der  in  Fig.  400  gewählten  BezeichDUDgsweiBe  fffirde  man 
hiernach  fQr  die  drei  Mittelwerthe  f,,  y,,  Ys  die  folgenden  AnB- 
drtlcke  erhalten: 


S)     1, 


10)     Y,= 


3 

2 
V+J. 


"Vli 


11)     Y.= 

und  mit  Benutzung  derBelben  die  Berecfanuog  dea  in  dieser  F^r 

dargestellten  BöschuDgsprofiles   nunmehr  anf  folgende  Weise  aus- 

fflfaren  kOnnen. 

Hau  berechnet  zunächst  nach  der  Oleichung  8)   des  §  108, 

indem  man  darin  ffir  die  Coefficienten  c  und  y  resp.  die  aus  den 
p.     w^,  Gleichungen  1)  und  7)  zu  ent- 

'  „p  '  nehmenden  Hittelnertbe  ein- 

setzt, das  erforderliche  Ent- 
lastungsgenicht  fF  fdr  den 
Fusspunkt  A  des  ganzen  Bfi- 
schungsprofiles  AML.  Indem 
man  diesen  Wertfa  gleich  der 
Summe  der  drei  in  Fig.  400 
angegebenen  Estlastnogsge- 
wichte  setzt,  erhält  man  als- 
dann die  Oleichung: 

12)  YF=Tif.+Y.i*i+Y.i*;. 
In  dieser  Gleichung  stellt  das 
Glied  7if,  das  för  den  Fuss- 
punkt M  der  oberen  Terrasse 
erforderliche  Eotlastungsge- 
wieiA  dar,  irelches  man  ebenblle  nach  der  Gleichung  8)  des  §  108 
berechnen  kann,  indem  man  darin  A,  statt  h  und  fi  statt  y,  ferner 

-^-^-     statt  c  setzt.    Wenn  man  nunmehr  fflr  die  Flächen  f,  und 

F,  die  aus  Fig.  400  zu  entnehmenden  Werthe  substituirt,  so  nimmt 
die  obige  Gleichong  die  folgende  Form  an: 


S.V 


13) 


Ti^=ni^.+T.(*+4)A,  +  ,\*' 


tgfl> 
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und  man  erhitt  durch  Änflösnng   derselben  fflr    die  Orfisse   (^  a 
d«n  Werth: 

14)    tg.o=        *.(2Tt^+Y,A,) 

J      K  2(Yi^-Y.i*':-T.6A.) 

Indem  man  endlich  die  GrOsse  ^,  dem  aas  Fig.  400  fär  diese 
Fläche  zu  eDtnehmeuden  Werthe  gleichsetzt,  erhält  man  zur  Be- 
BtimmiiDg  des  Winkels  b  die  Gleichnng: 


15)    F,=-, 


oder:   tgs  = 


'  2tg«'  ^  2F, 

2 
Wenn  mtn  mit  BeibehHltong  der  in  g  108  angeDonunenen  Wertlie  /=  -^' 

and  A  =  24»  fQr  dis  b«iclen  TenruMn  gleicbe  Höhen  ftnoimmt,  iIbo  lit  =  ht 
=  IS"!  Betit,  und  aoneTdem  TDi  die  in  Fig.  400  eiageschrieheDen  Coeffleienten 
die  folgenden  Werthe  annimmt: 

Co  =  240«",84,  9o  =  1500  lül , 

c'  =  272»"-,952,  ?'=1800    „ 

c,  =  805»'- ,064,  g,  =  2100    ., 

M>  erhilt  m>D  fDr  die  bei  der  obigen  Berechnang  n  benntienden  mittleren 
Coefficienten  die  Zshlenwerthe; 


e,-i-e'  _ 


=  356,89«, 


■=«  +  c, 


T  =  1700,        Ti  =  IWO.        Ti  =  1«W, 
ond  fit  die  beiden  nach  der  OUichnng  8)  dei  §  108 
iMtnngsgewjchte  die  Werthe: 

Fig.  401.  fl 


=  272,958, 

T,=  1900, 

berechnenden  Ent- 


tF=öll801,6a, 
T,F,  =  101 802,58. 
Hit  Bennliang  derselben  findet  mkn 
alsdann  nach   den  Qleiehnngen  14) 
nnd  16),  indem  man  &  =  Ob>,S  Mlit, 
die  Werthe: 

tgu^  0,937,      oder!    u  =  43»8'. 
tgt  =  1,1818,  -oder:     «  =  48»82'. 
Auf  ähnliche  Weise  wfirde 
man  das  BöschungsproSl   auch 
far  den  in  Fig.  401  dargestell- 
ten Fall  berechnen  können,  bei 
welchem    die   ganze   Erdmasw 
ans    zwei   verschiedenen   Aber 
einander  liegenden  horizootalen 
Schichten  besteht,   deren  Jede 
für   sich    eine   homogene   Masse   bildet.      Fflr   diesen    Fall    wörde 
f,  =Y,  =qi    und  y,  =7,   ta  setzen  sein,  und  fSr  die  bei  der 
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BerechDa&g    des    g  a  q  i  e  n    EnUastiiDgBgewichtes    zu    beoatzendeD 
Mittfllwerthe  wflrde  man  bei  Anwendung  des  oben  erklärten  Ter- 
bbrens  die  folgenden  Oleichungen  erbalten: 
T^'  __  ?t*'    ,  (g,  —  g,)A' 
2  ige       2tgfl~'"      2tgÖ 

16)    7  =  ?. +41  (?«-?.). 


oder: 


h'' 


sind 


_  „i-i  _^_  . 


c,A, 


17) 


Wecti  DiBii  i.B.  et=^25a,%W,  e,  =  S89,003,  71  =  1600,  9,  =  S000  and 
Ai  =  Ai  =  t2°>  Betit,  M  wird  e  =  272,e52,  t=W0O;  und  «ena  niRD  mit  Be- 
nntiniig  dieser  Hittelwertbe  die  BerechniiDg  dee  Torigen  Zfthlenbeiipieli  wieder- 
holt, ao  erUU  mut  die  Werthe: 

tgH=0,9S62,    oder:    »  =  43*7', 

tgt  =  l,18ie,    oder;     t  =  48°8S'. 


Fig.  40S. 


§  112. 
ErdnuMM  Mit  gMehnmlg  Bber  die  ObwUBcfie  TerthelHar  Belutung. 
Die  Belaatungsschicht  kann  man  sich  immer  —  wie  in  §  104 
-mit  Bnng  auf  Fig.  386  erklärt  wurde  ~~  ans  einem  Materiale  be- 
stehend  denken,    welches    dasselbe 
specifiscbe  Gewicht  hat  wie  die  da- 
runter befindliche  Erdmasse  selbst. 
Der   Belastangstheil,    welchen   das 
Erdprisma    ABC   zn    tragen    hat, 
ist  alsdann  nach  Fig.  403  zu  be- 
rechnen ans  der  Gleicbang: 

1)    P  =  y  .hl  .3;co88,    ■ 
und  wenn  man  hierin  fBr  die  Grfisse 
X  den  ans  der  Gleichung: 
X  _  Bin(a  — e) 
■*     l        8in(a  — 1) 
lu    entnehmenden    Werih    einsetzt, 
so  erbalt  man  fllr  diese  Belastang 


YA,f  coB«sin(a  —  ß) 
sin  (a  —  t) 
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Das  eigene  Gewicht  des  Erdprismas  ABC  hat  nach  §  107  (Glei- 
chong  3)  die  Grösse: 

A\    ^—T*' ""(«  —  ") 
•'     ^"         Ssina 
UDd  fOr  das  Totalgewicht  des    belasteten  Erdprismas    erhält   man 
durch  Addition  der  letzteren  heiden  Gleichungen  den  Werth: 

'  '  ^  '  l  2  8jn  a        sm  (a  —  e)  i 

Diesen  Ausdruck  hat  man  in  der  Gleichung  2)  des  §  107  an  die 
Stelle  von  Q  zu  setzen.  Jene  Gleichung  nimmt  alsdaDO  fär  e  anf- 
gel<>st  die  folgende  Form  an: 


6) 


h,  cos  e 


cos  <p  l 


In  dieser  Gleichung  igt  fär  den  Winkel  0  derjenige  Werth  einzu- 
setzen, fOr  welchen  c  ein  Maximum  wird.  Bei  Vergleichung  der- 
selben mit  der  Gleichung  4)  des  §  107  erkennt  man,  dass  die  Func- 
tion des  Winkels  0  in  beiden  Gleichungen  dieselbe  Forin  hat    Es 

ist  daher  auch  wieder  e  =  — ^^-^  zu  setzen,  nnd  nach  Substitution 

dieses  Werthes  nimmt  die  obige  Gleichung  für  h  aufgelöst  die  fol- 
gende Form  an: 

2eein  acos  9  2A,  sin  acosc 


7)     i. 


M^-^y 


sin  (a  —  ■) 


Das  erste  Glied  auf  der   rechten  Seite   stimmt  mit  dem    in 
;  107  (Gleichung  10)  fOr  h  gefundenen  Werthe  überein,  und  stellt 


Fig.  403. 


t 


so  ist  hierin  >  =  0  zu  setzen. 
Fall  wird  also: 


diejenige  Höhe  dar,  bei  welcher  die 
unbelastete  Erdmasse  gerade  noch 
im  Gleichgewichte  sich  wärde  halten 
können.  Hau  kann  daher,  indem 
man  diese  nach  §  107  zu  berechnende 
GrenzhObe  mit  S^  bezeichnet,  der 
obigen  Gleichung  auch  die  fo^nde 
Form  geben: 

"         Sin  (a  —  0 
Wenn  die  OberSäcbe  der  Erd- 
masse eine  horizontale  Ebene  bildet, 
Für  den  in  Fig.  403  dargestellten. 
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9)     A  =  H,  — 2Ä,     oder:    h,=^^-- 

FQr  9  =  80*  und  a  =  45"  wurde  in  der  am  Schlaue  dee  §  107  beiech- 
neten  Tabelle  derWerth:  He  =  13,19. h^  gernoden.  Wenn  also  i.  B.  A,^2<° 
ist,  10  wird  fOr  diesen  Fal]  H^:^2T^.b2.  Bei  dieser  HQhe  wQrde  die  nnbelastete 
Erdmaase  an  der  Grenie  det  Gleicligewicbtea  sisb  befinden.  Wenn  die  wirt- 
liche EBhe  h  kleiner  ist  als  27°',52,  so  wird  die  Erdmasse  auf  ihrer  horiion- 
talen  Oberfläche  noch  eine  Belastongsecbieht  tragen  kOnnen  von  der  HOhe:  -^ 

.         27,62  —  h 

A. ^-■ 

So  I.B.  erhält  man  für  ä  =  17"»^3  den  Werth  Ä,  =  5"i  d.  h.  wann  die  Be- 
laatnDgascbicht  dasselbe  specifische  Gewicht  hat  wie  die  Erdmane  selbst,  a« 
durfte  die  H&he  der  ersteren  höchstens  b"  betragen.  Wenn  dagegen  das  ape- 
cifiaehe  Gewicht  der  Beiast nngsschicbt  t.  B.  doppelt  so  gross  wire  als  das  der 
ErdnuMse,  so  dürfte  die  H(>he  der  Belastnogsschicht  nicht  mehr  als  2™,5  betragen. 

§  113. 
Erddraeh  gegen  FMermaiiern. 
Wenn  bei  dem  Hiaabgleiteu  des  Erdprismas  ABC  die  Hauer 
entweder   for^eBchobeo   oder   umgekippt  wird,   .so   setzt   Bicb   der 
TOD  letzterer  auf  das  Erdprisma  Obertr^ene  Qe^endruck  znsammeD 
aus  dem  horizontal  gerichteten 
Fig.  404.  Normaldrucke  und  dem  verücal 

-^ — s,  /        aufwärts  gerichteten  Reibungs- 

widerstande   (Fig.  404).     Der 
Winkel,  welchen  die  Mittelkraft 
dieser   beiden  Erftfte    mit   der 
Horizontalen  bildet,   ist  gleich 
dem     natOrlichen     Böschungs- 
winkel 9  zu  setzen,  da  man  an- 
nehmeii  darf,  dass  der  Reibungs- 
coefficient  für  das  Qleiten  der 
Mauer  längs  der  Erdmasse  die- 
selbe QrdSBe  hat  wie  der  Bei- 
bun^coefficient  im  Innern  der 
Erdmasse.    Wenn  man  von  den  auf  das  Erdprisma  ABC  wirken- 
den Kräften  eine  jede  in  zwei  Seitenkräfte  zerlegt,  von  denen  die 
eine  parallel,    die  andere  rechtwinklig  zu  der  OleitfiSche  AC  ge- 
richtet ist,  and  alsdann  ffir  jede  von  diesen  beiden  Bichtnngen  die 
algebraische  Summe  der  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt,   bo  gelangt 
man  nach  Fig.  404  zu  den  beiden  Gleichungen : 


D,gM,zedr,yGOOgIe 


322  Sechster  Abacbiiitt.    §  113. 

1)  0  =  i>  C08  (fl  —  9)  +/N—  Q  sin  fl, 

2)  0  =  J^  —  ^  cos  Ö  —  i)  sin  (e  —  9). 

Nach  SubstitutiOD  des  ans  letzterer  (Hr  N  zu  entnelimenden  Aus- 
druckes erhalt  man  ans  der  erateren  für  D  den  Werth: 

^>    ^=  c«(ö-9)+/sin(e-9r 

gsin(g-y) 
^  eoa(e  — 29) 

Pur  den  in  Pig.  404  dargestellten  Fall  ist  Q  =  -A—^  ^  setsen, 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  kaoo  man  der  obigen  äUi- 
chung  auch  die  folgenden  Formen  geben: 
YA'sin(a  —  v) 


5)  D  = 

6)  Z>  = 


2  tg  e  CO8  (9  —  2  9) 

yA'  cos  9  (tg  9  —  <jf  91 


^_tg9 


2co829tgÖ(l+tgfltg29) 

7^     n  =  /-- - , , 

■'  2co829|l+tgStg29| 

Hierin  ist  för  die  Grösse  i^&=x  derjenige  Werth  einzasetzra, 
für  ffelcben  D  ein  Maximum  wird,  um  diesen  Werth  zu  finden, 
hat  man  den  Differenzialquotieotea  des  eingeklammerten  Aus- 
druckes, nach  X  genommen,  gleich  Null  zu  setzen.  Man  erhält  dann 
eine  Qleichung,  welcher  man  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

j     tgy 

^^       l+3;tg29   =^n^^'     '^"■ 

9)     .«-2«tg9=i^V 
und  findet  durch  Auflösung  derselben  fBr  die  Grösse  x  =~t^  0  den ' 
Werth; 


10)    .  =  tgT  +  ^'j„%-^  +  tgT•,    Oder: 


11)    «=/  +  ^/l±/l  =  tg». 

Wenn  man  nunmehr  fflr  den  eingeklammerten  Ansdnick  in  Glei- 
chung 7)  den  aus  Gleichung  8)  zu  entnehmenden  Ausdruck  einsetzt, 
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und  aackher  für  x  den  gefundenen  Werth  darin  Bubetitniit,  so  ge- 
langt man  za  den  folgenden  Gleicbnngen: 

12)    P=  ^     "'^^     ,  .     oder: 
'  4  cos  9.«' 

13)  D^__i>*!yi+z 


^(/+]/^4^ 


Wenn  hierin  i.  B.  (p  =  SO*  geseilt  n 

14)  D  =  0,1486l-T»'- 
Filr  die  horitontale  itad   veitioale  Seiteoknft  dee  Erddraokei  ergeben  sieh 
hieroacb  lesp.  die  Wertbe: 

15)  Ä  =  Z»coa9  =  0,1287.Yfi', 

16)  F=  Bain  9  —  0,0748  .  y*'. 

Um  die  QleicUnng  4)  auf  den  in  Fig.  405  dargeatellten  Fall 
anzuwenden,    hat   man    darin    für  Q  den  in  §  101  (Qleichnng  3) 
p.     J-.  gefundenen    Werth    einiugetseni 

^      man  erhält  dann  die  Qleichnng: 
171     »_  ■jh'emipatBe 
-'  2coB(fl  — 29) 

und  Oberzengt  sich  auf  dieselbe 
Weise  wie  in  §  101,  dass  die 
är9sse  D  ein  M&iimum  wird 
für  e  =  if.  Ffir  diesen  Fall  ist 
also: 

18)      i>  =  ^-C08  9. 

Wenn  man  hierin  wie  obm 
(f  =  30°  aetit,  80  erh&lt  man  die  bl- 
geoden  Werthe: 

19)    D  =  0,433  .  yÄ», 

20)  ir=DcOB9  =  0,875.YA», 

21)  r  =  D  »in  9  =  0,2l6S  .  yh: 

§  114. 

Bkichgewltdit  der  Hauar  in  Beuig  uf  fliattm. 

Die  Stärke  der  Mauer  maas  so  gewählt  werden,  dass  dieselbe 

dorch  den  Erddrack    weder   auf  ihrem  Fundamente    fortgeachoben 

noch   nmgeldppt   werden    kann.     Man  hat   daher   die  Bereohnnng 

21' 
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der  erforderlichen  Uauerstärke  in  der  Weise  KUBzufähren,  dass  man 
för  jeden  dieser  beiden  F&lle  einzeln  genommen  die  der  Bedingung 
des  Gleichgewichtee  entsprechende  Dicke  der  Mauer  berechnet, 
Bnd  nachber  von  den  beiden  gefundenen  Wertben  den  grösseren 
auswählt. 

Diejenige  Stärke,  welche  die  Mauer  mindestena  haben  mOsate, 

um  nicht  auf  ihrem  Fundamente  fortgeschoben  zu  werden,  findet 

man  nach  Fig.  406,  indem  man  die  horizontale  Seitenkraft  des  Erd- 

dmckes  gleich  dem  Beibungswider' 

Fig.  KW.  Stande  setzt,  aus  der  Gleichung: 

i)  /.(e+n  =  a 

Wenn  mit  fi  <^B8  Gewicht  des 
Mauerwerkes  pro  Cubikeinheit  be- 
zeichnet wird,  so  ist  hierin: 

2)     G  =  Yi*A 
zu  setzen,  und  nach  Substitution 
dieses  Ausdruckes  erbfi.lt  man  ffir 
das  Yerhfiltniss  der  Mauerdicke  zur 
MauerhObe  den  Wertb: 

-W^  31     -*=— ? ^-. 

Um  hiernach  fär^deniin  Fig.  404  dargestellten  Fall  die  er- 
fi)rderliche  Mauerstärke  zu  berechnen,  hat  man  fOr  H  und  V  resp. 
die  in  den  Gleichungen  15)  und  16)  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fandenen  Werthe  zu  substituireu;  die  obige  Gleichung  nimmt  dann 
die  folgende  Form  an: 


h        \      f.  /  - 


y  1 

Wenn  man  hierin  -L  — 0,8    und   /,  =t^30''  =  ->      setzt, 
Ti  ^1-6  V^3 

so  erhält  man  den  Wertfa: 

5)    y  =  0,1189. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  fflr  den  in  Fig.  405  dargestellten 
Fall,  indem  man  för  die  Grössen  5"  und  V  die  in  den  Gleichungen 
20)  nnd  21)  des  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Ausdrücke  ein- 
setzt, den  Wertb: 


-„Google 


Gleichgewicht  dei  Huier  in  Bazng  auf  DrehODg. 


7)     -^==0,3464. 

Die  irirkitche  Stärke  der  Mauer  rnnss  demnach  im  erateren  Falle 
grosser  als  0,1189.  A,  im  letzteren  Falle  grosser  als  0,3464.  A  ge- 
wählt werden. 

§  116. 

GlelchgBwIchl  d«r  MuHr  In  Bauf  auf  DrehMg. 

Um  diejeoige  St&rke  zu  fioden,   welche  die  Mauer  miadesteDs 

haben  muss,  wenn  dieselbe  durch  den  Erddruck  nicht  umgekippt 

werden  soll,    würde   man    die   &lgebraiB<^e  Somme   der  stabiBchen 

Momente  der  drei  Krfifte  H,  V,  6  in  Bezug  auf  die  Anssenkante 

gleich  Null  zu  setzen  haben  —  entsprechend  dem  Qrenz&lle,  in 

welchem    die  Mittelkraft   jener   drei  Kr&fte   durch   die   Drebkante 

selbst  hindarcbgeht    Die  auf  solche  Weise  berechnete  Mauerst&rke 

wftrde  jedoch  nur  dann  als  wirklich  genflgend  zu  betrachten  sein, 

wenn  die  Malier   ans   absolut   festem  Materiale   best&nde,    da  der 

Druck  pro  Flächeneinheit  einen  unendlich  grossen  Werth  annimmt, 

sobald  der  Druck  auf  eine  Linie  sich  con- 

^\  centrirt,    anstatt   auf  eine   Flache   sieb   zu 

vertheilen. 

Um  eine  wirkUch  genügende  Mauerstärke 
zu  erhalten,  hat  man  die  bei  obiger  Berech- 
nung anzunehmende  Drehachse  weiter  nach 
innen  zu  verl^en.  Da  die  Mauer  als  ein 
elastischer  Balken  betrachtet  werden  kann, 
welcher  durch  jene  drei  Kräfte  sowohl  ge- 
ff  tx^en  als  auch  in  seiner  (rerticalen)  Längen- 

richtung  znsammengedrQckt  wird,  und  wel- 
cher zugleich  (wegen  der  horizontalen 
Fugenschnitte)  nn^ig  ist,    Zugspannungen 

anzunebmen,  so  empSehlt  es  sich,  der  obigen 

T  Berechnnngsweise  eine  solche  Lage  der  Dreh- 

achse zum  Grunde  zu  legen,  bei  welcher  fOr 
die  grOsste  in  diesem  Balken  hervorgebracht« 
Zugspannung  der  Werth  Null  sich  ergiebt 
Da  der  horizontale  Querschnitt  der  Mauer  die  Form  eines  Bechtecks 
hat,  80  wird  diese  Bedingung  erf&llt  werden,  wenn  die  Drehachse 
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der  Hitte)  aogenommen  wird.*)  lodern  man  demgemSss  die  alge- 
braisciie  Samme  der  Bt&tJBchen  Momente  der  drei  Kräfte  H,  V,  G 
in  Bezug  »nf  den  DreEpunU  J  gleich  NoU  setst,  erhält  man  nach 
Fig.  407  die  Gleicbting: 

1)    0=Ö.A-+r-|-6-ff.«, 

welcher  man  nach  Substitution  dee  Warthee  <?  =  y,  6A  auoh  die 
folgende  Form  geben  kann: 

Durch  Auflösung  derselben  erhält  man  Ar  das  VerhUtnias  der 
Maoerstftrke  zur  Manerhfihe  den  Wertb: 

Eine  im  AbgtMide  «  von  der  Acbtenricbtimg  dee  Balkeni  parkll«!  En 
denellwD  wirkende  Dmckkiaft  K  tcRnn  enettt  werden  darcb  ein  KrSftepur 
vom  Momente  K .  t  nnd  eine  in  die  Achsenriehtong  selbst  fallende  Einiel- 
krsft  E.  Letztere  bringt  eine  gleichßnnig  Gber  die  Qaeracbnittstlficfae  F  «er- 
theilte  DraeksiMnitnng  von  der  OTOaae; 


pro  Fllcbeneinheit  hcrror.    Indem  mtn  dieie  Spannung  der  von  dem  Biegnngs- 
momente  K.t  heTTQhienden  grOsaten  Zagspaunnng; 

gleichsetzt,  erhilt  man  znr  Bestimmung  der  GrCsse  (  die  folgende  Oleichnng; 
«-    _  Ä-  ,  Z 

^iCt  =  -^.      oder.     «  =  -^- 

Wenn  der  Qaersebnltt  ein  Bechteek  ist  von  der  Habe  b  =  8k>,  te  ist  Z  =  ~j^ 

in  setien,  und  es  wird: 

_^^ 

^"  a' 

Bei  dieser  QrOue  des  Hebelannos  c  findet  in  der  QoerschnittsBäcbe  Bberall 
nnr  Drackapannung  statt,  welche  an  dem  einen  Ende  dea  Quertcbnitts  den 

Werth  Nnll,  am  anderen  Ende  den  Wertb  S^^^i  -=-  pro  FIScbeneinheit  annimmt. 

Das  obige  Keanltat  bleibt  anch  dann  noeb  gOltig,  wenn  die  Kraft  K  die 
der  Achsenricbtan^f  parallele  Seitenkraft  einer  nnter  beliebigem  Neignoga- 
winkel  gegen  die  Qnerfcbaittafläcbe  wiikenden  Druckkraft  R  bildet,  da  die 
andere  —  der  Querschnittsäaebe  parallel  wirkende  —  Seitenkraft  von  B,  ab 
AbBcheerongskraft  wirkend,  bei  obiger  Berechonng  der  Zag-  nnd  Drnck-Span- 
nnDgen  nnberDckeichtigt  gelassen  werden  darf. 
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V&i  den  in  Fig.  404  4ai%eBt«Uten  Fall  bat  man  hierin  (nach 
§H3)  die  Werthö:  lf=  0,1287  .  fA»,  F  =  0,0743  .  yA»,  -^  =  y 
zu.  snbstitoirfln,  und  wenn  man  zugleich  (wie  im  vorigen  Para- 
graphen geschehen)  f^^  —  f  setzt,  so  erhält  man  den  Werth : 

■^    4)    -|-  =  0,35. 
A.uf  gleiche  Weise  erhalt  man    fBr  den  in  Fig.  405    darge- 
stellteD    Fall,   indem    man:     fl=  0,375.  yA»,    F=  0,2166.  y*', 
a         1  6 

-T-  =  -ö-.   Yi  =  i-t  setzt,  den  Werth: 

5)     1  =  0,6. 

Bei  der  »nf  solche  Weiae  berechneten  Fattermauer  «Qrde  die  grQsste  in 
denelben  lierrorgebrachte  Drucbspannnng  pro  Flächeneinheit  lu  berechnen 
■ein  ane  der  Gleiehnng: 

Bei  lehr  grosser  E6be  der  Maner  würde  man  den  obigen  Werth  mit  der 
practisch  inISaigen  Drnekspannang  des  Materials  zn  vergleichen  haben,  and 
falls  eine  üebsncbreitnag  dieser  Greme  sich  heranistellen  sollte,  die  Maner- 
stirke  entsprechend  m  TcrgrÖBsern  haben. 

§  116. 
&ddnick  gagen  geneigt«  aMMrUadiM. 
Bei  dem  in  Fig.  408  dargestellten  Falle  weicht  die  Richtongs- 
linie  des  activen  Erddruckes  nm  den  Winkel  e  -f  ?  ^^^  ^^'  Hori- 
zontalen ab,    und   schliesst   demnach   mit  der  Gleitfiäche  AC  den 
Winkel  8  —  (» +  ?)  ein.     Nach   der  Theorie    der   schiefen  Ebene 
nimmt  die  Bedingung  dea  Gleichgewichtes  gegen  Hinabgleiten  des 
Erdprismas  ABC  für  diesen  Fall  die  folgende  Form  an: 
1)    0=i>coa{6— (s+(p)}+/{gco9ö  +  Z>3in[e— (e+9)]}  — ©sinö. 

Wenn  man  hierin  /= — ~  setzt,  so  erhält  man  dnrcb  Auflösung 

C039 

dieser  Gleichung  ffir  D  den  Werth: 

21     n- gain(fl  — 9) 

^  eo9{e-(e  +  29)}" 

Das  Gewicht  des  Erdprismas  ABC  hat  nach  Fig.  408  die 
QrOsse: 

3)    Q~        2^  +  2tgfl' 
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und  nach  Substittition    dieses  Ausdruckes    kaon   man    der    vorher- 
gehenden Gleichung  die  folgende  Form  geben: 


A\     n       T**  8in(e  — -p)  /.        ,     1  \ 

*^     ^=-2-cos{fl-(.  +  2.p)yW^  +  tg-^> 


ö)     ^=ö~ 


yk'  cos  9      )  tg  fl 


2cos(e  +  29)|     1 


!('«•+ 1^)- 


Hierin  ist  für  die  Grösse  tg  9   deijenige  Werth  einzuBetzen,    für 

welchen  />  ein  Maxi- 

^'       ■  mum    wird.     Wenn 

man  t—t  =  x  setzt, 
tgfl 

so  Icann  das  Prodnct 
der  beiden  eingeklam- 
merten Factoren  als 
Fanction  von  x  mit 
Fix)  bezeichnet  wer- 
den, und  wenn  man 
zugleich  abkärzuDgs- 
weise:  tg  9  =  ^, 
tg  (s  +  2  9)  =  £. 
tg  s  =  C  setzt,  so 
wird: 

Indem  man  den  Differenzialquotienteu  dieser  Function  gleich  Null 
settt,  erhalt  man  eine  Gleichung*),  welcher  man  die  folgende  Form 
geben  kann: 

■i\     g+C  ~ÄC)x  —  Ax*  _{\—ÄC)~%Ax 
'  ~    x^B  -  1 

und  wenn  man  den  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Ausdruck  fSr 
F(x)  in  Gleichung  5)  subsUtnirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

8)    D=-     '^''l'^ll  A^--äC-2äx),   oder: 
^  2  cos  (6  +  29)  ^  •^' 

*)  Wenn  -^  ein  Bruch  JBt.  dessen  Zähler  und  Nenner  Fnnctionen  Ton  x 

■ind,  so  fQbrt  das  Nall-Setien  du  Diffeienii&lqnotienten  dioaes  Brnobea  tu  der 
■.,  Z        dZ 

Gle.chuflgr  -^  =  jy- 
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Die  Qrfisse  x  ist  nach  Oleichaog  7)  zu  berechneo,  welcher  man 
aach  die  fönende  Form  gehen  kann: 

10)    x*-\-2Bx  =  ^'~~  —  BC. 

Durch  Auflfiaung  derselben  erhftlt  man  fSr  x  den  Aasdruck: 


^  =  ~B+\/b''    ^        ^' 


'^"+-7 


Wenn  i.B. 9  =  30' und »=15* ist, 80 wird!  «  =  0.6 186 und D  =  0,82. T*». 

Für  die  beiden  Seitenkt&fte  dei  Erddrackea  ergeben  sieh  hieniach  die  Werthe: 

B-iiF  litt  18)    ff=i>coa(«  +  *) 

''■    =  D  MB  45»  =  0,150.  Y**, 

14)  r=i>8iD(«  +  f) 

=  Dsin45'  =  ü,155.T*». 
Die  Gleichung  2) 
'  kann  auch  für  den  in 
F^.  409  dargestellten 
FallsurBeiechnung  des 
Erddmckes  benutst 
werden.  Für  diesen 
Fall  hat  man  nach 
Fig.  409:  _ 

.5)  Q=^^I^ 

2  cos  8         ^^      ' 
zu  setzen  and  die  in 
der  Figur  mit  z  he- 
zeichnete  Grosse  zu  berechnen  ans  der  Gleichung: 

,6)    -',-=,"°(^°;  +  °-^   „der: 
AB  sin(«  — <p) 

17)  -^     k<m(fi  —  ii 

G08  c  sin  (^  —  9) 
Nach  SnbBtitution  des  letzteren  Werthee  erhält  man  für  das  Ge- 
wicht Q  den  Aasdmck: 

18)  0=  T*'"»(T  — ')coa(»  — t)^ 

2  cos«' Bin  (e  —  9) 
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and  mit  BeDiitzuog  desBelbes  kaan  man  der  Gleichnng  2)  Danmehr 
die  folgeode  Form  geben: 

TA'cw((P  — 6)C0B(g  — «) 

^'  2co8s»«»(e  — s  — 2?) 

'^'    "^        2C03S»         tco82(p  +  tg(d  — <)8in29/ 

Man  erkennt  an  der  Fonn  dieses  letsteren  Ansdnickes,  dus 

(wie  in  §  101)    auch  hier  wieder  B  gleich  9  zu  setzen  ist,    und 

wenn  man  diese  Suhetitution  in  Gleichung  19)  ausfährt,  so  erh&lt 

man  für  D  den  Werth: 

-^  2  COS  e' COS  (9 +  6) 

Wenn  man  auch  hier  wieder  9=80'  und  e=t5»  satEt,  so  wird  D  =  -~i^< 
und  ea  etgeien  aich  für  die  beiden  Seitenhrafte  des  Erddruckes  die  Werthe: 
12)    B=Ba,{,  +  ,)  =  -S^=l^, 

FOr  (f  =  30»  und  »  =  —  15»  erhält  man  ant  gleiche  Weise  die  Werthe : 
2)  =  0,278.yA"  und! 

24)  ff=Z><ii»{i>  — «)  =  0,S6865.tV, 

25)  r=  D  sin  (9  —  t)  =  0,07296 .  fh*. 

§  117. 
Berechnung  einer  Futtermunr  von  InipeifOnnlgein  Querachnitt«. 
Das  Gewicht  der  Futtermauer  ist  nach  Fig.  410  zu  berechnen 
«OB  der  Gleichung: 

1)     6-=Yi6A—        2 2 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  der  Gleichnng  1)  des  §  114  snbstitDirt, 

so  erhält  man  durch  Aufltteung  derselben  für  das  Yerh&ltniss  ~r~ 
den  Werüi;  * 

9.     b___^ y     I  tge  +  igs.. 

^     h  ~/,Y.Ä*       T.A'"^"        2 

Wenn  man  hierin  sr^lBo^c,  und /,  =  tg 80»  =  — ==  eetit,  eo  erhilt 
V8 
man  mit  Benutznng  der  Gleichungen  22)  and  28)  des  vorigen  Paragraphen, 
-  f  eetit,  fQr  den  in  Fig.  40»  dargestellten 
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und  wenn  mau  ein  anderfs  Mal  mit  Beibebaltnag  der  abrigen  Zfthleowertbe 
c  =  — ia'>  Kttt,  so  eihält  man  mit  Benntiung  der  Gleichnngen  24)  nnd  25) 
de»  vorigen  Paragraphen  den  Wertb: 

4)   -^=0,1277. 

Die  Sicherbett  des  Gleich  gewicht« 
gegen  Gleiten  erroideit  demnach, 
dass  die  wirkliche  Stärke  der  Hauer 
an  der  Basis  im  ersteren  Fnlle  giSseer 
als  0,56  .  A,  im  letzteren  Falle  grösser 
als  0,1277  .A  gewSblt  werde. 

Um  deujenigen  Werth  von  6 
zu  fioden,  nelcher  der  Bedin- 
gung des  Qteicbgewichtes  gegen 
Drehung   entspricht,    hat   man 
wiederum  das  in  §  115  erklärte 
jf ((?+  V]    Verfahren  anzuwenden,  und  er- 
hftlt  nach  Fig.  411,  indem  man 
die  algebraische  Snmme  der  statischen  Momente  in  Bezng  auf  den 
Drehpunkt  J  gleich  Null  setzt,  die  Oleichung: 

Fig.  411.  5)o=l'A-;!^+(r-"^-^'^^VJ6-^igil 


'tft'tge.     ■  ^h'tge 


_^^         l3~'   3"~j""'y 
Wenn  man  ahkürzungsweise  den  Ansdruck 

27" 
-  -ri  —  tg  e  mit  v  bezeichnet,  so  kann   ' 

man  dieser  Oleichung  auch  die  folgende 
)  Form  gehen: 

2-ff    ,      ,        ,  t     , 

=  z^  +  "  tg  e  +  tg  sj, 

und  erhftlt  durch  Auflösung  dieser  Qlei- 

cbuDg  fflr  das  Verb&ltniss  -i-  den  Wertb 
Höh  Y  °  f, 
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Mit  Beibehaltung  der  oben  angenommenen  Zahlenwerthe  erhilt  man  ans 
dieser  Gleichnng  fQr  c  =  +  15°  den  Wertb : 

8)  |-  =  0,54. 

und,  wenn  man  ein  anderes  Mal  e  =  — 15'  setzt,  so  erbfilt  man  den  Wertb: 

9)  y  =  0,064. 

Bei  VergleichuDg  dieser  Werthe  mit  den  oben  in  Gleichung  S)  nnd  Gleichung  *) 
gefuDdenen  Zahlenwertben  erkennt  man,  dass  in  beiden  Fällen  die  Sicherheit 
des  Gleichgewichtes  gegen  Gleiten  hinsichtlich  der  wirklich  in  wählenden 
Haneretärlie  den  Ausschlag  giebt. 

Wenn  v- ^  tg  t -j- tg  s,  wird,  so  geht  der  trapeaflirmige  Querschnitt  in 

einen  dreieckigen  Querschnitt  Qber.  Die  GQItigkeit  der  oben  gefnndenen  Glei- 
chungen ist  daher  stets  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  der  berechnete  Wertb 

des  TerbältniBSCB  --  nicht  kleiner  als  Igt  4-  tgt,  anaßllt. 


§  118. 
Einflui»  der  ErKbDUemrtBen. 
In  §  98  wurde  bereits  erklärt,  daBs  die  Bestimmung  der  wirk- 
lichen Gr{}ase  des  £rddrackes  eine  Aufgabe  ist,  welche  im  Allge- 
Pj     ^ja  meinen  der  Rechanog 

sich    entzieht;    daas 

vielmehr  immer  nur 
gewisse  Qrenzwerthe 
Eich  ermitteln  lassen, 
von  weichen  man  he- 
liaupten  darf,  dass 
die  Grösse  des  wirk- 
lichen Erddmcbes  zwischen  denselben  liegen  muss.  Die  Bedeutung 
dieser  beiden  Qrenzwerthe  kann  man  sich  mittelst  der  beiden  Figuren 
412  und  413  veran- 

.  ^^  *^*  ., schaulichen       Denkt 

man  sich  die  beiden 
paralleleptpedischen 
Blocke,  zwischen  wel- 
chen die  Erdmasse 
sich  befindet,  das  eine 
Mal  in  der  Richtung 


nach  aussen  hm  um  eine  unendlich  kleine  Strecke  verschoben  und 
dann  fest^el^,  so  gelangt  man  zu  dem  in  Fig.  412  dargestellten 
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Falle  des  activen  Erddrackes.  Für  diesen  F&ll  ist  (nach  §  1)3, 
Gleichung  13)  der  wirkliche  Erddruck  su  berechDfln  ans  der 
Gleichung: 

Wenn  man  eich  ein  anderes  Mal  die  beiden  BltScke  um  eine 
nnendlich  kleine  Strecke  nach  innen  hin  verschoben  und  dann 
festgelegt  denkt,  so  erhält  man  den  in  Fig.  413  dargestellten  Fall 
des  passiven  Erddruckes.  Pflr  diesen  Fall  ist  der  wirkliche  Erd- 
druck zu  berechnen  aus  der  Qleichnng: 

2)  z>.=    •'^•>"y+ZL-, 

welche   man    aus   der    vorhergehenden    ableitet,   indem  man  darin 

die  Grösse  +/  mit  der  Grösse  — /  vertauscht.     Die  Richtungs- 

„     „,  linie  des  Erddrackes 

Flg.  414.  .  , .   .      , 

weicht  m  dem  erete- 

ren  Falle  nach  oben, 

in  dem  letzteren  nach 

unten  hin  am    den 

ReibuDgswinkel  9  von 

der  Horizontalen  ab. 

Wenn    man   beispielsweise  /^tg30''=:— ^ —  setzt,    so  wird 

D,  =  0,1486.  tA*  und  D.  =  5,048  .  yä'.  Das  Verhältniss  des 
passiven  Erddruckes  zu  dem  activen  hat  demnach  in  diesem 
Falle  die  Grösse: 

3)    ^=33,97. 

Bei  dem  Uebergange  aus  dem  activen  Zustande  in  den  passiven 
wörde  also  der  Druck  nahezu  auf  das  34-facbe  sich  steigern,  und 
zugleich  die  Richtungsliuie  desselben  um  einen  Winkel  von  60° 
sich  drehen. 

Man  erkennt  an  diesem  Beispiele,  daas  die  Schätzung  des 
wirklichen  Druckes  in  einem  bestimmten  vorliegenden  Falle  mit 
einem  beträchtlichen  Grade  von  Unsicherheit  behaftet  ist,  so  lange 
nicht  die  Art  und  Weise  genau  bekannt  ist,  auf  welche  die  Erd- 
masse    in   den    gegebenen    Zustand    gebracht   wurde.     Die    beiden 
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Figuren  412  und  413  repräBe&tiren  künstlich  hervorgebrachte 
SpannnDgszustände  der  Erdmaeae,  welche  als  Abweichungen  von 
einem  gewissen  mittleren  natürlichen  Zustande  derselben  be- 
trachtet werden  können.  Als  solcher  natürlicher  Zustand  wird  der- 
jenige anzusehen  sein,  bei  welchem  die  Druckrichtung  weder  nadi 
oben  noch  nach  unten  hin  von  der  Horizontalen  abweidit,  oder  der- 
jenige Zustand,  welcher  dem  Werthe  9  =  0  entspricht  (Fig.  414). 
In  diesen  natürlichen  Zustand  wird  die  Erdmasse  übei^ahen,  sobald 
durch  ErBchütterungen  (z.  B.  durch  BammerschlSge  gegen  die  Platte, 
welche  der  Erdmasse  als  Unterlage  dient)  der  EinSuss  der  Reibung 
ganz  zam  Verschwinden  gebracht,  und  in  Folge  dessen  jener  künst- 
liche SpannungEzustand  aufgehoben  wird.*)  In  allen  solchen  Fällen 
alao,  wo  die  Erdmasse  starken  ErBchütterungen  au^esetzt  ist,  wird 
man  den  Erddruck  nach  der  fSr  hydrostatischen  Druck  geltenden 
Gleichung: 

.*)  ^=f 

zu  berechnen  haben.  In  welche  die  Gleichungm  1)  und  2)  über- 
gehen, sobald  darin  der  Beibnngscoefficient  /  gleich  Null  gesetzt 
wird. 

Auf  diesen  Umstand  bat  man  bei  der  Berechnung  der  Futter- 
manern  Rücksicht  zu  nehmen.  Nur  dann,  wenn  im  Innern  der 
ErdmaBse  ein  gewisser  Grad  von  Cob&sion  stattfindet,  wird  man 
darauf  rechnen  dürfen,  dasB  jener  dem  activen  Drnckfl  entsprechende 
Spannungszustand  auch  bei  SrschfitteruDgen  noch  fortdauert.  An- 
dernfalls wird  es  erforderlich  sein,  entweder  durch  Wahl  einer 
grösseren  ]tfatierBtfirke  oder  durch  künstliche  HerrorhringUDg  einer 
gewissen  Cohäsion  in  dem  angrenzenden  Tbeile  der  Erdmasse  die 
gehörige  Sicherheit  der  Stabilität  herzustellen. 


*)  Vergl.  .TechniBohe  Mechanik*  (»ielwiite  Aufl.)  §  BB. 
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Theorie  der  Sttttzllnien  und  Berecliimng 
der  Gewölbe. 


StDtillnlan  ttnd  Belaitoiigtlinien.*) 
Bei  dem  in  Fig.  415  dargestellUn,    sd  zwei  festen  Punkten 
ontersttitztan  EOrper  ist  die  BestimmuDg  der  Ton  den  beiden  ünter- 
stätzungspunkten      ge- 
^'B-  *!*-  leisteten      G^endröcke 

eine  unbestimmte  Auf- 
gabe, iuBofern  dieOleidb- 
gewichte  ~  Bedingungen 
nur  erfordern,  dass  die 
Sicbtangslinien  dieser 
beiden  Kräfte  mit  der 
BichtuDgslinie  des  Oe- 
wichtea  0  in  einem 
Punkte  zusammentreffen. 
Dieser  Bedingung  kann 
auf  unendlicb  Tiele  ver- 
^  schiedene  Arten  Qenflge 

geleistet  werden,  und  je 
naobdem  fOr  den  Durcbscbnittapunkt  jener  drei  Kr&fte  eine  bObere 
oder  tiefere  lAge  angenommen  wird,  ergeben  sieb  für  die  beiden 
Gegendrücke  andere  QrOssen  und  Richtungen. 

Jene  Aufgabe  hört  jedocb  auf,  eine  unbestimmte  zu  sein, 
sobald  auf  die  in  Fig.  416  angedeutete  Weise  der  Efirper  durdi 
einen  Verticalscbsitt  in  zwei  getrennte  Hälften  zerlegt  ist,  welche 
in  einem  bestimmten  gegebenen  Punkte  C  der  Schnittfuge  einander 

•)  Vergl.  Schwedler's  .Theorie  der  StQtriinio'  (Berliner  ZeitMhrift 
fBi  BaturcMn,  Jahtgwig  18&9). 


D,gM,zedr,yGOOgIe 


336 


Siebenter  Abuhoitt.    g  lig. 


gegeDaeitig  berühren  und  unterstfltien.     Für  den  Druck,   welchen 
die  beiden  Hälften  aa  dieser  Stelle  auf  einander  gegenseitig  flber- 
tragen,  ergiebt  sich  bei 
Pif-  *!«■  der  hier  Torausgeaeteten 

Symmetrie  eine  horison- 
tale  Richtungalinle,  and 
die  Grftsse  dieses  Hori- 
zontaldruckes  H  wflrde 
man  berechnen  künneo, 
indem  man  bei  einer 
von  den  beiden  Hälften 
die  statischen  Moment« 
der  beiden  Kräfte  H  und 

-^  in  Bezog  anf  den  be- 

b-effendeo    festen  ünteretfitznngspnnkt   einander  gleioh   setzt  (oder 
anch,  indem  man  die  Kraft  S  so  wählt,  dass  die  Mittelkraft  von 


stütznngspunkt  hindarchgeht). 

Mit  der  Lage  der  drei  Punkte  A,  B,  C  ist  zugleich  auch  die 
Lage  der  Stelle  M  festgelegt,  bq'  welcher  in  irgend  einer  beliebigen 
anderen  hiodurchgelegten  verticalon  Schnittfbge  die  beiden  angren- 
zenden Theile  des  EOrpers  einander  gegenseitig  würden  unterstfltien 
a  (Fig.  417).  Man  findet  diese  Stelle  M,  indem  man  den  Durch- 


Fig.  417. 


Schnittspunkt  con- 
struirtt  in  welchem 
jene  Fnge  von  der 
Mittelkraft  der  bei- 
den Kräfte  H  und  Q 
(oder  auch  von  der 
Hittelkraft  der  bei- 
den Kräfte  W  nnd 
P)  geschnitten  wird. 
Denkt  man  sich 
ausser  jenen  zwei 
(in  Fig.  417  utge- 
gebenen)  Schnittfugen  auch  an  alien  übrigen  Stellen  verticale 
Schnittfiigen  hiudurchgelegt,  nnd  auf  solche  Weise  den  KOrper 
(dessen  rechtwinkelig   zur  Bildfläche   gerichtete  Dimension    überall 


n 
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gleich  gross  vorauBgesetzt  wird)  in  ein  System  von  unendlich  dünnen 

Platten  oder  Streifen  zerlegt,  so  erkennt  man,  dass  mittelst  de» 
Pip  41R  oben   erklärten  Ver- 

fahrens für  Jede  ein- 
zelne dieser  Schnitte 
fugen  die  Lage  des 
Stützpunktes  ermit- 
telt werden  kann,  und 
dass  der  Inbegriff  aller 
dieser  auf  solcheWeis« 
ermittelten  Stütz- 
punkte nunmehr  eine 

stetig  gekrümmte  Lime  ÄCB  bilden  wird  (Fig  418).    Diese  krumme 

Linie  wird  die  Stützhnie  genannt. 


Fig.  «9. 


Man  Überzeugt  sich 
leicht,  dass  die  Form 
dieser  Stfltzlinie  keine 
Aenderung     erleiden 
wird,  wenn  an  irgend 
einer  Stelle  der  zwi- 
sehen    zwei    benach- 
^Lg       harten     Schnittfugen 
^      befindliche      Streifen 
[^      verticai  anfffftrts  oder 
rertical  abwärts   um 
eine  beliebige  Strecke  Terschoben  wird  —  vorausgesetzt,  dass  diese 
Verschiebung  innerhalb  der  durch  die  Lage  der  Stützpunkte  M,  N 


mg.  iSß. 


bedingten  Qrenzen  bleibt 
(Fig.  419).  Denkt  man 
sich  die  siLmmtlicben 
Streifen  so .  weit  nach 
oben  verschoben,  dass 
die  untere  Begren- 
zungscurve  des  ganzen 
Systems  durch  die  Stäti- 
linie  selbst  gebildet  wird» 
so  erhält  man  in  der 
oberen  Begrenzungs- 
eurre  eine  Idnie,  welche  in  ihrer  Form  das  Gesetz  erkennen  lOsst, 
nadi  welchem  die  Totalbelastui^  4ber  die  Horizontalprojection  ver- 

Sittar,  Ing«iil*ur.>I«cluBlk.    3.  Anfl.  22 
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theilt  ist.  Diese  obere  Begrenzungscarve  DEmii  die  Belaatangs- 
linie  genannt  (Fig.  420).  Man  erkennt,  das3  die  Form  dieser  Be- 
lastungslinie  nach  einem  bestimmten  Gesetze  von  der  Form  der 
StQtzlinie  abbängen  wird,  sowie  umgekebrt,  dass  die  Form  der 
Stützlinie,  welche  einer  gegebenen  Belastnngslinie  entspricbt, 
durcb  die  Form  dieser  letzteren  bedingt  wird. 

Die  StQtzIinie  AB  kann  aucb  gedentet  werden  als  labile 
Oleichgewichtsform  einer  gewicbtloseo  Eette,  deren  Belastung  nacb 
dem  durcb  die  Belastungscarve  veranschaTiIichten  Gesetze  über  die 
Horizontalprojection  derselben  vertheilt  ist.  Denkt  man  sich  die 
ganze  Figur  in  der  um- 
gekehrten Lage,  so  er- 
hält man  die  stabile 
Gleichgewichtsform  der- 
selben oder  die  Form, 
welche  die  hängende 
Eette  bei  jenem  Bela- 
stungsgesetze  annehmen 
würde  (Fig.  421).  Es  ist 
daher  bei  dem  Ansuchen 
der  Beziebungen,  welche 
zwischen  den  beiden  Gurren  AB  und  DE  stattfinden,  gleichgültig, 
ob  man  dabei  von  der  labilen  oder  von  der  stabilen  Gleichgewichts- 
lage ausgebt  - —  ob  man  die  Linie  AB  als  Stützlinie  oder  als 
Kettenlinie  behandelt 

§  120. 
KrDmmBnuthalbtneuBr  der  StOtzllnie. 
Wenn   die    rechtwinkelig   zur  BildBäche  gerichtete  Dimension 
des  Belastungskörpers    als  Längeneinheit,    und   das  Gewicht  pro 


Fig.  422. 


Cnbikeinheit  des  Be- 
lastungsmaterials als 
Erafteinheit  gewählt 
wird,  soistnachFig.422: 

1)  dQ  =  z.dx 
zu  setzen,  und  ffir  die 
Belastung  des  ganzen 
Eettentbeiles  MS  er- 
giebt  sich  hiernach  der 
Ausdruck : 
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2)  e= 


Ifaeb    der  in    Fig.  433    gewählten    Bezeichonugsweise    erhält 
man    Dunmehr,    indem    man    sich    den    Gleichgewicbtsiustand    des 
Pj^_  42S  Eettenthailes  MS  anf  die 

in  Fig.  424  angegebene 
Weise       veranschaulicht, 
die  Qleichungen: 
V 
3)    tga  =  ^  = 


.(Ix 


H 


da 


and  für  den  zweiten  Diffe- 
renzialquotienteo    von    y, 
nach  X  genommen,  ergiebt  sich  ans  der  letzeren  der  Werth: 
Pig.  4St.  .       d'y  _    e 

^:-,.-./'  '       dx*        H' 

Nach  Fig.  435  ist  der  Krfimmnngs- 
P"*  halbmesser   för  den'  Punkt   M  der 

-*-j^ —      StOtzlinie  zu  berechnen  ans  der  Glei- 

l     \  chung; 

i  6)     p  .  da  E=  rfs  ^  — —  • 

/ite  COS« 

Wenn  man  hierin  Ar  du  den  ans  der  Gleichung:    dig<i  = ^ 

^         cos  o» 
Fig.  425.  jy  entnehmenden  Werth  einsetzt,  so  T^h&lt 

man    für    den    Erämmungshalbmesser    den 
Ausdruck: 

dx 


6)    p==- 


cos  a'  tu  tg  a 
welchem  man  nach  SubstitutiOD  des  tn  Glei- 


cbung  3)  angegebeDen  Werthes:    tga  = 
auch  die  folgende  Form  geben  kann: 
dx  1 


dx 


7)    p=^ 


<|) 


cosa'- 


\dx') 
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Hierin  ist  fOr  den  Differenzialqnotienten  -r-^  der  in  Gleichung  4) 
gefundene  Werth  einzusetzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

8)  f  =  — ^. 

Für  x  =  0  wird  a  =  0  und,«  =  Zo-  Wenn  also  mit  B  der 
ErfimmuDgahalbmesaer  des  Scheilelpunktea  bezeichnet  wird,  so  ist: 

9)  B=^ 

ZU  setzen.  Ans  dieser  Qleiehnng  ergiebt  sich  för  die  öberall  gleich 
grosse  Horizontalspannung  der  Werth: 

10)  fl=Ä.2,. 

Die  Horizontalspannung  ist  demnach  gleich  dem  Fro- 
ducte  aus  der  Belastung  pro  L&ngeneinheit  am  Scheitel- 
punkte in  den  Erümmungahalbmesser  an  dieser  Stelle. 
Wenn  miui  den  obigen  Wertb  für  H  in  Oleichung  8)  substituirt, 
ao  erh&lt  man  f&r-  den  Erfimmangsbalbmesser  die  Gleichung: 

11)  p  = ~t 

'    *      « .  cos  a" 

welche  man  einerseits,  bei  g^ebeaem  Gesetze  der  Lastvertheilung, 
zur  ConstructioD  der  Stfltzlinie,  andererseits  —  indem  mau  die 
Gleichung  für  z  auflöst  —  bei  gegebener  Stfitzlinie  auch  zar  Gon- 
stmction  der  zugehörigen  Belastungslinie  benutzen  kann. 

§  121. 
Kralsbogen  ili  SWilinle. 
Wenn  als  Statzlinie  ein  Ereisbogen  vom  Halbmesser  B,  ge- 
gebea  ist,  so  bat  man  p  gleich  B.  zu  setzen  in  der  am  Schlosse  des 
Kg_  426.  /  vorigen    ftragraphen    gefun- 

denen Gleichung,  welche  als- 
dano  ßr  z  aufgelöst  die  fol- 
gende Form  annimmt: 

1)  »=-^.- 

COB  a' 
Diese  Gleichung  kann  man 
auf  die  in  Fig.  426  ange- 
deutete Weise  zur  Construc- 
Uon  der  zugehörigen  Be- 
lastuDgsIinie  benutzen,  indem 
mau     zunächst    die     Strecke 
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MQ  = 


dann  ML  = 


■  und  hieran  f  MN  =  ~ 


"cosa* 
struirt 

Bei  Anwendung  dieses  Veifalirens  findet  man,  daas  die  Form 
der  auf  solche  Weise  constroirten  Belastungalinie  abhängt  von  der 


Fig.  421. 


Wahl  der  GröBse^o, 
oder  Ton  der  Wahl 
der  Yerhältnisszabl: 

2)     f=Ä, 

welche  letztere  der 
„Modalus"  genannt 
wird.  Wie  die  ia 
Fig.  427  beispiels- 
weise ffir  die  drei 
PaUe:  A  =  10, 
A  =  ^,  J.=  i  aus- 
geführten CoDStnic- 
tionen  zeigen,  wen- 
det die  Belastungs- 
linie in  der  Gegend 
ihres  Scheitelpunk- 
tes die  cosvexe 
Seit«  nach  oben, 
wenn  Ä  gross  ist,  die 
concave  Seite  da- 
gegen, wenn  A  klein 
ist.  Der  üebergang 
aus  der  convexen  in 
die  concave  Form 
«Dteprioht  dem  Grenzfalle  ^  =  3,  ftlr  welchen  der  Krümmungshalb- 
messer der  Belaatnngslinie  im  Scheitelpunkte  luendlich  gross  wird. 
Hit  Benntznng  der  im  Yorigen  Parftgrsphen  für  den  Erümmoogsliall^ 
mester  abgeleiteten  Qleichung  und  Anwendnng  derMlben  auf  die  Belaatonga- 
llnie  warde  man  i&i  den  ErDramDngihatbmener  denelben  im  Scheitelpnnkta 
im  Werth  erhalten: 


8) 


S*»- 


Dteae  Gleicbnng  migt,  dan  8 
das«  ff  poeitiT  wird,  wenn  — 


nnandlieb  grow  wird,  i 
-  <  i,  und  negaÜT,  wem 


1  —  =  8  ist,  ferner 
^>8  1rt. 
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StDttllnle  tUr  gende  horbMtile  BslMtiingtlinie. 

Nach  Fig.  423  ist  für  den  in  Fig.  428  dargestellten  FaU  über- 
all »^=9  zu  setzen;   die  am  Schlnsse  des  g  120  für  den  KrQin- 
Fig,  42S.  mnngsh&lbmesser        der 

Stntzlinie  gefundene  Olel- 
chnng  nimmt  demnach 
für  diesen  Fall  folgende 
Form  an: 


Um  die  GrJIsse  y  als 
Function  des  Winkels  <x 
darzustellen,  hat  man  die 
Gleichung  4)  des  §  120, 
indem  man  darin  ebenfolls 
z  =  y  setzt,  auf  beiden  Seiten  mit  2dy  zu  multipliciren  und  hier- 
nach die  Integration  derselben  auszuführen.  Man  gelangt  alsdann 
ZD  den  nachfolgenden  Gleichungen: 

2)  i'?-=x, 

'     dx*       H 


3) 


4) 


Für  a!  = 


=  0  ist  y  =  yj 

und  a=0  wird    für  a;  =  0, 
ans  der  Gleichung: 


zu  setzen. 

ist  die  Constante   zu  beiechnea 


5)    0  = 


H 


+  Const. 


und  man  erhSlt,  indem  man  die  letztere  Gleichung  von  der  ror- 
fae]^henden  subtrahüt,  fOr  y  die  Gleichung: 


\dxJ  ""      M      ' 


tga*,    oder: 


7)    y=Vy\^Ste^*. 
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Nach  Gleichung  10)  des  §  120  ist  hierio  S=Ezo  oder  K=Ry;, 
zu  setzen;  man  kann  daher  der  letzteren  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

Ha 
und    wenn    man    wie    im    vorigen    Paragraphen    das    VerhältnisB 

— -!=■ — wiederum  mit  A  bezeichnet,  so  wird: 
y«        «0 

9)  y  =  I/o  /l+^tga»7 

Diesen  Weith  hat  man  nunmehr  für  y  in  Gleichung  1)  zu  3ub- 
stitairen;  man  erhalt  dann  fOr  den  Krflmmungshalbmesser  der 
Stntzlinie  die  Gleichung: 

10)  p  = / 

Um  die  Ordinate  y  als  Function  der  Abscisse  x  duzuatellen, 
hat  man  der  Gleichung  6)  die  folgende  Form  zu  geben: 

11)  .%  =  _^___. 
■/F      Vy*-y\ 

Wenn  man  y  +  Vy*  —  yj  =  «  setzt,  so  wird  der  auf  der  rechten 

Seite  dieser  Gleichung  stehende  Ausdruck  gleich- — ;    man  erhält 

also  durch  Integration  derselben  die  Gleichung: 


12)  .-^  =  lg(j,+  /y»^y;)  +  C0n8t. 

Da  y  =  yo  wird  für  x  =  0,  so  ist  die  Constante  zu  bestimmsn 
ans  der  Gleichung: 

13)  0  =  lg  yo  +  Const., 

und  man  erhält  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  vor- 
hergehenden, indem  man  zugleich  statt  der  Differenz  der  Logar 
rithmen  den  Logarithmus  des  Quotienten  setzt,  die  Gleichung: 
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Au3  dieser  letzteren  Gleichung  e^ebt  sich  fär  den  Quotienten  — 
4er  Werth: 


,,  x=|(,-  +.  ^), 


Wenn  man  nnomolir,' wiedernm  H=Byg  setzt,  so  kann  man  den 
Oleichno^Q  14)  und  16)  auch  die  folgenden  Formen  geben: 


n)  ,^YW.Mi  +  V($-- 


18)   y=f[f       +«        )• 

Für  Ä= y,  oder  A  =  l  ergiebt  sich  kdb  GleioliiiDg  9)  der  Werth  y  =  -^^. 
und  wenn  man  hierin  cos  a  =  ~  setxt,  so  ktnii  man  jener  Gleichong  (tU  diewn 
Fall  auch  die  folgende  Form  geben: 

Da  der  ZShl«r  ydx  die  Belastnog  des  Bogen- Elemente  da  bildet,  so  stellt 
der  Ansdtnck  anf  der  linken  Seite  dieser  Oleichang  die  Belastung  pro  LSngen- 
einbeit  des  Bogens  dar,  ond  da  anf  der  rechten  Seit«  die  Constante  y«  stellt, 
so  entspricht  der  Werth  ji^l  oder  R^j/t  dem  Falle  einer  gleichförmig 
über  die  Bogenlänge  vertheilten  Belastnng. 

§  123. 
Evolute  der  StDtzIliil«.    < 
Der  im  vorigen  Paragraphen  ffir   den  Krümmungshalbmesser 
der  Stätzlinie  gefundenen  Gleichung  10)  kann  man  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

1)     p  =  Ä(l  +  ^tga»)~T  C03a~*. 
Indem  man  diese  Gleichung  differenziirt,  erbUt  man  fOr  den  Diffe- 
renzialquotienten  von  p  nach  u  genommen  die  Gleichung: 

1  1 

2)     ''P  _3Ä8ing(l  +^tg«')~«      ■4fltgg(l+.^tgtt')~«, 

da  C08  a*  cos  a" 

welcher  man  nach  Substitution  des  für  die  Grösse  (1  +  -^  tg  «*)  ~  T 
aus  der  vorhergehenden  Gleichung  zu  entnebmeoden  Werthes  auch 
die  folgende  einfachere  Form  geben  kann: 

„,      da  .       /„        4p'co3a*\ 

3)     J^  =  ptga(3-      'g,—)- 
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WeDii  mit  p,  der  Erflmmungshalbinesser  der  ETolnte  der  StQtz- 
linie  bezeichnet  wird,  so  findet  nach  Fig.  429  zfriBchen  den  beiden 
f  i?.  *2».  Krflmmungshalbmesaeni    p 

nnd  p,  die  Beziehung  statt: 
4)    p,  •(?a  =  dp,   oder: 
.   -  '^P 

und  weno  man  in  letzterer 
Gleichung  fOr  den  Differen- 

da 
gefundenen  Ausdruck  sub- 
stitoirt,  so  erhält  man  tHa 
den  Erämmungshslbmesser  der  Erolute  die  Gleichong: 
c\^  1      /'-.        ^p*eo3a*\ 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  e»  zwei  Werthe  von  a  giebt,  für 
welche  p^  gleich  Null  wird.  Der  eine  Werth  ist  a  =  0,  weil  fOr 
diesen  Werth  der  Factor  tga  gleich  Null  wird.  Um  den  anderen 
Werth  a  =  ^  za  finden,  hat  mau  den  eingeklammerten  Factor 
gleich  Null  zu  setzen,  wobei  mau  zugleich  für  a  den  Werth  ä  und 
für  p  den  diesem  Winkel  enisprechendeu  Werth  p  =  r  zu  sut>sti- 
tniren  bat.    Der  Winkel  0  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

6)  0  =  3-^1^. 

Fflr   den  Krammui^halbmesser  r   erbftit   man   aus  Gleichung  1), 
indem  man  darin  ot^^d  setzt,  den  Ausdruck: 

7)  r  =  fi(l+^tg9»)-TcoB(»"'. 

und   nach  Substitution    desselben   kann   mau   der  oben   fOr  9  ge- 
fundenen Gleichung  die  folgenden  Formen  geben: 


oder: 


9)    0  =  3- 


co8e»(l  +  .4tgö 

1  4-  ^  tg  9'  ■ 

Ans   dieser   letzteren  Gleichung   ergiebt  sich   für  die  Qrilsse  tg  9 
dar  Werth: 

10)   t,e-\/±-rr/. 
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Man  erkennt  an  der  Form  dieses  Ausdruckes,  dass  die  Grösse 
1^  9  imaginllr  wird,  sobald  der  Modulus  A  =  —  kleiner  ist  als  3. 


Fig.  430. 


Da  diejenigen  Stellen,  an 
welchen  der  Erämmungs- 
halbmesser  p,  den  Wertli 
Null  annimmt,  die  Eck- 
punkte der  Evolute  bilden, 
so  folgt  hieraus ,  dass  in 
solchen  Fällen,  wo  Ä  kleiner 
ist  als  3,  nur  ein  solcher 
Eckpunkt  vorhanden  ist,  in- 
sofern der  Werth  a  =  0 
in  diesen  Fällen  der  einzige 
Werth  von  «  ist,  für  welchen 
p,  =  0  wird  {Fig.  430). 

Wenn  dagegen  der  Mo- 
dulus Ä  grösser   ist  als  3, 
so   hat  die   Evolute   drei    Eckpunkte.    Der   eine    entspricht   dem 
Werthe  a.  =  0  und    föllt   in    die  verticale  Mittellinie;    die  beiden 
Fig.  481.  anderen,      welche 

reap.  den  Wer- 
theu a  ^  +  ö 
uüd  a  =:  —  6 
entsprechen,  lie- 
gen seitwärts  tod 
derselben  (Fig. 
\  431).  um  den 
\  Krümmungshalb- 
messer r  zu  be- 
rechneu,  hat  man 
in  der  Glei- 
chung T),  welcher 
man  auch  die  fol- 
gende Form  geben 
kann: 

i  +  ^tgä' 

fär  tg  9  den  in  Gleichung  10)  gefundenen  Wertli  einzusetzen;  m&n 
erbalt  dann  die  Oleichung: 
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12)    r  =  — ^ ^ 1     oder: 

.3)    r  =  V'-^^=0^. 

Aus  den  beiden  QleichnDges  10)  und  13)  ergeben  sich  z.  B. 
die  nachfolgenden  znaammengebOrigen  Werthe; 

Ä  =  2t>                  10  3 

'-  =  12,47                7,394  3 

lg  9=   0,6633            0,6916  0 

«  =  33' 33'           30»  37'  0. 


§124. 

BtMitzung  dar  Evolut«  uir  Conilnictlon  dar  StDtzlinlc. 

Wean  man  in  der  Fär  den  ETfimmungshalbmesser  der  Stfitz- 

Unie  gefuDdenen  Qleichuag  10)  des  §  122  fär  den  Hftlbmesser  R 

seinen  Werth  Ay^  einsetzt,    so   kann  man   jener  Gleichung  auch 

die  folgende  Form  geben: 

y«  ^coaa'/l+Ttg"«"» 
Aas   dieser  Gleichung   ergeben    sich  für  y^  =  ^   "i'^  A  =  2b  die 
nachfolgenden  zusammengehörigen  Zablenwerthe: 

«=  0»  ö»  10"  15»  20«  25»  300  350  ^qh  45»  500  55«  gO* 
p  =  2fi  23,2  19,8  16,7  14,6  13,4  12,5  12,5  12,8  13,8  15,5  18,4  28. 
Jedem  diesei  Werthe  von  p  entspricht  ein  bestimmter  Krüm- 
muDgsmittelpunkt  oder  ein  bestimmter  Punkt  der  Evolute,  welche 
in  diesem  Falle  drei  Eckpunkte  besitzt  (s.  Fig.  431).  Dieser  An- 
zahl der  Eckpunkte  der  Evolute  entsprechend,  kann  man  sich  die 
£rfimmang8mittelpunkte  in  drei  Gruppen  zerlegt  denken,  ron 
denen  die  eine  die  in  der  Nähe  des  mittleren  Eckpunktes  0  ge- 
legenen Erümmungsmittelpunkte  nmfasst,  und  die  anderen  beiden 
diejenigen  enthalten,  welche  resp.  um  die  beiden  seitwärts  ge- 
legenen Eckpunkte  J,  J  sich  gruppiren.  Wenn  man  alsdann  jede 
dieser  drei  Gmppen  durch  einen  einzelnen  Erümmungsmittelpunkt 
ersetzt  und  aas  diesen  drei  llittelpunkten  Kreisbögen  beschreibt, 
so  kann  man  anf  solche  Weise  eine  aus  drei  Kreisbogen  zusammen- 
gesetzte Curre  construiren,  welche  annftbenmgsweise  die  richtige 
Form  der  Stfltzlinie  darstellt. 
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Nach  der  Tabelle  des  Torigen  Paragraphen  eatspricht  dem 
mittleren  Eckpunkte  0  der  Werth  p  :=  £  =  25  und  jedem  der 
beiden  Eckpunkte  J  entspricht  der  Werth  p  =r^  12,47.  Ffir  das 
arithmetische  Mittel  dieser  beiden  Halbmesser  ergiebt  sich  hiernach 
der  Werth: 

B-\-r        26+  12,47 


2)     _J,_=_i-^->.. 


=  18,7. 


Zu  der  Qruppe  d«  mittleren  Eckpunktes  0  wird  man  daher 
alle  diejenigen  Erümmungsmittelpunkte  zu  rechnen  haben,  deren 
zngehfirige  Erammungshalbmesser  grösser  sind  als  18,7;  za  den 
anderen  beiden  alle  diejenigen,  deren  zugehörige  Erümmungshalb» 
mesaer  kleiner  sind  als  18,7. 

Nach  der  obigen  Tabelle  würden  hiernach  als  z  ur  Gruppe 
des  mittleren  Eckpunktes  0  gehörig  zu  betrachten  sein  die  fönf 
Krümmungshalbmesser : 

p=l9,8,      p  =  23,2,      p  =  26,      p  =  23,2,      p=19,8. 

Indem  man  von  diesen  fftnf  Werthen  das  arithmetische  Mittel 
berechnet,  erhält  man  fQr  den  Halbmesser  des  mittleren  Kreis- 
bogens den  Werth: 

19,8  +  2S,2  +  26  +  23,2  +  19,8  _ 


3)    i?,= 


-  =  22,2. 


Da  jenen  fünf  Werthen  von  p  eine  Winkelsumme  Ton  6 .  5  ^  2& 

Graden  entspricht,  so  wird   man  dem  mittleren  Kreisbogen  einen 

Fij.  482.  CentriwinkelTon26GT»- 

den    zu    geben    haben 

(Fig.  432) 

Zu  der  Gruppe  jedes 

von    den    beiden    Eck- 

'  ^/    punkten  /  gehören  nach 

/  ^.^        der  obigen  Tabelle   die 

neun  Werthe: 

16.7,  14,6,     13,4, 
12,5,     12,5,     12,8, 

13.8,  15,5,     18,4. 
Jeden    von    den   beiden 
anderen  Kreisbögen  wird 

man  demnach  zu  beschreiben  haben  mit  dem  Halbmesser: 


4)    r,  = 


16.7  + 14.6 +  ..■■  +  15.5+J8,4_ 
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nod  da  den  obigen  nflim  Werthen  von  p  eine  Winkelaoinme  von 
9 . 5  =  45  Graden  entspricht,  so  wird  man  jedem  dieser  beiden 
Kreisbögen  einen  Centriwinkel  von  45  Graden  zu  geben  baben. 

Wenn  die  Construotion  der  Stützlinie  noch  weiter  fortgeführt 
werden  soll,  so  bat  man  an  jeder  Seite  noch  einen  zweiten  Kreis- 
b<^en   binzuzufügen  and  erbilt   dann  einen   aus   fünf  Kreisbögen 
ZDsammengesetzten  Korbbogen.     Die  Halbmesser  der  beiden  hinzu- 
zufügenden 
*"  *^  Kreisbögen  findet 

man  auf  di^elbe 
Weise  wie  oben, 
indem   man   das 

arithmetische 
Mittel  von  den- 
jenigen Krüm- 
mungshalbmes- 
sern berechnet, 
welche  der  zi^e- ' 
hörigen  Gruppe 
TonKrfimmungs- 

mittelpunlcten 
entsprechen. 

Den  Fehler,  welchen  man  begeht,  indem  man  auf  solche  Welse 
die  Stützlinie  ersetzt  durch  eine  aus  Kreisb<^en  zusammengesetzte 
Fig.  4S4.  Korblifiie,  kann  man  eicb 

veranschaulichen,     indem 
H  man  die  aus  krummlini- 

gen Stücke&zusammenge- 
setzte  Evolute  der  wirkli- 
oben  Stützlinie  vergleicht 
mit  der  aus  geradlini- 
gen Stücken  lusammen- 
geeetzten  gebrochenen  Li- 
nie JfJiO^JjJf,  welche 
in  Fig.  433  die  Stelle  der 
Evolute  vertritt. 

Auf  analoge  Weise  kann 

man  auch  in  solchen  Fftl- 

G  ^fl  len,  wo  A  kleiner  ist  als 

drei,  und  die  Evolute  demgemäss  nur  einen  Eckpunkt  hat  (Fig.  430), 
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itadem  man  eine  ane  geradlinigen  Stücken  zusammengesetzte  ge- 
brochene Linie  QPOPQ^  welche  der  richtigen  Evolute  möglichst 
nahe  sich  anschliesst,  an  die  Stelle  derselben  treten  läist,  die  Stätz- 
linie  durch  eine  atis  EreisbOgen  zusammengesetzte  Eorblinie  er- 
aetzen  (Fig-  434). 

§125. 

StDtzlinie  für  eine  von  der  Mitte  nach  auwen  geradlinig  aneteigende 
Belulungsllnle. 

Nach  der  in  §  120  eingeführten  Bezeichnungsweise  ist  für  den 
in  Hg.  435  dargestellten  Fall: 
1)     e  =  ^  4-  ^  tg  e 
zu  setzen,  and  wenn  abkürzungsweise  die  Grösse  tg  e  mit  k  be- 
zeichnet wird,    so  ei^eben  sich   fOr  diesen  Fall  zunächst  die  fol- 
genden Gleichungen: 


Fig.  13Ö. 


2)     z  =  y+ltx, 
dz (hj 


dx 


-j-ft=|ga+&. 


4)     _^*'_  =  ^, 
rfa;'       dx* 
welche  letztere  nach  Sub- 
stitution des  in  der  Glei- 
chung 4)  des  §  120  für 

-j-y  gefundenen  Ana- 
druckes die  folgende  Form 
annimmt: 

Diese  Gleichung  bat  dieselbe  Form  wie  die  Gleichung  2)  des  §  122, 
und  auf  dieselbe  Weise  wie  dort  gelangt  man  durch  Integration  der- 
selben zu  der  Gleichung: 

«>  (£}'=i +<=""■ 

Fflr  a;  =  0  wird  «  =  «o  =^01  i^d  nach  Gleichung  3)  zugleich 
=  k.    Die  CoDstante  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 


dx 


1) 


und  man  erhält  durch  Subtraetion  dieser  letzteren  von  der  vorher- 
gehenden die  Gleichung: 
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Wenn  man  hierin  abkörznogsweise  die  Gonstante  yj  —  Bk* 
gleich  c'  setzt,  ao  kann  man  der  letzteren  Qleicbnng  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

10)  -%=    ,J—.- 

Diese  Gleichung  bat  ffiederum  dieselbe  Form  wie  die  in  §  122 
gefondene  Gleicbnog  11),  und  man  gelangt  auf  dieselbe  Weise  -wie 
dort  durch  Integration  derselben  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

11)  ^  =  lg  (»  +  V^^7')  +  ConsL, 

12)  0  =  lg  (y,  +  V  j,;  —  »')  +  Const, 

13)  ^=ig(^+4E2;), 

Wenn  man  nunmehr  für  die  Grösaen  s^y  -\-kx  und  c»  =  j/J 
—  Sk*  ihre  Werthe  substitoirt  und  zugleich  wieder  H=  Ry^ 
setzt,  so  kann  man  den  letzten  beiden  Gleichungen  auch  die  fol- 
genden Formen  geben: 

16)  .  =  YBy. . lg (  y+jy  +  ^<y  +  i":)'-jy; - By.k')  1 

I  y.+k-fS^,  I 

f  '  —    '    1 

16)  y=^-kx  +  ^\ijf,  +  kVR^,)e'^'"^+(y,--kVR^,)e    ^. 

um  den  Erfimmungshalbmesser  p  als  Function  des  Winkels  a 
darzustellen,  hat  man  zunächst  in  Gleichung  8)  ^r  die  GrOsae 
-z—  den  in  Gleichung  3)  angf^ebenen  Wertti  zu  suhstitniren;  man 
erhAlt  dann  die  Gleichung: 

17)  (tga  +  *)»  — ifc»  =  ^i^^,    oder: 

18)  z=V~if\  +  Hitg  a'  +  2k  tg'iö. 
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Nach  Substitutjon  des  letzteren  Ausdruckes    nimmt  die  allge- 
meine Gleichung  8)  des  §  120  die  folgeode  Form  an: 


20)    p  = 


B 


'  cos  a*  y  1  +  ^  (tg  o'  +  2t  ig  «) 
Die  hier  geftandeaen  GlticboDgen   gelten  sowohl  für  ne^tive 
wie  fäi  poeitive  Weitbe  der  Constanten  k.    Sie  gelten  daher  z.  B. 
aacfa  für  den  in  Fig.  436 


Tig.  136. 


dsi^estellten  Fkll,  bei 
welchem  die  beiden 
Zweige  der  Belastnngs- 
linie  nach  nnten  hin  von 
der  Horizontalen  abwei- 
chen. Für  diesen  Fall 
wflrde  Jb  =  —  tg  s  in 
setzen  sein.  Wenn  man 
endlich  £  =  0  setxt,  so 
erh&lt  .man  wieder  die  in 
§  122  fBr  boritontale 
BelastongsUnie  gefunde- 
nen Oleichangen. 


§126. 


Die  Oleichnng  der  Ellipae  hat  nach  der  in  Fig.  437  gewählten 
Beieidinangsweise  die  Form: 


■)  F +/'  =  '■ 


=  4  >n  >" 


Wenn  man  hierin  für  die  Ordinate  u  den  ans  der  Eignr  >a  ent- 
nehmenden Ansdmck: 

2)    «  =  ^, +/-y 
einsetzt,  so  erhält  man  eine  Gleichong,  welche  för  y  an^elOet  die 
Form  annimmt: 


3)     y=?o+/- 


Indem  man  diese  Qleichang  twümal  nach  einandw  dUr««n> 
läiit,  gelangt  man  alsdann  za  den  folgenden  Oleichangen: 
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dx 


ß  il*  -  X*) 


Den  letzteren  Ausdruck  hat  man  nunmehr  in  der  allgemeiDen 
Gleichung  4)  des  §  120  zu  substltuiren;  man  erhält  dann  die 
Gleichung: 


6) 


H 


=  /'(!■ 


Diese  GleichUDg  nimmt  nacti  Substitution  Ider  zusammengeiidrigeu 
Fi«- 48!-  y  Wertliei  =  Ound 

jr^SgdieForman; 

7)  ^o-=A 

'      El' 

und  wenn  man  die 

vorbeigehende 
Gleichung     durch 
diese  letztere  divi- 
dirt,  80  erhält  man 
die  Gleichung: 

Der  in  §  121  fix  die  einer  kreiBbo^nfSiinigen  StQtilinie  entaprechende 
Belastnogalinie  gefundenen  Gleichnng  1)  kuin  man  aaeh  die  folgende  Fonn 
geben: 

und  man  erkennt  bei  Tergleicbnng  dieser  letzteren  mit  der  ToiheTgehenden 
Gleichnng,  da«  die  Werthe  dee  Qnotienten  —  in  beiden  F£llen  genan  über- 
einstimmen,  sobald   der   Hklbmener  der   Kreiaünie   gleich   der  horiHmtalen 

Halb-Ashse  der  Bllips«  ist< 

Wenn  man  für  die  OrOsse  Vi'  —  x'  den  aus  der  Gleichung  1) 
zu  entnehmenden  Werth  In  Gleichung  7)  einsetzt,  so  nimmt  letz- 
tere die  Form  an: 


10) 

',  iDgaulanr-lItDtwDtt.    3.  Aufl. 


26 
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nad  zei^  is  dieser  Form,  daas  die  Betastnngshdhen  onigekefart  wie 
die  dritten  Potenzen  der  ngefaflngen  Ordinaien  der  KUIpm  sich  nt- 
halten.     Für  x  ^=1  wird  «  =^  0  and  r  =  ^. 

§  127. 

Wenn  das  Gewicht  der  hängenden  Eett«  öne  gimARrnäg 
Aber  die  Bogealänge  denelbes  rertheilte  Belutnng  bildet,  and 
mit  q  daa  fiberall  gleich  grosse  Oewiefat  |rq  Llngeneinhelk 
des  Bf^ena  bezeichnet  wird,  ao  ist  nach  der  io  Elg.  438  nnd  Fig.  43& 
gewählten  Bezeichnung  V=iqs  m  sstun,  maa  erbUt  aJao  nach 
Kg.  439  för  diesen  Fall  die  Oleicbnng: 

Da  am  äcbeitelpnokte   der  Kette   das  Gewicht  pro  Ulogeneinheit 

der  Horizontalprojection  identisch  ist  mit  dem  Gewichte   pro 

Längeneinheit     des 

Fif.  438.  ^     Bogens,  so  ist  die 

in  den  rrnhereD  Pa- 

j  ragraphen     mit    s^ 

bezeichnete    GrOsse 

ffir  diesen  F^U  gleich 

q  ZQ  setzen.    Nach 

§120(GleichQBglO) 

hat  also  die  Hori~ 

zontalspannnng  der 

Kette  die  QrOsse: 

Pig.  439.  2)     B=qR, 

and  wenn  man  in 
der  vorhergehenden 
Gleichung  diesen 
Werth  för  H  sub- 
stitoirt,  so  erhält 
man  die  Gleicbong: 

«•  ^'     dx-  B 

Um  diese  Gleichung  zn  integriren,  hat  man  derselben  zunächst  die 
folgende  Form  zu  geben: 

4)     lt*dy^  =  a*t}x* 
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und  alsdann  die  Grt^ae  s'dp'  anf  beiden  Seiten  zu  deraelben  an 
addiren.  Da  dx*  -\-  dy*  =  da'  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  Glei- 
chung: 

5)  («»  +  Ä*}di/»  =»•(&*,    oder: 

6)  dy^^J^^. 

Wenn  man  diese  Gleichung  integrirt  und  dabei  bei^cksiclitigt, 
d&BB  für  x  =  0  auch  y  =  0  und  s  =  0  wird,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

7)  y  +  B=  Vä*^fB\    oder: 

8)  y'-\'2Ry  =  s', 

welcher  man  nach  Substitution  des  ans  Gleichung  })  für  0  zu  ent* 
nehmenden  Wertfaea  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 


9)    y»  +  2Äy=fi»(-^y,    oder: 


10)    </x  =  -..^'^^^. 

Vy'+'lBy 

Indem  man  diese  Gleichung  abermals  integrirt  —  auf  der  Unken 
Seite  swischen  den  Grenzen  0  und  x,  auf  der  rechten  zwischen  den 
äroDzeo  0  und  y  —  erh&lt  mau  eadlloh  die  Gleichung: 


12)    y  =  Ä(i^i+-i). 

Anstatt  die  obigen  Gleicbanicen  —  wie  hier  geschahen  —  direot  abm- 
leiteii,  hätte  man  dua  aach  die  QLeiehangen  des  tj  122  beuntien  kUnneii,  in- 
eofeiD  —  wie  un  SehlasBe  jenM  Paragnipben  gezeigt  worde  —  die  StBtilinie 
fllr  boriiontale  Belaetangslinie  in  eine  gemeine  Eettenlinie  dbergeht,  sobald 
tta  den  Hodnlne  A  der  Werth  „Bias"  angeuommeD  wiid. 

§  1-^8. 
Srenun  dar  Spaiuiwalte. 

Die  Spannung  der  Kette  hat  (nach  Fig.  439)  an  der  Stelle  M 
die  Grösse: 


')    l^-^^'^^+V' 


33« 
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Wesn  also  mit  F  der  Qaeraclmitt  der  Kette,  and  mit  @  die  Span- 
BDDg  pro  FlidteDeinlieit  dea  QnnscfaDitta  ao  dieser  Stelle  beniehiuA 
wird,  go  ist: 

2)     ©f^fl/f-f-tga»- 

du 
Hierin  kann  man  f&r  die  GrOssen  H  and  tg  a  =  -^  resp.  die  in 

den  QleichQDgen  2)  und  3)  des  Torigen  Pvagnphen  gefundmfflk 
Wertbe  eiosetzen;  man  erhSlt  dann  die  Gleichung: 


3)     ®F=qB\/l  +  ^- 


Wenn  ferner  mit  y  daa  Gewicht  dea  Eettenmateriala  pro  Cabik- 
einheit  bezeichnet  wird,  so  ist  för  das  Gewicht  der  Kette  pro 
Längeneinheit, der  Werth: 

4)  q  =  t.F.\ 

einzasetzen,  and  naeh  Sabstitution  desselben  kann  man  der  obigen 
Oleiebong  anch  die  folgende  Form  geben: 

5)  ©  =  Y  V«»  -t-  H\ 

Wenn  man  hierin  fnr  Ys*  +  B*  den  in  Gleichung  7)  des  Yorigen 
Paragraphen  gefnodenen  Werth  einsetzt,  so  erhitt  man  die  Glei- 
chnng: 

6)  ©  =  T(Ä  +  »). 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Spannung  @  mit  wachsendem  y 
zunimmt,  und  dass  dieselbe  ihren  grössten  Werth  @^8  für  y=k 
annimmt.  Wenn  man  also  mit  S  die  practisch  zulässige  Spannung 
des  Ifaterials,  und  ahkflrznngsweise  mit  m  den  Quotienten  -  be- 
zeichnet, so  kann  man  die  obige  Gleichnng  in  der  Form: 

7)  R-\.h  =  ~  =  m 

T 
benutzen,  um  die  grösste  zulässige  Ffeilhfthe  h  daraus  zu  berechnen. 
Da  dem  Werthe  y  =  h  der  Werth  x  =  l  entspricht,    so   ist 
nach  Gleidinng  11)  des  vorigen  Paragraphen: 

ZU  setzen,  und  wenn  man  hierin  für  R-\-h  den  obigen  Wertb 
substitnirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

9)     '  =  «te{l  +  )/(l)-')- 
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Hierin  ist  die  Grfisse  m  als  eine  von  der  Beschaffenheit  des 
Eetteamaterials  abhängige  gegebene  CoDstaate  zu  iMtracbteD.  Die 
obige  Qleichung  zeigt  also,  dass  für  eine  beBtimmte  gegebene  Kette 
die  erreichbare  halbe  Spannweite  l  (als  Function  von  E)  lediglich 
von  der  Wahl  des  Erämmungsbalbmessers  im  Scheitelpunkte  abhängt. 

Um-  denjenigen  Werth  von  E  zn  finden,  für  welchen  die 
OrOsse  l  ein  Maiimum  wird,  hat  man  den  Differenzialquotienten 
von  /,  nach  E  genommen,  gleich  Null  zu  setzen.  Wenn  man  zn 
diesem  Zwecke  zunächst  abkfirzungsweise  die  Grösse: 


•°)  Ml+J/(l)'-'}=^ 


setzt,  so  ergiebt  sich  fQr  den  Differenzialquotienten  von  (i,  nach  R 
geDommen,  der  Ausdruck: 

11)  ili  =  _- ^^-_— , 

dB  RYm*  —  E^ 

und  die  oben  fär  l  gefundene  Qleichung    nimmt   bei    Anwendung 
dieser  Bezeichnungsweise  die  einfachere  Form  an: 

12)  l  =  B(L. 

Indem  man  nunmehr  den  Differenzialquotienten,  von  l  nach  E  ge- 
nommen, gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  Qleichung: 

13)  0  =  bA+^. 

I     uic     vjivaac    ' ■    ' 

Wertbes  die  folgende  Form  annimmt: 

14)  0  = -r:   ■-  ■- „  +  [j.,  oder:   -^  =  -^^J^^- 


Gleichung  10)  aubstituirt,  so  erh&lt 


und  findet  dnrch  Probiren,  dass  dieser  letzteren  Bediogungsgleichnng 
Q«nflge  geleistet  wird  durch  den  Werth: 
17)     |ji=l,20. 
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Ffir  den  TOiibeUhaftesteD  ErämmuDgabalbmesser  des  Scheitel- 
punktea  erbfllt  man  noDmebr  aua  QleicbuDg  14),  indem  mas  die- 
ulbe  ffir  R  aoflöst  nnd  Dacbber  darin  |x  =  1,2  setzt,  den  Werth: 

18)  B  =  —  -/üT— T  =  0,552  77  .  w. 

Das  bei  Wabl  dieses  ETOmmuDgshalbniessers  erreiebbare  Maximum 
der  SpaDDweite  bat  nach  Gleicbnng  12)  die  Grosse: 

19)  2Z  =  2£fJL=  1,32665. w, 

und    für   die   entsprechende  PfeilbObe   der  Kette    ei^ebt  sich  aus 
Gleicbnng  7)  der  Werth: 

20)  h  =  m~R  =  0,447  23  .  m. 

Dia  Conntuite  m= —  bedeutet  diejenipe  Länge,  welobe  eine  yertic»! 
berabb&Dgende  priBmatiecbe  Stange  bOchatfOs  hftb«n  darf,  wenn  die  am  oberen 
Ende  der  Stange  dnrch-daB  Gewicht  derselben  hemOTge brachte  Spannang  die 
practiacb  tulisMge  Grenie  nirht  Qberpchreiten  soll.  D«a  Gewicht  eines  Cnbib- 
meten  Schiuiedeisrn  hat  im  Mittet  die  OrOeee  r  =  7^00  Eil.,  nnd  dk  die  prac- 
tiseh  inlSnige  Spannnng  für  ScbmiedeiKti  6  ble  S  Eil.  pro  QnadratniilUmeter 
betr&gt,  so  kann  5=  TTDOOOO  £tl.  (als  practiseh  Enlässiea  SpannQDg  pro 
Quatrstmater)  gesetzt  werden.  Hiernach  hat  jene  Conatante  für  Schmfed- 
eisen  den  Werth: 

T  7  700 

nnd  nach  Snbetitntion  deerelben  erhält  man  aas  den  Gleichungen  18),  19),  30) 
reap.  die  Werthe: 

R  =  SSS".??,      21  =  132fl».65.      h  =  447'°.S3, 
Für  Stahl  kann  dieConatante  m  — 4000"  geaetzt  »erden,  insofern  die 
practiseh  mlfissige  Spannnng  fBr  Stahl  ungefähr  viermal  so  groas  ist  all  fUr 
Bchmiedeisen,  während  die  Grösse  t  ^f  li^'^e  ongefäbr  denselben  Werth  hat. 
Hiernach  ergeben  sich  für  Stahl  die  Werihe: 

B  =  2211  ",08,      2/  =  5S06"i.6,      ft  =  1788",92. 


§  129. 
Parabolische  Kette. 
Bei  gleicbfSrmig  'über  die  Horizontalprojection  verlbeilter  Be- 
laatang  nimmt  die  Kettenlinie  —  «ie  in  §  41  bereite  gezeigt  wurde 
—  die  Form  einer  Parabel  an  (Fig.  440).  Wenn  die  Spannung 
der  Kette  pro  Fl&cbeneinheit  ihres  Querschnitts  in  allen  Quer- 
schnitten dieselbe  GrOsse  haben  Roll,  so  muss  vom  Scheitelpunkte 
nach  den  Aöfhftngepunkten  hin  der  Ketten  querschnitt  allmählich  «w- 
nehmen,  und  zwar  nach  demselben  Gesetze,  wie  die  Kettenspaonung 
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EUDimmt  (Fig.  441).  Für  das  VerhBltniss  des  grOssten  Qnerscliiiitts 
zum  kleinsten  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  nach  §  41  (Qleichnng  11) 
der  Werth: 

F  1 

'      -Ffl       cos  a 
und  ffir  den  VerMcal-Qaerschnitt  der  Kette  an  den  Aufhängepunkten 
erh&lt  man  nach  den  Gleichungen  12)  and  14)  des  §  41  den  Werth: 

^0 


2)     U  = 


^,-  =  F.(l  +  tga»),    oder: 


3)     V=F,{.+^). 


Fig.  140. 


Das  (Jevicht  der  Kette  pro  Längeneinheit  der  Horizontalpro- 
jection  hat  am  Scheitelpunkte  die  OrOsse  y  ■  -^o  •  ^  i""^  ^^  ^^^  ^^^' 

hängepankten  die 
Grösse  -(.11.^. 
Das  eigene  Ge- 
wicht der  Kette 
würde  demnach 
in  diesem  Falle 
eine  nngleich- 
fijrmig  über  die 
Horizontal  -  Pro- 
jection  vertheilte 
Belastung  bilden. 
Wenn  jedoch  zn 
dem  eigenen 
Gewichte  der 
Kette  noch  so  Viel 
an  fremder  Be- 
K  lastung  hinzuge- 

fügt wird,  dass  die  Totalbelastang  pro  LSni;eneinheit  der  Horizontal- 
projection  nunmehr  an  allen  Stellen  die  Grösse: 

4)    ■iü  =  p 
errrioht,   eo  wird    hierdurch   der   Bedingung   für   die   parabolische 
Form  der  Kettenlinie  Qenfige  geleistet,  und  für  den  erforderlichen 
Qaersdinitt   der  Kette   im  Scheitelpunkte   ergiebt  sich  nach  §  41 
(Gleidinug  9)  der  Werth: 


6) 


"~  2AS 
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Die  GleicbaDg  3)    nimmt   nach   SabatitiitiOD   dieses    Werthes    die 
folgende  Fonn  an: 


«  -=^('+^> 


und  Tenn  man  in  Gleichung  4)  diesen  Ausdruck  fflr  U  substituiit, 
so  erbält  man  die  Gleichung: 


8)   s  =  2r<|+^,). 


Diese  aieichang  zeigt,  dass  bei  gegebener  Spannweite  die 
Spannung  S  noch  abhängt  von  der  OrOsse  des  Verhältnisses; 

9)  {  =  „. 

Um  denjenigen  Werth  von  n  zu  finden,  für  welchen  die  GrOsse  S 
ein  Minimum  wird,  hat  man  in  der  Gleidinng: 

10)  S  =  2yl[-^-\--l) 

-den  Differenzialquotienten  von  S,  nach  n  genommen,  gleich  Null 
zu  setzen;    man  erhält  dann  die  Gleichung: 

und  wenn  man  den  hieraus  zu  entnehmenden  Werth  n  =  2  in 
Gleichung  10)  snbstituirt,  so  ergiebt  sich  aus  derselben  ßr  das 
erreichbare  Maximum  der  Spannweite  der  Werth: 

12)     2i=— . 

Hit  BeibehaltoD^  der  am  SohloMe  des  vorigen  Firsgiaphen  angeuomnie- 
nen  Zahlenwerthe  nQrde  man  demnach  nnter  den  bier  gemiebten  VoraQs- 
«etzungren  Tür  Schmiedeiseo  den  Werth:  2;  =  1000<>',  and  für  Stahl  den 
Werth:  21  =  4000'»  erhalten. 

§  130. 
KattanbrUcken-Llnie. 
Wenn    die  Kette    ausser   ihrem    eigenen  Gewichte    nodi    eine 
gleichßlrmig  Qber  die  Horizontalprojection  vertheilte    Bernde  Bela- 
stung zu  tragen  hat,  so  ist  nach  Fig.  442  und  Fig.  443  die  Gleidi- 
gewicfatsform  der  Kette  zn  berechnen  aus  der  Differenzialgleichung: 
djf  _   V  _  PT  +  Jqds 
'  di"  H  H 


1) 
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Auch    hier   soll   vorauBgesetzt    werdeD,    d&ss   der    QnerBchnitt   der 
Kette  Tom  Scheitelpunkte  Dach  den  Aufhängepunkten  hin  allmäh- 
P[„  ^2  lieh  zunimmt — und 

zwar  na^h  demsel- 
ben  G^eaetze  wie  die 
KettenspannuDg  — 
daB9  also  die  Span- 
anng  pro  Flächen- 
einheit des  Quer- 
schnittes in  alteu 
Querschnitten  der 
Kette  dieselbe 

Grosse  bat  Da  die 
Grösse  q,  als  eigenes 
Gewicht  der  Kette 
pro  Längeneinheit 
des  Bogens,  fiberall 
dem  Querschnitte 
derselben  proportio- 
nal ist,  30  ändert 
sich  die  Grösse  q 
Tom  Scheitelpunkte 
nach  den  Auf  hänge- 
punkten  hin  eben- 
folls  nach  jenem  Ge- 
setze. Wenn  also 
mit  k  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die  reränderliche  Grosse 
q  im  Scheitelpunkte  der  Kette  annimmt,  so  ei^ebt  sich  aus  F^.  443 
Ar  q  die  Gleichung: 

^     k        cosa        dx 
Nach    Substitution    des    hieraus    für  ^    zu   entnehmenden  Werthes 
kann   man  der  Gleichung  1),    indem    man   darin    abkörzungsweise 
-^=u  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

und  wenn  man  dieselbe  alsdann  nach  x  differenziirt,  so  erhält  man 
die  Gleichung: 

.-.     a  du  ,   ,  <^' 
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Da  ds*  =  dx*  -\~  dy*  und  dy  =  udx  ist,  ao  kann  man  statt  dessen 
auch  setzen: 

und   wenn   man   abkflrzungsweise  l/^^-r —  =  "   ^etit,    so    kann 
man  dieser  Gleicbnng  ancb  die  folgenden  Fonnen  geben: 
7)    fidM  =  Ä(n*4-w»)(ic,    oder: 


nh    , 
-=-da:. 


1  + 

Indem  man  nunmehr  diese  Oleicbong  integrirt  —  aof  der 
rechten  Seite  zwischen  den  Grenzen  0  and  x,  auf  der  linken  zwi- 
schen den  Grenzen  0  und  u  —  gelangt  man  zn  den  nadisteheoden 
Qleicbnngen: 

9)    arc  tg(^)  =  ^*^.    oder: 

.0,   »  =  .t,(ü|£), 

dy 
welcher  letzteren  man  nach  Substitution  des  Werthes  u  =  -i^aach 

dx 

die  folgende  Form  geben  kann: 

Diese  Gleichung  hat  man  abermals  zu  integriren  —  und  zwar  auf 
der  rechten  Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  x,  anf  der  linken 
zwischen  den  Grenzen  0  und  y  — ;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 
,o^  -ff,  {nkx\ 

13)   y=~4-ig<»s(^)- 

Nach  §  120(Gleicliung  10)  kann  H=^S(p-\-k)  gesetrt  werden 
folglich  ist: 
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zn  satzeo,  and  nach  Substitution  des  letzteren  Wertbes  nimmt  die 
obige  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

16)    ^  =  _Ä„Mgco8(-^)- 

Fdr  x:=l  wird  y  =  h;  die  PfeilhOfae  der  Kette  hat  also  die  GrOase: 

16)    h  =  —  Bn*lg(M!i(^~y 


§131. 

Gramen  der  Spannweite  HIr  KetteRbrScken. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gefundene  Gleichung 

«eigt,  dasa  die  Pfeilhöhe  k  unendlich  gross  wird,  wenn--r-  =  -^ 
°  "  Bn        2 

wird.    Uit    wachsender  PfeilhChe  nähert  sich  also  die  Spannweite 

dem  festen  Grenzwerthe: 

1)  2l  =  KRn, 

welchen  dieselbe  erst  bei  unendlich  grosser  Pfeilhöhe  wirklich  er- 
reichen wfirde.  Die  beiden  Zweige  der  Curve  nähern  sich  asjm- 
ptotisch  zwei  festen  vertics- 
len  Linien,  deren  Abstand 
von  einander  gleich  21  ist 
(Fig.  444).  Wie  die  obige 
Gleichung  zeigt,  bftngt  die 
Grösse  dieses  Abstandes  ab 
von  der  Grösse  des  gewählten 
KrömmuDgafaalbmessers  B^ 
Wucher  seinerseits  wieder- 
um durch  die  Grösse  der 
practiach  zulässigen  Span- 
nung bedingt  wird. 

Wenn  mit  F^,  der  Quer- 
schnitt der  Eette  im  Scheitel- 
punkte und  mitiS  die  überall 
gleiche  Spannung  pro  Flft- 
eheneinheit  dea  Querschnit- 
tes bezeichnet  wird,  so  ist: 

2)  SF^  =  H=R(k-\-p), 

und  wenn  mit  y  das  Gewicht  des  Ketten-Uaterials  pro  Cubikeinheit 
bewichntft  wird,  so  ist; 
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3)  k-^y.F^.l,    oder:    Fo=  — 

zu  setzen.  Nach  Substitation  des  letzteren  Werthes  kann  man 
der  QleicliUDg  2)  auch  die  TolgendeD  Formen  geben: 

4)  ~=Iiß+p\    oder: 

und  wenn  man  den  aus  lefzterer  Qleichnng  fär  B  zn  entDehinen- 
den  Wertb  in  Gleichung  1)  Bubstitairt,  so  erh&U  man  für  den  oberen 
Qreozwerth  der  erreichbaren  Spannweite  die  Gleichung: 

6)    2;=^-^. 

n     Y 
Je  grösser  das  eigene  Gewicht  der  Kette  im  Terb&ltntas    zu 
der  fremden  Belastung  ist,  um  so  mehr  n&hert  sich  die  Grösse: 


^^/^ 


dem  Grenzwerthe  „Eins".    Far  das  absolute  Maximum  der  erreich- 
baren Spannweite  ergiebt  sich  hiernach  der  Qrenzwerth: 


In  dieser  Gleiehnog  ist  für  S  wiederain  die  GrGsse  der  prActiseli  eq- 
lässigen  Spaonniig  des  KettenmaterialB  zn  aubstitairen.    Mit  Beibehaltnug  der 

am  Scblasse  dea  §  128  aiigenoninieoeD  ZahleDtrerthe  ( —  =  1000  für  Seh  mied- 

eisen  nnd~=4000  fOr  Stahl!  erhält  man  demnach  resp.  für  Schmiedeisen 
und  Stahl  die  Werthe: 

il  =  aiW"        nnd        21=  12  560", 
welche  n-nial  so  gross  sind  als  die  am  Schlnsse  des  §  129  gefundenen  Werthe. 

Die  wirklich  erreichbare  Spannweite  hflngt  ab  von  der 
GrtlSBe,  welche  für  die  FfeilhObe  h  entweder  vorgeschrieben  ist  oder 
willkQrlicb  angenommen  wird.    Für  n  =:  1  wird  nach  (Gleichung  5) 

R  =       und  (nach  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Gleichung): 

9)     *  =  -  1  lg  »b(^)- 

D,„.z,dr,  Google 
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Die»  Gleichung  nimmt  z.  B. 

gesetzt  wird,  die  folgend«  Form  a 

10)    A  =  —  1000  lg  i 


fQr  Schmiedeisen,  wenn  darin — ■  =  1000 


..(.    ").- 


II)     21=  2C 

Wenn  also  fQi  die  Pfeilbahe  i.  B.  der  Werth  h  =  131°>,2S  vorgeach rieben, 
■o  würde  COr  das  Hiiimum  der  bei  dieser  PfeilbQbe  erreichbaren  Spann- 
weite der  Werth  21=  1000"  sich  ergeben. 

§  132. 
SlBIzIlBiM  flk  unjiniMlrlicba  Betiitungillnlen. 
Nach  §  120  (Gleichnng  10)   haben   die  HorizontalapaiiDiuigen 
der  in  Fig.  445  und  Fig.  446  dargestellten  beiden  Stätzlinien  resp. 


Fig.  U5 


die  Grössen:  H  = 
Bza  und  H'  = 
Ä'z,'.  Wenn  diese 
beiden  Horizoa- 
tal  -  Spannungen 
einander  gleich 
sein  Bollen,  so 
mu9s  die  Bedin- 
gungs  -  Gleichung 
erfüllt  sein: 
1)  Ä«o  =  R'z^, 

A  ß  < 

oder:  -^  = — —, 


welche  ausdrückt,  dass  die  KrümmungEhalbmesBer  an  den  Scheitel- 
punkten der  beiden  StStzlisien  sich  ntngekehrt  wie  die  Belastungs- 
Fig.  446.  hohen    an    diesen   beiden    Stellen 

2U  einander  verhalten  müssen. 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt 
ist,  so  werden  an  der  Stelle  M, 
WD  die  beiden  Stützlinien  gleiche 
Neigungswinkel  mit  der  Horizon- 
talen einschliessen,  auch  die  beiden 
Totalspannnngen  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach  mit  einander 
übereinstimmen.  Man  kann  daher 
den  Theil  AM  aus  Fig.  445  mit 
dem  Theile  BM  ans  Fig.  446 
zusammensetzen    zu    einer   neuen 
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Stfltzliuie  AMB,   deren   zugehörige  Belastnngslinis   aas   zwei  un- 
symmetrischeD  H&lften  zusammengesetzt  ist  (Fig.  447). 

Fig.  447.  ^"f  ansloge  WeiM  wDrdo 

m>n  auch  eine  ana  mehr  als 
zwei  St Qcken  iiuamnieDg'a- 
BCtite  StOtilinie  nobat  la^ 
hSriger  Belaatangslioie  coa- 
struireo  kOniien,  and  wenn 
man  dieiee  Terfabren  a.  B. 
anf  die  in  §  134  bebandelte, 
ans  KreiabBg-en  niBainraen- 
gesettte  StDtilinie  an  wendete, 
so  würde  idkii  statt  der  bori- 
Eontalen  ßelastan^linie  eine 
ana  knimmlinigen  Stücken 
zusaiD  mengeaet  zteBelaataogs* 
ÜDie  erbalten,  deren  Abwd- 
cbung  von  der  Horiioutalea 
die  Grösse  des  Fehlers  veransc  bau  liebt,  welchen  man  begebt,  indem  man  die 
der  boriiontalen  Belaitnn^linie  entsprechende  wirkliche  StQtilinie  dorch 
eine  aus  Kreisbogen  insammengesetite  Carre  ersetzt. 

Wenn  die  Keigungswinkel ,    welche  die  beiden  Stdtzlinien  an 
der   Stelle   ibrer   Zusammensetzung   mit   der    Horizontalen    bilden, 
ungleiche     GiOsse 
Fig.  448.  haben,   so  werden  bei 

der  Zusammensetzung 
nur  die  Horizontal- 
spannungen  —  nicht 
aber  die  Vertical- 
spaDDungen  einander 
aufhebet).  In  diesem 
Falle  wärde  man  also, 
um  den  Gleichgewichts- 
zustand heniistellen,an 
der  Yereinigungsstelle 
noch  eine  Verticalkraft: 

2)    Q  =  V—r' 

hiozuffigen        müssen, 

welche   gleich  [der  Differenz   jener   beiden  Verticalspannungen  ist. 

Diese  Verticalkraft  kann  —  falls  dieselbe  nach  unten  gerichtet  ist  — 

auch  durch  ein  angehftngtes  Gewicht  dargestellt  werden  (Fig.  448). 
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§  133. 
Zotutmentstiunfl  pftn^llioher  Kettenilnian. 
Bei  der  in  Fig.  449   dargestellten  £!ette,   welche  ausser  der 
gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  verthetlten  Belastung  2pl 

noch 
Fig.  419. 


das  Stück  BM  als  Theil  einer  parabolischen  Eette  von  der  Pfeil- 
hdhe  A  -|-  V  und  der  Spannweite  2  (Z  -|-  t).  Da  sowohl  die  Be- 
lastnng  pro  Längeneinheit  der  Horizontalprojection,  als  auch  die 
Horizontalspannung  fSr  beide  Ketten  dieselbe  OrOsse  hat,  so  sind 
jene  beiden  Parabeln,  welcher  die  beiden  Bogenstücke  AM  nnd 
BM  res'p.  als  Theil  angeboren,  ihrer  Form  nach  Identisch.  Man 
kann  sich  daher  die  Eettenlinie  AMB  auch  entstanden  denken 
durch  Znsanimensetzung  der  aus  Fig.  450  zu  entnehmenden  bei- 
den Eettenst&cke  AMi  und  BM^,  wobei  dann  zur  Wiederherstellung 
des  Gleichgewichtes  an  der  Verbindungsstelle  M  eine  Yeiticalkraft 
hinzuzufügen  sein  würde  von  der  Grösse: 

1)       Q=p\  =  p(8-\-t). 

Die   horizontalen  Coordinaten    der   beiden  Scheitelpunkte 
J  und  S  sind  nach  Fig.  449  zu  berechnen  aus  den  Gleichungen 
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2)  i,(i  +  ,)  =  [r^pi  +  Q(i-^), 


3)     j>(i  +  ()  =  (r  =  yl  + 


Q' 


aus  welcheo  für  die  beiden  Grössen  s  und  t  resp.  die  Werthe  sich 
ergeben: 


'Ci-"). 


5)     I-. 


2pr 


Die  rerticalen  Goordinaten  jener  beiden  Scheitelpunkte  kann 
man  nunraehr  berechnen  aas  der  Parabelgleichung: 


Rg.  460. 

1 



:::::::: 

/» 

...^— 

-^ 

: 

/ 

K 

/ 

\ 

f 

t'l-i 

f 

■\ 

ä 

\: 

6)    -a' 


«  +  » 


=  C(OMt.), 


■((  +  I)'        («  +  !)■ 
au8  welcher  man  nach  Substitution  der  elwu  für  a  und  t  geAiD- 
denen  Ausdrucke  die  Wertlie  erli&It: 


7)     C  = 


9)    »  = 


_      Q'hz' 
ipl'^Q^+pl•)  ' 
Qh{epf(l-,)  +  Q(2l-z)') 
ipl'(gz+pl') 
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ZnetmmeaaetvxDg  parabolischer  Eettenlinien.  3g9 

Auf  ahnllcfae  Weise  würde  man  bei  der  id  Fig.  461  dai^e- 
stellteD,  aus  den  beiden  parabolischen  Bfigen  AC  und  BC  znsammen- 

Eetten- 


lioie  die  L^e  des 
Scheitelpunktes  fßr 
jede  dieser  beiden 
Parabeln  bestimmen 
können.  Für  die  ho- 
rizontalen Coordi- 
naten  dieser  Schei- 
telpunkte erhältman 
wie  oben  die  Glei- 
chungen : 
10)  {p-\-9)il-i) 


11)  p(l  +  i,)  =  W 

aus  neluhen  Tür  die  beiden  Grossen  t  und  s  resp.  die  Werthe  sich 
ergeben : 

12)    t  =  -^^,        13)     s^f. 

4(p  +  j)  ip 

Die  Tertioalen  Coordinaten  derselben  kann  man  alsdann  be- 
rechnen ans  den  beiden  Farabelgleicbungen: 

14)         "  '■  -'-     ~  "• 


v  +  h       (l~t)< 


l' 


15) 


211 


«  +  *       «  +  .)■ 
welche  nach  Sabstitution  der  oben  für  t  und  . 
drficke  die  folgenden  Formen  annehmen: 
Jq' 

8(j,  +  j)C^y  +  })' 


gefundenen  Ans- 


16)    v  = 

17) 


Sp{2p  +  q) 

Indem  man  von  diesen  Scheitelpunkten  aus  die  beid«i  Para- 
beln conetrairt  und  nachher  den  Theil  AC  der  einen  mit  dem 
Theile  BC  der  anderen  zasammensetzt,  erbftlt  man  die  gesuchte 
SMtzlinie  fOr  den  in  Fig.  451  dargestellten  Fall. 

Ritter.  Ini^enlsnr-Mecbuilb.    3.  AdB.  24 
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SUHiliiili  mit  «chtotwinhaflgtin  CMrdlHtm-8T*lem. 
Weon   man   die  Construction    der   in    Fig.  452   dargestellten 
Stützlinie  and  ihrer  zugehörigen  Belastangslinie  in  der  Weise  ab- 
Piir.  UA.  ändert:    dass    man 

der  Abscissen- Achse 
statt  der  horizon- 
talen Lage  eine  nm 
den  Winkel  s  von 
der  Horizontalen 
abweichende  Lage 
giebt,  und  von  die- 
ser neuen  Äbscisaen- 
Achse  aus  die  Ter- 
ticalen  Ordinalen 
jener  beiden  Gurven 
abtragt  —  in  glei- 
chen Abständen  von  der  verticalen  ;Uittellinie  dieselben  Ordinaten 
wie  in  Fig.  452  —  so  erhält  man  die  in  Fig.  453  dargestellten  bei- 
^     ^^^  den  Gurven,  von  de- 

nen sich  nachweisen 
lässt,  dass  dieselben 
ebenfalls  eine  Stütz- 
linie und  die  zuge- 
hörige Belastnngs- 
linie  darstellen. 

Denkt  man  sich 
in  jedem  Punkte 
dieser  StQtzlinie  die 
Spannung  derselben 
zerlegt  in  eine  ver- 
ticale  Seitenkraft  V 
und  eine  der  neuen 
Abscissen- Achse  pa- 
rallele Seitenkraft 
X,  so  erkennt  man 
leicht,  dass  diese  letztere  in  allen  Punkten  der  Stützlinie  dieselbe 
Grösse  hat  —  ebenso  wie  in  Fig.  452  die  Horizontalspanuung  H  — . 
Die  verticale  Seitenkraft  bat  (wie  in  Fig.  452)  an  jedem  der  beiden 
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Fig.  454. 


Endpunkte  die  Grösse  -x->  -im  Scheitelpnnkte  C  die  Grösse  Null, 

QDd  fst  überhaupt  an  jeder  Stelle  anf  dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  462 
zn  berechnen.  Wenn  man  demnach  für  eine  der  beiden  Hälften 
die  G-leichnng  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  betreffen- 
den Stutzpunkt  anfstellt  und  das  statische  Moment  der  Belastungs- 
hftlfte  mit  3)t  bezeichnet,  so  erhält  man  ans 
Fig.  452  lind  Flg.  453  die  Oleichungen: 

1)    fl".  Ä  =  an  =  A" .  A  «s  i,    Oden 


Um  die  Spannung  an  der  Stelle  M  ia 
Fig.  452  zu  bestimmen,  hat  man  die  beiden 
Kräfte  V  und  H  zu  ihrer  Mittelkraft  R  zu- 
sammenzusetzen. Für  den  Winkel  o,  welchen 
die  Richtungslinie  dieser  Mittelkraft  mit  der 
Horizontalen  einschliesst,  ergiebt  sich  ans 
Fig.  454  die  Gleichung: 

2)     tga  =  ^ 


\ 


3)     tga  =  - 


oder: 


H 
Auf  analere  Weise  findet  man  die  Span- 
nung an  der  Stelle  M  in  Fig.  453,    indem 
man    die   Mittelkraft    K   constmirt   ans   dea 
beiden    Kräften   V  und    X,    und    erhält    für 
den    Winkel   o,    welchen    die    Richtungslioie 
dieser   Eraft  K  mit   der    Horizontalen    ein- 
schliesst, nach  Fig.  455  die  Gleichung: 
F+  Xsine 
Xcoae 

4)     tg«-     -T.^'«., 

welcher   man   nach    Gleichnng  2)    auch    die 
folgende  Form  geben  kann: 

6)     tg  iD  =  tg  a  +  tg  ». 

I  /  um  nachzuweisen,  dasa  die  krumme  Linie 

'"  AMCB  in  Fig.  453  eine  richtig  construirte 

Fig.  46&.  Stfitzlinie  ist,  genSgt  es  den  Beweis  zu  Rühren, 

iasB   an    der  beliebig  gewählten  Stelle  M  die  Richtungslinie  der 

Spannnng  mit  der  Tangenten- Richtung  an  dieser  Stelle  znsammen- 
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tiWt.  Ffir  den  Winkel  <p,  welchen  diese  Tsngentenrichtuug  mit  der 
Horizontalen  einschliesst,  erhält  man  aus  Fig.  456  die  QleichuDg: 
rfy  +  rf.r.tgg 


6)     tg<p  = 


Hierin  ist 


gleich  tg  a  zu  setzen;  denn  ffir  e  :=  0,  d.  h.  für  den 
in  Fig.  452  dargestellten 
^'«-  *"■  Fall    einer    nach    recht- 

winkeligem Coordinaten- 
System  construirten  Stätz- 
linie,  mu83  9  gleich  a  wer- 
den. Hieraus  folgt,  dass: 
7)  tg(p=tga  +  t«6 
ist,  daaa  also  der  Winkel  9 
gleich  dem  Winkel  <a  ist, 
wie  bewiesen  werden 
sollte. 

Das  an  den  Figuren  452 
und453  erklärte  Verfahren 
kann  man  demnach  an- 
wenden, um  aus  einer  be- 
liebigen gegebenen  StGtz- 
linie  eine  unendlich  grosse  Anzahl  neuer  Formen  von  Stätzlinien 
abzuleiten. 

§  136. 
Dirttollung  der  elutitchen  LInte  all  KetttnDnle*). 
Nach  §120  kann  man  der  allgemeinen  Diferenzialgleichung 
der  Eettenlinie  die  folgende  Form  geben : 

■-'^  =z. 

In  dieser  Gieichung  bedeutet  H  die  überall  gleich  grosse  Hori- 
zontalspannung der  Kette,  und  z  die  Belastung  pro  Längeneinheit 
der  Horizontalprojection  an  derjenigen  Stelle,  deren  Goordinaten  x 
und  tj  Bind. 

Durch  entsprechende  Wahl  der  Aufbängungsweise  und  des 
BelastuDgsgesetzea  oder  des  Gesetzes,  nach  welchem  z  mit  x  sich 

*)  Vergl.  Mohr's  „Beiträge  mr  Theorie  der  Holi-  und  Eisen -CoBBtrno- 
tionen''  (Zeitschrift  des  hanno versehen  Architeclen-  und  Ingenieur- Vereins, 
Jahrg.  1868). 


1)     H- 
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ändert,  kann  man  bewirken,  dasB  die  Settenlinie  eine  beliebige 
Torgeechriebene  Form,  so  z.  B.  die  der  elastischen  Linie,  annimmt. 
Für  die  letztere  wurde  in  §  4  die  allgemeine  Differenzialgleicbung 
gefUDdea: 

2)    _BX.4^  =  TO, 

dx* 

in  welcher  E  den  Elasticitätemodulus  bedeutet,  3Ü  das  Trägbeits- 
moment  des  Balken-Querschnitts  uod  Wl  das  Biegungsmoment  an 
derjenigen  Stelle,  deren  Coordinaten  x  und  y  sind. 

Wenn    man    die   obigen    beiden  Differenzial-Gleichnngen  mit 

einander  vergleicht,    so   erkennt  man    sofort,    dass    die    elastische 

Linie  mit  der  Eettenlinie   identisch   wird,    sobald   H  =  E%  and 

3  =  Sn  ist.    Hieraus  ergiebt  sieb,  dass  man  die  Fonn  der  elastischen 

Linie  auch  durch  eine 

Fi^.  4ÜT.  hängende  Eette  wQr- 

A  .  i         ^  ''*  darstellen  können, 

(a)  ..;  (^^:^^ " """- --^^>^^:    Q       indem  man  der  Eette 

\      '■;    :,  — - — 4 '  j-    ,ä  eine  Belastung  giebt, 

1       :  - ..  -1  li,.  -i      [       Welche      längs      der 

X  ,^-^    Horizontal -Projection 

(ex)  V'^^;    nach  demselben  Ge- 

setze   wie    das    Bie- 
gungsmoment      des 
Fig.  458.  Balkens  sich  ändert, 

und  indem  man  zu- 
gleich auf  irgend  eine 
Weise  bewirkt,  dass 
die     Horizontalspan- 
nung   der  Eette  die 
Grösse  .ff  =^X  an- 
nimmt, was  z.  B.  bei  conatantem  Balken-Querschnitte  auf  die  in 
Fig.  457  angedeutete  Weise  durch  Bollen  und  Gewichte  bewerk- 
stelligt werden  kann. 

Bei  dem  in  Fig.  458  dai^estellteu  Balken,  an  dessen  Ende 
zwei  entgegengesetzte  Eräftepaare  Tom  Momente  "SR.  wirken,  hat 
das  Biegungsmoment  an  allen  Stellen  dieselbe  GrOsse  3R.  Man 
würde  also  für  diesen  Fall  der  Eette  eine  gleichförmig  über  die 
Horizontalprojection  vertheilte  Totalbelastung  von  der  GrSsse  'iWtl 
zu  geben  haben,  und  nach  Fig.  469,  indem  man  für  die  eine  Hälfte 
die  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  Aufhänge- 
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pnnkt  äufetellt,    die  Pfeilhohe  der  Eettenlioie  oder  die  Durcbbie- 
gnng  des  Balkens  berechnen  könaeD  aus  der  Gleichung: 

Fiff.46».  3)  £3:. /=S  oder: 


/  = 


welche  dasselbe  Besultat 
ergiebt  wie  die  ia  §  & 
gefundene  Gleichung  16). 
um  bei  einem  an  bei- 
den Enden  unterstfitzten 
Balken ,  welcher  in  der 
Mitte  mit  dem  Gewichte  Q 
belaatefc  ist,  die  an  dieser 
Stelle  hervot^ehrachte 
Durchbiegung  xu  berechnen,  würde  man  die  Belastung  der  Kette 
nach  dem  in  Fig.  16  graphisch  dargestellten  Gesetze  Ober  die 
Hoiizontalprojection 


Fig.  460. 


theilt  anzunehineti  haben, 
und  erhält  nach  Pig.  460 
auf  dieselbe  Weise  wie 
bei  dem  vorigen  Falle  die 
Gleichung: 


oder:  /  = 


■  &E%  ■ 


'  1  Wenn  die   Belastung 

^  Ipl  des  an  seinen  End- 

packten  unterstütztes  Bal- 
kens gleichförmig  über  seine  Länge  vertheilt  ist,  so  ändert  sich 
das  Biegungamoment  längs  derselben  nach  dem  in  Fig.  18  gra- 
phisch dargestellten  parabolischen  Gesetze.  Man  erhält  also  für 
die  in  der  Mitte  hervorgebrachte  Durchbiegung  nach  Fig.  461  die 
Gleichung: 


5)     E%./-. 


pl^    5 


l,    oder :   /  = 


•h'e%' 
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Auch  bei  eioem  Balken  tod  verfliiderlichem  Querschnitte  kann 

die  elastische  Linie  als  Eettenlinie  dargestellt  werden.    Wenn  man 

fQr  diesen  Fall  der  Glei- 

r  -,  ^'^'  **^'  chung2)  die  folgende  Form 

giebt: 

so  erkennt  man  bei  Ver- 
gleichuDg  derselben  mit 
der  Gleichung  1):  dass  die 
Kettenlinie  dieselbe  Form 
annehmen  wird  wie  die 
elastische    Linie,    sobald 

an  , 

Die  erstero  Bedingung  kann  auf  die  in  Fig.  462  angedeutete  Weise 
erfüllt  werden.  Was  die  letztere  Bedingung  betrifft,  so  wQrde  man 
Fiit.  462.  z.  B.    in    dem  spe- 

ciellen  Falle,  wenn 
ÜR 
der    Quotient   -..- 

einen       constanten 
Werth  hat  —  d.  h. 
wenn  das  Trägheits- 
moment  des  Quer- 
Bcbnittes   nach    demselben  Gesetze    wifi    das  Biegungsmoment   sich 
ändert  —  der  Eette  eine  gleichförmig  über  die   Horizontalpro- 
Tig.  1S8.  jection  vertheilte   Belastung 

Ton  der  Grösse: 


'Mm 


7)    ^  = 


m  _  an. 


^    pro  Längeneinheit  zu    geben 

"  haben,  und  nach  Fig.  463 

(auf  analoge  Weise  wie  bei 

{..      den  vorigen  Fällen)  ffir  die 

*       Pfeilhohe  der  Eette  die  Gln- 

chung  erhalten: 


oder:   /=-,-^^ 
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Bei  einem  an  beiden  Endeo  anterstützten  Balken,  dessen  Be- 
lastung 2pl  gleichförmig  über  die  Länge  desselben  vertheilt  ist, 
bat  das  BiegUDgsmoment  in  der  Mitte  die  ärOsse: 

9)     äJl.=  -^. 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  erh&lt  man  fär  die  Durch- 
biegung in  der  Mitte  die  Oleicbung: 

'  iE%^  ' 

in  welcher  %y  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  in  der  Mitte 
des  Balkens  bedeutet. 


10)    /  = 


§  136. 
StDtzlinle  für  ErMruck. 
Wenn    das    Belastungsmaterial   aus  Erde   oder   Sand    besteht, 
so    werden    auf  die  Kette    nicht  nur  verticsle,    sondern   auch 
horizontale  Druckkräfte  fibertragen.     Um  für.  den  in  Fig.  464 
dargestellten       Be- 
Pig  464.  lastungazostand  die 

Gleichgewichtsform 
der  (gewichtlos  vor- 
ausgesetzten) Kette 
zu  finden,  hat  man 
sich  durch  den 
Scheitelpunkt  C  und 
durch  den  beliebig 
gewählten  Punkt  M 
verticale  Schnitt- 
flachen hiodurch- 
gelegt,  und  an  dem 
herausgeschnittenen  Körper  ONMC,  bestehend  aus  dem  Ketten- 
ütücke  MC  und  der  darüber  befindlichen  Erdmasse  ONMC,  die 
zur  Wiederherstellung  des  Gleichgewichtszustandes  erforderlichen 
Kräfte  hinzugefQgt  zu  denken. 

In  §  103  wurde  für  den  horizontalen  Erd-Druck  gegen  eine 
verticale  Rechteckfläche  von  der  Länge  Eins  und  der  Rühe  h  die 
Gleichung  gefunden: 


1)    D- 
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in  welcher  das  MinuszeicheD  auf  den  Fall  des  activen  und  das 
Pluszeichen  auf  den  Fall  des  passiven  Erd-Druckes  sich  bezieht. 
Wenn  man  hierin  (wie  bei  den  vorigen  Fällen  schon  geschehen) 
wieder  y^i  und  zugleich  abkSrznngsweise : 


■2)     tg(45.+  |)'. 


äetzt,    so  ergeben  sich    für  die   g^an    die  Seitenflächen  NM  und 
OC  vfirkenden   horizontalen  Erd- Drücke    die   in    Fig.  465   ange- 
gebenen AusdrQcke,  und  man  er- 
Fig.  465.  hält,  indem  man  für  den  Körper 

ONMC  die  Gleichgewichte- 
bedingungen aufstellt,  die  Glei- 
chungen: 


3)  H  = 

4)  V^ß 


ydx. 


Für  den  Neigungswinkel  a,  wel- 
chen die  Tangentenrichtung  der 
Eettenlinie  an  der  Stelle  M  mit  der  Horizontalen  einschliesst,  er- 
hält mim  ferner  nach  Fig.  465  die  Gleichnng: 

5)     HigaL=V, 
und  wenn  man  hierin  abkürzungsweise  tga^u  setzt,    so  nimmt 
dieselbe   nach   Substitution   der   oben   für  H  und  V  angegebenen 
Werthe  die  Form  an; 


6)     ^0- 


T^y^—yV) 


H' 


Ifdx. 


Indem   man  diese  Gleichung  nach  u  differenztirt, 
der  folgenden  Gleichung: 


elangt  man  zn 


dx 
du       ■'    du 

Die  Bedeutung  der  Grösse  u  kann  nach  der  oben  gegebenea 
Definition  ausgedrückt  werden  durch  die  Gleichungen: 

"  dx '  '     dx        dx* 


7)     H^- 


8) 


r(j''~yJ)  — ™«y- 


Hiemach  kann  man  der  vorhergehenden  Gleichung,  indem  man  darin 
udx  statt  dy  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben: 
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10) 

■H.- 

-»:)-.»« 

"du 

dl 

oder: 

11) 

du 

»d 

+ 1»«') 

d'y 
d.c' 

fi.- 

f*'-»:) 

Wenn 

man 

diese 

letztere 

Qleicbnng 

zunSchst  mit  der  Grösse 

udx  =  dy  mvltiplicirt  und  nachher  die  lategration  derselben  ans- 
föhii  (bei  welcher  zu  berflcksicbtigen  ist,  dass  für  ^  =  0  auch 
w  =  0  wird),  so  gelaugt  mau  snccessive  zu  den  uachstehenden 
Gleichungeu : 

12)    udu  =  -—— —         -■  .    oder: 

flo-^fy'-y:) 

-.       2mudu  imtfdi/ 

Jf.  — -jCy  — >:) 

U)    lg(l  +  ,»»')  =  -21g{if.-^0,'-,:)}+Conet., 

15)  0  =— 21gH,  +Con8t., 

16)  lg  (1 +».«■)  =  2  lg  j ^ l- 

Dieser  letzteren  Gleichung  kann  man,  indem  man  wieder  ig  a 
statt  u  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

17)  l+mtga'=| -'- j",    oder; 

7  (!/•-'/.) 


18)     fl.-f  (.«'-5-:)  = 


2  ' 


/i+i»tga' 

und  wenn  man  diesellw  alsdann  für  y  auflöst,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

19)  ^^i/.^+ij'.o-     '     ). 

m      "^  y  1  -j-  »M  tg  a*-* 

Indem  man  ferner  den  in  Gleichung  18)  gefundenen  Ausdruck 
fttr  den  Nenner  in  Gleichung  11)  substituirt  (und  darin  tugleich 

ebenfalls  tga  statt  u  setzt),  0ndet  mau  für    —^  den  Werth: 
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Kftcfa  §  120  (Gleichung  7)  kann  nuDniehr  der  Krammungs- 
lialbmesser  der  Stützlinie  berechQet  werden  ans  der  GleichUDgi 

21)  p  = "-' ^, 

C08a'.|/{1  +»itga*)* 
aus    welcher    (wie   in  §  120)    fär   den   Erfimmuiigshalbmesser  im 
Scheitelpunkte  der  Werth  sich  ergiebt; 

22)  R  =  ^- 

Wenn  man  also  (wie  in  §  120)  das  Verhllltniss  —  wieder  mit 

Vd 
A  bezeichnet,  so  ist  ^  =  Ayl  zu  setzen,  und  nach  Gleichung  19) 
wird:  __ 

«V         Vl  +  wtga»/ 
Nach  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  fflr  den  ErQmmuags- 
halbmesser  die  folgende  Gleichung: 

e.«.|/(H-»*.rji+  l^  C-7T+^)I 

Nach  Gleichung  2)  eDtspricbt  (für  den  Fall  des  aotivBD  Erddrockes) 
dem  Werthe  ip  =  36°  40'  der  Werth  m  =  -7-,  nod  nach  Snbetitution  dwHlben 
erhfilt  man  t.  B.  fQr  ^  =  0,1  die  nachfol^odeu  t&Bammengehflrigen  Zabl«D- 
wertbe: 

a    =0»  30"  45"  60»  BO» 

-^  =  1  1,016  1,041  1.093  1,343 

t/t 

— -  =  0,1  0,134  0.194  0.816  0,096. 

"'  ■  /  n 

Weoo  man  ein  andere»  Mal  ^  =  3 1  und  wiedeinm  «t  =  -  1  aetit,  so  er- 
geben ucb  die  folgenden  Werthe: 

a    =0'  80"»  45"  60*  90* 


Jedoch  ist  hindchttich  dieser  letiteren  Zahlenwerthe  in  berücksichtigen, 
dau  der  Einfltiu  des  Fehlers,  welchen  man  begeht,  indem  man  das  eigene 
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Geiricbt  der  Kette  vernachlätsigt,  sieb  Qm  so  mehr  bemerkbar  machen  wird, 
je   giOsser   die   Verhältniaszabl  A  =       ht;   dass  also  einigermaascn  gsnane 

y» 

Reenttate  bei  der  obigen  Berechnungs weise  nnr  dann  za  erwarten  sind,  wenn 
dieee  TerhSItDienahl  einen  aebr  kleinen  Wertb  hat. 

um  die  oben  berechnete  StQtzlinie  annäberuiigsweiae  ana  Kreiab5gra  tu 
conetniireD,  würde  man  wiederum  das  in  §  124  erklärte  Verfahren  anzawenden 
haben.    Anf  analoge  Weiae  würde  man  ans  den  obigen  Gleichungen ,   indem 

man  darin  m  =  tg(46°+ -~-J  setzt,  die  GleichgewichtBform  der  Kette  für 
passiTen  Erddmck  und,  indem  man  m=  1  setzt,  die  Gleich gewichtaform  der 
Kette  für  Waaaerdruck  berechnen  kSnnen. 

§  137. 
HBngwMle  gawlcftlhiae  Ketta  mit  Erdbelailung. 
Wenn  bei  der  mit  Erde  belasteten  Kette  die  concave  Seite 
statt  der  conveien  nach  oben  gewendet  ist,  so  treten  Zng-Span- 
Pi«  *«6-  nungen  an  die  Stelle 

der  Druck-Spannun- 
gen (Fig.  466  nnd 
Pig.  467).  In  Folge 
dessen  hat  man  fQr 
diesen  Fall  in  den 
GleichuDgea  des  vo- 
rigen Paragraphen 
Grösse  +  H  za 
vertauschen  mit  der 
Grösse  —  H  (ebenso 
74  mit  —  flo)- 
Die  Gleichung  3)  des 
vorigen  Paragraphen 
nimmt  also  für  die- 
sen Fall  die  folgende 
Form  an: 

1)     II=H,+ 

Ausserdem  hat 
man  die  (im  vorigen 
Par^raphen  mit  u 
bezeichnete)  Grosse 
tg  a  ia  diesem  Falle 
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9  lür  Waeserfmck. 


gleich p  (statt  gleich  +    •'j  zu  setzen,    und  wenn  man  mit 

Berflcksiclitigung  dieser  Aenderungen  die  Bechnnng  des  Torigün 
Paragraphen  wiederholt,  so  erhült  man  statt  der  Gleichungen  1^) 
imd  24)  resp.  die  folgenden  Gleichungen: 


3)    p  =  - 


^J/o 


'  ^      M  mV         '^Ai4-mtga»''J 

w&hrend   die    GleichuDgen  21)  und  22)   des    vorigen  Faragrapheu 
auch  für  diesen  Fall  ihre  GQltigkeit  behalten. 

Wenn  man  hierin  (wie  im  Torigeo  Paragraphen)  wieder  »»  =  - 

setzt,  so  erhält  man  z.  B.  für  ^  =  0,1  die  nachfolgenden  zusam- 
mengehörigen ZahleDwerthe: 

«=0«               30»           450  60»           90° 

-^=    1                   0,984        0,967  0,897        0,447 

yo 

-^   =   0,1  0,139        0,212        0,38B         1,790. 


SIDtillniB  IDr  Waiierdruck. 
Für  Wasserdruck  ist  der  naturliehe  Böschungswinkel  9  gleich 
Null  zu  setzen,  und  aus  der  Gleichung  2)  des  §  136  ergieht  sich 
fSr  diesen  Fall  der  Werth  m  =  1.  Hiernach  nehmen  die  Olei- 
chuDgen  3),  21),  23),  24)  des  §  136  für  den  Fall  des  Wasser- 
druckes resp.  die  folgenden  Formen  an: 

1)  ff^fl-„-|(y«-y;). 

2)  py  =  Ey^  =Ay\, 

3)  y  =  yo  /l  +  2^{l— coBtt), 

4)    p=^ — ^^yo 

Vt +  2^(1— cosa). 
Die  Qleichung  2)  zeigt,   dass    das  Prodnct  ans  dem  Erüm- 
muDgshalbmeBser  der  StötzUnie  an  einer  bestimmten  Stelle  in  den 
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Abstand  derselben  vom  Wasserspi^el  in  allen  Punkten  der  Stütz- 
linie  dieselbe  Grßsae  bat. 

Nach  Fig.  464  bat  die  in  der  Kette  stattfindende  Druck- 
Spannung  an  der  Stelle  M  die  GrOsse: 

b)    K  =  -^^=-  = . 

cos  (z  C03  a 

und  wenn  man  hierin  für  cos  a.  den  aus  der  Gleichung  3)  zn  ent- 
nehmenden Werth  einsetzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

6)  K=H^=Ayl, 

welche  zeigt,  dass  diese  Druck-Spannung  ebenfalls  in  allen  Punkten 
der  Stützlinie  dieselbe  GriJsse  hat  und  jenem  Prodncte  py  gleich 
ist.  Die  von  den  festen  Unterstützungspunkten  der  Kette  gelei- 
steten Gegendrücke  haben  also  ebenfalls  die  Grosse: 

7)  W=iro=Sif,=Ayl 

Um  den  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  zu  berechnen, 
hat  man  (wie  in  §  123  gezeigt  wurde)  den  Differenzialquotienten 
von  p  nach  a  zu  bilden,  und  erhält  nach  Gleichung  4)  den  Ausdruck: 

_^ 

8)  -||-=  — ^Vo  sina  {1  +  2^(1  — cos  o)}     \ 

welcher  nach  Substitution  des  für  den  letzteren  Factor  ans  Glei- 
chung 4)  zu  entnehmenden  Werthes  die  folgende  Form  annimmt: 

Q.      <^P  _         P"  sin  a 

^      da Ayl" 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Eckpunkte  der  Evolute  den  Wer- 
then  a  =  0,  sowie  den  Werthen  a  =  +  180*  und  a  =  —  ISO*" 
entsprechen. 

Aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  erhalt  man  z.  B.  für  .4  =  l 
und  ^g  =  1    die   nachfolgenden    zusammengehörigen  Zahlenwerthe : 

a=    0°  60"  90°  120*  180" 

y=    1  /2"  /a"  2  vT 

_  _l  _l_  1  1_ 

*""  Yt        Vz         's"  Yb' 

Um  die  zugehörigen  Werthe  der  Ahscisse  x  zu  erhalten,  würde 
man  die  Stützlinie  aus  Kreisbogen-Elementen  zusammengesetzt  eich 
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StOtzlinie  für  Wasserdruck. 


za  denken  und  die  Horizontal -Projectionen  dieser  Kreisbögen  zu 
Summiren  haben.  Denn  nach  Fig.  464  ist  dx  =  pda..coa  a  zu 
setzen,  also: 


tO) 


a?  =:  (p  rfa  .  cos  a  ^  /p 


p  .  d  (sin  a). 


Wenn  mit  £,,  R,,  fij  . . .  die  Halbmesser  jener  Kreisbogen- 
Elemente  und  mit  a^,  iZj,  o,  .  .  .  die  Winkel  bezeichnet  werden, 
welche  an  den  Endpunkten  jener  Kreisbogen  die  Tangentenrich- 
tungen mit  der  Horizontalen  einschliessen,  so  kann  man  die  ÖrOsse 
X  annäherungsweise  auch  berechnen  aus  der  Gleichung: 

11)     a;  =  Ä,  sina,  +  ^((sintn, — sina,)  -f  fi5(9inaj — sin a,) -[-..., 

welche  um  so  genauere 

^'b  *•*  Resultate  liefern  wird 

K ^-^ ■ — — °-™ je    kleiner    die    jenen 

Kreisbogen -Elementen 

entsprechenden     Win- 

;r.v   I-  kel    a,       (a,  —  a,), 

1  -    ^-  _~  (oj  —  oj)        gewählt 

werden        (Vergleiche 
Fig  433) 

Als  Halbmesser  eines 
jeden  solchen  Kreis- 
bogens kann  man  das 
anthmetiscbe  Mittel 
der  beiden  Werthe  von 
p  wählen  welche  den 
Endpunkten  des  Bo- 
ger'i  entsprechen  Bei 
Anwendung  dieser  Be- 
rechoungamethode   er- 

bftlt  man  ffir  den   oben   angenommeneu    Fall   die  nachfolgenden 

zusammengehangen  Zahlenwertbe 


90" 
0,81 


120» 
0,79 


180" 
0,39. 


Die  Form    der  Kettenlinie    und    die  Evolute   derselben   nebst 
ihren  drei  Eckpunkten  J,  0,  J  sind  in  Fig.  468  dargestellt. 
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Wenn    das   Wasser    gegen    die    concave    (anstatt   g^en    die 
coureie)  Seite  der  Eette  drückt  (Fig.  469),  so  bleibt  die  Qleicbge- 
wichtsform  der  Eette 
^'^-  **®-  dieselbe;   die  überall 

gleich  grosse  Span- 
nung der  Kette  wird 
in  diesem  Falle  eine 
Zug-  Spannung  von 
der  G^rJJsse  yj  =  1, 
vrabfend  bei  dem  vo- 
rigen Falle  die  Span- 
nung der  Eette  eine 
Druck  -  Spannung 
von  derselben  GrOese 
war.  Da  als  Kraftein- 
heit das  Qewicht  des 
Belastungsmaterials 
pro  Gubikeinheit  ge- 
wählt wurde,  und 
1  Cubikmeter  Wasser 
1000  Kil.  wiegt,  so 
wird  demnach  fSr  den 
Fall,  in  welchena  die 
Länge  eines  Meters  die  Längeneinheit  bildet,  die  Spannung  der 
Eette  (sowie  auch  der  Widerstand  jedes  der  beiden  UnterstQtzungs- 
punkte)  1000  Kit.  betragen. 


§  139. 
,  HBngand«  gewfcMtoM  Ketta  mK  WUMi4»lailunf. 

Um  die  Qleicbgewichtsform  der  hängenden  Eette  zu  finden, 
hat  man  in  den  Gleichungen  des  §  137  ebenialls  überall  m  =  1 
zn  setzen;  man  erhält  dann  für  diesen  Fall  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

ff=  ff. +]-(•'■->:)■ 

py  =  Ä.vo^ 

1/  =  j/o  Vi  —  2'^  (l  —  C03  a), 

p='-  -^O' 

■fl  —  2  i  (1  —  cos«) 


I) 
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Ausserdem  behalten  die  Qleichungen  6)  und  11)  des  vorigen 
Farsgrapben  auch  für  dieBen  Fall  ihre  Gültigkeit.     Die  Spannung 
der  Kette  ist  also  eine  überall  gleich  grosse 
^^'    '  '  Zug-Spannung  von  der  Grösse  JyJ. 

.  =  >^ 

setzt,  80  erhält  mau  aus  den  obigen 
Gleichungen  die  nachfolgenden  zusam- 
mengehörigen Zahlenwerthe : 


0" 

60»     90' 

120» 

180 

n 

2     Vi 

V2 

1 

1 

1  1 

2  -/J 

1 

71 

1 

0 

0,40    0,47 

0,38 

-0, 

aus    welchen    für    die    eine    Hälfte    der 

Eettenlinie   dieselbe  Form    sich   ergiebt, 

~~'  welche  im  vorigen  Paragraphen  für  j1  =; ! 

und  ^0  =  1  gefunden  wurde  (Fig.  469).     Wem;  man  sich  jedoch 

die  Construction  der  Eettenlinie  an  jeder  Seite  -  nur   bis  zu  dem 

Werthe  a  =  W  f))rtge8etzt  denkt,  so 

FifE.  iii-  erhält  man  die  in  Flg.  470  dargestellte 

Form. 

Wenn  mit  y,,,  und  (3,o  ''^^P-  ^i^ 
Werthe  von  y  und  p  bezeichnet  werden, 
welche  dem  Werthe  a  =  90"  ent- 
sprechen, so  ist  nach  den  Gleichun- 
gen 3)  und  4): 

'     ""       Vi  ~  2A 
Die  vorletzte  Gleichung  zeigt,  dass 
^*^  ^  =  —  gesetzt  werden  mues,   wenn 

yso  gleich  Null  sein  soll,  und  die  letitere  zeigt,  daas  alsdann  zu- 
gleich peo  unendlich  gross  wird  (Fig.  471).  Für  diesen  Fall  erhält 
man  aus  den  oben  gefundenen  Gleichungen,  indem  man  zugleich 
y,  =  1  setzt,  die  nachfolgenden  zusammengehcrigen  Werthe: 

Blttar,  Inganlmr-Hecbuilk.    3.  AbA.  25 
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a  =  0»              30"  60"              90> 

j=l                 0,93  0,707          0 

p  =  0,6                0,637  0,707         00 

1  =  0                   0,266  0,47             0,6. 

Auf  analoge  Weise  ist  der  Fall  zu  behandeln,   in  welchem 

als  Bedingung  Torgeschriebeu  ist,  dass  die  Grösse: 
Fig.  412. 


W^B^b: 


EaMM 


Fall  die  nachfolgenden  Weiihe: 

»  =  0»  16«  30"  45« 

y  =  l  0,966         0,866         0,644 

f  =  1  1,036         1,17  1,65 

x  =  0  0,26  0,625         0,8 


gleich  Null  werden 
soll(Fig. 472).  Dieser 
Bedingung  entspricht 
der  Werth  A=l, 
und  wenn  zugleich 
wieder  yo  =  1  ge- 
setzt wird,  so  er- 
geben sich  für  diesen 


60« 
0 


1,21 


Ebenso  der  Fall,  in   welchem  als  Bedingung   vorgeschrieben  ist. 


¥ig.  47S. 


dass  die  Qrftsse: 

8)     »/.„  = 

y,Yl  —  ZA 

gleich  Null  sein  soll 

(B'ig.473).DieserBe- 

dingang    estspricht 

der  Werth  a  =  -^, 

und  wenn  man  zu- 
gleich wieder  ^o  =  1 
setzt,  90  erfa&lt 
man  die  folgenden 
Werthe: 


■  qw     *'  tiS6     ' 
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y=  1 


z=  0 


30» 
0,954 
0,349 
0,17 


0,816 
0,408 
0,3 


90» 
0,677 
0,677 
0,36 


120« 
0 


0,16. 


In  alleD  diesen  Fallen  bleibt  die  Gleicbgewichtsfbrm  dieselbe, 
wenn  das  Wasser  ^^n  die  conTexe  —  anstatt  gegen  die  con- 
caTe  —  Seite  der  Kette  drückt,  in  welchem  Falle  die  Spannung 
der  Kette  wiedernm  eine  Druckspannung  wird  (Fig.  474). 

§140. 

Katle  mit  WiM«rdnicl(  nnd  mH  etgenam  fitwichte  beUttaL 

Es    wird    vorausgesetzt,    dass    das    eigene    Qewicfat    der    mit 

Wasserdruck  belasteten  Kette  eine  gleichfQrmig    über    die  Bogen- 

Usge  derselben  vertheilte  Belastung  bildet,  von  der  QrOSse  q  pro 

Längeneinheit     (Fig> 


Pig.  475. 


475).  TJm  die  Qleich- 
gewichtaform  der 
Kette  zu  finden,  hat 
man  zunächst  (auf 
dieselbe  Weise  wie  in 
g  136)  für  den  Theil 
OPMC  die  algebra- 
ische Summe  der  Ho- 
rizcutalkräfte  gleich 
Nnll  zu  setzen;  man 
erhält  dann  nach 
Fig.  476  die  Olei- 
chung: 

1)      fl^=Ä^C08«  = 

Den  Qleicbgewiclits- 
zustand  des  Bogen- 
Elements  MN  kann 
man  sich  auf  die  in 
Fig.  477  da^estellt« 
Weise  veranschau- 
licben,    und    indem 

25» 


K„' 
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man  die  algebniscbe  Snmme  der  tangential  gerichteten  Seitenkrärts 
gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  Gleichung: 
2)     0  =  dÄ"— jdasina, 

welcher     man,      da 
Fig.*77.  Fig.  478.  dt  Bin  a  =  dy      ist, 

jr!*        vty  auch     die     folgende 

yd»  ^^  \jf  /  Form  geben  kann: 

j^    f-\  jJ^       \  Wenn  man  diese  Glei- 

^-^    (  K*^  \  chuDg    integrirt    — 

f(2r  fdsctia.     auf  der  linken  Seite 

zwiacheu  den  Grenzen 
Ka  nnd  K,  auf  der  rechten  zwischen  den  Grenzen  y^  ^ii^  V  ~~ 
so  erh&lt  man  für  K  die  Gleichung: 

4)  K=K,+q{i,-!f,). 

Die  Uittelkraft  toq  den  beiden  Er&ften  K  und  K-\~dK  kann  zer- 
legt werden  in  die  beiden  Seitenkr&fte  dK  und: 

2JC»in(^)  =  ««  =  jr-''J-. 

Indem  man  die  algebraische  Summe  der  normal  zu  dem  Bogen- 
Elemente  gerichteten  Seitenkr&fte  gleich  Null  setzt,  erh&it  man  nach 
Fig.  478  die  Gleichung: 

0  =  K yds  —  ydscoso,     oder: 

5)  p=-p^ 

'       y  +  j  cos  a 

Den  Wertben  a  =  0   und  y  =  y^   entsprechen  die  Werthe  f  =  K 

und  K^K^i  also  ist: 

6)  Ko  =  B(yo+q). 

Den  Gleichungen  1)  und  4)  kann  man  daher  auch  die  folgenden 
Formen  geben: 

7)  H^R{y,-\-q)-(^y'), 

8)  K^Ii(jf,+g)  +  qly~y,). 

Wenn  man  die  gegebene  Constante  y„  -\-  S  mit  h  bezeichnet,  so 
kann  man  statt  dessen  anch  setzen: 

9)  H  =  -^(2,-Ä)  +  :^*-, 

10)    ir  =  Ä(2,-Jf)+(7(-,)4  +  ,y, 
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UDd  för  den  spedellen  Fall,  in  welchem  der  ErflmmuDgshalbmetser 
im  ScheitelpQDkte  die  GrOase  K  =  2q  hat,  ergeben  sich  hieniacb 
die  QleichuDgen : 

U)    .JJ=-^J^.     12)    K-=b(A±»), 

Uit  BenatzuDg  derselben  erhält  man  alsdann  naoh  Gleichung  5) 
fär  den  Erümmungshalbmesser  den  constanten  Werth; 
14)  p  =  Ä  =  2  g. 
Da  als  Erafieinheit  das  Gewicht  des  Belastungsmaterials  pro 
Eubikeinheit  gewählt  wurde,  so  reprUaentirt  die  EraflgrOsse  q  zq- 
gUich  eine  LtogengrOsse,  nftmUoh  diejenige  Hohe,  welche  eine  ans 
dem  Belastungsmateriale  bestehende  Säule  von  der  Grundfläche 
„Eins"  haben  mOsBte,  wenn  ihr  Gewicht  so  gross  sein  soll  wie  das 
gewicht  eines  Eettenstücks  von  der  Länge  „Sins".  Aus  den  obigen 
Oleichungen  ergebt  sich  demnach  der  folgende  Satz: 

DieEettenlinie  wird  eine  Ereislinie,  wenn  der  Erüm- 
mungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  doppelt  so  gross  ist 
als  die  das  Gewicht  der  Kette  pro  Längeneinheit  reprä- 
sentireude  Wassersänlenhobe. 

Für  ^0  =  1  "id  B  =  1  =  2  2  wird  A  =  2,  and  man  erhält 
für  diesen  Fall  ans  den  obigen  Gleichungen  die  folgenden  zuBammen- 
gehOrigen  Zahlenwerthe: 

a  =  0°        90»        180» 

1/  =  l  2  3 

Ä^  =  1,6         0         —  2,6 

if  =  1,5         2  2,6. 

Die  Kette   bildet   in   diesem  Falle 

eine    geschlossene    Kreislinie    vom 

Halbmesser  „Eins"  nnd  befindet  sich 

(ohne  der  Widerstände  fester  Punkte 

zn    bedürfen )    im    schwimmenden 

Gleicbgewif^tsznstaode  (Fig.  479). 

Uit  Besutzting  des  in  Glei- 
chung 4)  f&r  K  gefundenen  Aus- 
drucks kann  man  der  Gleichung  1) 
auch  die  folgende  Form  geben: 

^     g„-|(y'-y;) 
^0  +  3  (j/  —  »e) 


Fig.  47». 
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und  man  erhftlt  dnrch  Aufltaun^  dieser  Gleichung  für  y  den  Werth: 

16)     y  =  —  j  cos  a  4-  /(i/o  +  y  008  a) » +  2  Äo  { l  —  008  a)." 

Wenn  man  -^  =  n  nnd  zueleich  me  frflber =  A    setzt,    so 

erhält  man  nach  den  Gleichungen  6),  8),  16)  fOr  die  Grössen  Kg, 
K,  y  resp.  die  AusdrQcke; 

17)  K,=Ayl{i-i-n), 

18)  if=y;[^(l+„)+„(^_l)], 

19)     y=y{,[— ncoaa4-  y(l+ncOBa)»+2^(l+n)(l— cosa)]. 

Nach  den  letzteren  beiden  Gleichungen  kann  man  fQr  jeden 
willkürlich  gewählten  Werth  von  a.  die  zugehörigen  Wertfae  von 
K  und  y  berechnen,  worauf  dann  nach  Gleichung  6)  der  zugehörige 
Werth  Ton  p  berechnet  werden  kann.  Indem  man  sich  die  auf 
solche  Weise  gefundenen  zu  einander  gehörigen  Werthe  von  p  und  a 
in  einer  Tabelle  zusammen  stellt,  kann  man  nach  der  in  §  124 
erklärten  Methode  eine  aus  Kreisbogen  zusammengesetzte  Kurve 
constmiren,  welche  die  richtige  Form  der  Eettenlinie  um  so  ge- 
nauer darstellt.  Je  kleiner  die  Winkel-Intervalle  gewählt  werden. 

Ffir  n  =  0  erhält  man  aus  den  obigen  Gleichungen  wiederum 
dieselben  Semltate,  welche  in  §  138  für  die  gewicbtlose  Kette  ge- 
funden wurden. 

§  141- 

Hingende  Kette  mit  Ogengewfcht  und  Waieer  beluteL 
Für   den   in    Fig.  480    dargestellten    Fall    erhält   man   nach 
Fig.  481  die  Gleichung: 

1)  S=Kcotix  =  K^  +  -^^^^  , 

und  wenn  man  sich  den  QleichgewicbtszuBtand  des  Bogen-Elementa 
MN  mittelst  der  Figuren  482  und  483  veranschaulicht,  so  gelangt 
man  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  zu  den  Glei- 
chungen: 

2)  dK  =  qds  sin  a  =  —  q  dtj, 

3)  K=K,—q{y  —  yo)^ 

H       ^o+i(y'-yJ)     • 

4)  cosa  =  -„=— ^ _^___. 
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Fig.  480. 


i  Ä"o  (l  —  «'S  a), 
6)     =  yd8 


-qäso 


-  y  +  jcosa 

8)  iiro  =  i?(ffo+?). 

Indem  man  alsdann 
wieder  di«  im  vorigen 
Paragraphen  einge- 
führte Bezeichnungs- 
weise  anwendet,  kann 
man  den  obigen  Glei- 
chungen anch  die 
folgenden  Formen 
geben: 

9)  jr.-^y:(l+»), 

10)  X=y:[/l(l+«) 

11)     y  =  yj— »C08a+y(l+«COsa)*— 2^(l-fn)(l— cosa)], 

und  dieselben  in  Verbindung  mit  Gleichung  7),  in  der  am  Schlüsse 

des     Yorigen     Para- 

Fig.  *82,  Fig.  483.  giaphen        erklärten 

\:f;_  ^  JT^  Weise  zur  Construc- 

Njv    /  tion   der  Kurre   be- 

^V  mifvAn 


4y 


fÄtasa 


Wenn  man  den 
Winkel  a.  in  Qraden 
ausdruckt  und  die 
Anzahl  der  Grade  als 


ladeinummer  bentitzt,  so  erhält  man  nach  Gleichung  11),  indem 
man  yo  ^  1  setzt,  z.  B.  die  folgenden  Wertbe: 
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12)  ?.. 

13)  ,„ 

=-|+K(i+f)"-^(i+"). 

=  Yl-2A{l  +«), 

14)     !/„, 

=  y+)/(i-Y)'-3-l  (!  +  »)■ 

Diese  QUichungen  kana  man  (in  derselben  Weise  wie  in  Bezug  auf 
Fig.  470  nnd  Fig.  471  erklärt  wurde)  zur  Constrnctioii  einer  Ketten- 
linie benatzen,  welche  die  Wasserspiegel-Ebene  mit  vorgescliriebener 

'  Tangentenrichtung  schneidet.  So  z.  B.  wird  fär  n  =  -k-  nach  Glei- 
chung 13): 

15)    y«  =  Vl~  ZA. 
Diese  Oleichusg  zeigt,  dass  Ä^-^  sein  muss,  wenn  die  Ordinate 
^so  =  0    werden   soll    (dem  in  Fig.  471   dargestellten  Falle  ent- 
sprechend).   Für  diesen  Fall  erhält  man  aus  den  obigen  Oleichnngen 
die  folgenden  zasammengehOrigen  Zahlenwerthe: 

y  =  1 

1 

f  =T 

§  142- 
Kette  mit  WaMerdruck  von  unten. 
Denkt  man  sich  in  Fig.  475  an  jedem  Bogen -Elemente  der 
Kette  die  Eichtnng  des  Wasserdruckes  in  die  entgegengesetzte  ver- 
wandelt, so  gelangt  man  zu  dem  in  Fig.  484  dat^eatellten  Falle, 
bei  welchem  das  Wasser  von  nnteo  gegen  die  Eette  drückt.  Um 
die  Oleichgewichtsfonn  der  Eette  f^r  diesen  Fall  zu  finden,  hat 
man  demnach  in  den  Gleichungen  des  §  140  überall  diejenigen 
Glieder,  welche  die  Wasserdrücke  repräsentiren,  mit  „minus  Eins" 
zu  multiplidren,  resp.  in  den  Figuren  die  Richtung  des  Wasser- 
drucks f/de  in  die  entgegengesetzte  zu  Terwandeln.  Hau  gelangt 
alsdann  zu  den  folgenden  Gleichnngen: 

i)     H=K,  +  ^(j/'-ijl), 
2)    K=K,-\-qij/~,j,), 


0' 

60» 

90 

0,952 

0,781 

0 

0,524 

0,61 

1 

0,336 

0,59 

oo. 
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Kette  mit  Wuserdnick  lon' iiDt«ii. 


COS  a  =  -=,^= 


=  5  coa  a  ±  Viiio  ■ 
K 


-  jcosa)'-— 2Ä^„  (1  —  coBtt), 


6)  L 
und  nach  der  in 
diesen  Fall: 

7)  K,  =  Äy\{i 


9  coa  et  —  y 

140  angewendeten  Beseichnuagsweise  wird  für 


8)    K  =  y\\A{n-V)  +  n{^~\)\ 


9)    y  =  y„  [n  cos  a  a;  /{l  —  M  coa  a)«  --  2  ^  (n  —  1}  (l  —  coa  «)]. 
Die  Gleichung  7)  zeigt    dasa  K^  positiv  ist    sobald  n  grösser 

iat  ala  Eins   and  die  Gleichung  8)  7.eigt,  dass  m  diesem  Falle  auch 
Pj    jgj  die  Kraft  K  flberall 

positiv  Iat.  Die 
Spannung  der  Kette 
wird  daher  an  allen 
Stellen  eine  Druck- 
Spannung  sein  wenn 
q  grosser  ist  als  i/o, 
d  h  wenn  das  Ge- 
wicht der  Kette  pro 
Längeneinheit  grSa- 
sar  13t  ala  das  Ge- 
wicht einer  Wasaer- 
Eänle  von  der  Höhe 
y^  und  vom  Quer- 

achnitte  gleich  der  Flacheneinhett 

Für  ^  =  2  und  n  =  2  nimmt  die  Gleichung  9)    wenn  darin 

wiederum  j/o  =  1  gesetzt  wird    die  folgende  Form  an 

10)     y  =  2  cos  a  ±  V"(l  —  2  COS  a)*  — 4  (l"^  COS  a), 

und    wenn    hierin   der  Ausdruck   unter  dem  Wurzelzeichen  gleich 

Null  gesetzt  wird,  so  ergifbt  sich  der  Werth; 

U)    cos  a  =  -^  Vz,     oder:     a  =  30". 
Man  erkennt  aus  Gleichung  10,  dass  y  imt^när  wird,  wenn 
cos  a  kleiner  iat  ala  -^  VT,    d.  fa.    wenn    a   grösser   iat   ala    30°. 
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Hieraus  folgt,    dass  bsi  dem  hier   angenommeneD  Falle  die  Tan- 
geBtenrichtuDg  der  EetteDlinie  an  keiner  Stelle  mit  der  Horizon- 
talen einen  Winkel  einschUessen  kann,  welcher  grösser  ist  als  30°. 
Zugleich  ergiebt  sich 
^*-**-  aus    Gleichong    10), 

dass  jedem  kleinereo 
Werthe  des  Winkels  a 
immer  zwei  verschie- 
dene Werthe  von  y 
entsprechen,  während 
dem  Werthe  a  =  30" 
selbst  nur  ein  Werth 
von  y  entspricht, 
nämlich  der  Werth: 
j,=  /X 

Für  deo  hier  angenommenen  fall  erhält  man  aus  den  oben 
gefundenen  Gleichungen  die  nachfolgenden  zusammengehörigen 
Zahteawerthe: 


»=    1 

1,0763 

Vi 

2,787 

3 

«=      0» 

16» 

30» 

16" 

0» 

H=      2 

2,079 

3 

6,362 

6 

K=      2 

2,153 

2/3 

6,676 

6 

P  =  +  2 

+  2,615 

oo 

-6,3 

—  6. 

Die  eine  Hälfte  der  Eettenlinie  (entsprechend  den  Ordinaten 
von  ^  =  1  bis  j/  =  3)  nimmt  hiernach  die  in  Fig.  485  dargestellte 
Form  an,  bei  welcher  die  Enden  der  Eette  an  feste  verticale  Wände 
mit  Horizontaldruck  sich  anlehnen,  und  wenn  man  sich  die  Con- 
struction  der  Linie  nach  beiden  Seiten  hin  weiter  fortgesetzt  denkt, 


Fig.  18«. 


SO   erhmt  man   die   in  Fig.  486  dargestellte  wellenfQrmige  Linie, 
für  deren  Wellen  eine  um  so  kleinere  Hohe  sich  ergeben  wird. 
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je  mehr  die  Zahl  n  dem  Greazverthe  1  sich  Dähert.  Ffir  n  =  1 
frird  die  H9he  der  Wellen  gleich  Nnll,  und  die  WelleDÜnie  geht 
in  eine  horizontale  gerade  Linie  fiber  (Fig.  487). 

Wenn  n  kleiner  ist  als 
Sig.  48J.  jg„g^  g(j  ^jjj  jjß  Druok- 

1  Spannung  Ä"  negativ,  d.  h. 

die  Druck -Spannung 
geht  über  in  eine  Zug- 
Spannnng.  Man  kann  da- 
her für  diesen  Fall  den 
obigen  Gleichungen,  in- 
dem man  —  Ä"  statt  +  K 
setzt  (ebenso  — K^  statt  ■{- K^  md  —fl"  statt  +-H).  auch  die 
folgenden  Formen  geben: 

12)     K^=Ii(i,^-q)  =  Ät,l(l-n% 
15)    y  =  yo  { «  C08  a  +  /(l  — n  cos  a)'+2i^('r^n)  (1  —  cöä"a)), 

H=,:{^a_„)_i.(|^_,)), 


14) 

16)    K  =  y 

16)     ?=■, 


'(t-0)' 


in  welcbeD  die  OrOssen  £*  und  Kg  nunmehr  Zug-Spannungen  be- 
deuten. 

Ffirn=:-^  und  A^i  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen, 
indem  man  zugleich  wieder  y,  =  1  setit,  die  folgenden  Werthe: 
a  =  0»  90»  180» 

H  =  1  1^  2 

1 


ir=- 


1 


0,293 


1,562 
-0,219 

0,219 


p  =  1  0,207  0,108, 

nach  welchen  ffir  den  in  Fig.  469  dargestellten  Fall  die  Eettenlinie 
zu  Gonstmiren  sein  würde,  wenn  das  eigene  Qewicht  der  Kette  mit 
i}«rflcksichtigt  werden  soll. 
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§  143. 
Hangende  Ketle  mit  Wuterdruck  ven  irnlen. 
WeDB   man   sich  in  Fig.  480   ebenfalls  die  Richtungen    der 
Wasserdrücke  gegen    die  Eetts   in    die  entgegengesetzten  verwan- 
delt denkt  und  dem- 
^*'  ***■  gemäss  in  den  Rech- 

nungen, welche  zu 
den  Gleichungen  d«s 
§  Ul  fahrten,  die- 
jenigen Glieder, 
welche  die  Waaser- 
dräcke  reprilsenti- 
ren,  Qberall  mit 
„ininas  Eins"  Diulti- 
plicirt,  so  erhält 
man  fflr  den  in 
Fig.  488  dargestellten  Fall  die  folgenden  Gleichungen: 


cos  a)'  +  2  A 

("-1)(1 

«»«)), 

"-^-(|f- 

-Ol- 

•>-"(t- 

-Ol- 

1)      J  =  !/«  (  »  MS  «  ±  >^  (1  - 

2)  H=„l{^(n 

3)  K=!lli.A(« 

Die  Gleichung  3)  zeigt,  dass  die  Zug-Spannung  K  überall 
positiv  wird,  sobald  »  >■  1  oder  ?I>^o-  Wenn  man  beispielsweise 
n  =  2  und  ^  =  1  setzt,  so  erhält  man  aus  den  obigen  Gleichungen 
(indem  man  zugleich  wieder  ^o  =  1  setzt)  die  nachfolgenden  zu- 
sammengehörigen Werthe: 

aL=  0"  30"  60" 

t/=  1  0,836  0 

H^  1  1,151  1,5 

K=  1  1,329  3 

p=  I  1,482  3. 

Die  Kettenlinie  nimmt  demnach  für  diesen  Fall  (in  ihrem 
unterhalb    des    Wasserspiegels    befindlichen    Theile)    ein«    der    in 
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Fig.  473  dargestellten  EettenlinJe  äboliche  Form  an,  inBofern  die 
TangentenrichtuDg  der  KetteDÜnie  in  der  Höhe  des  Wasserspiegela 
hier  ebenfalls  einen  Winkel  von  60"  mit  der  Horizontalen  ein- 
schliesst.  Oberhalb  des  Wasserspiegels  gebt  die  Eettenlinie  über 
in  eine  gemeine  Eettenlinie  von  der  Horizontalspannnng  1,5 
(vergl.  §  127). 

Wenn  man  in  Gleichung  1)  da3  Pluszeichen  vor  dem  Wurzel- 
ansdmcke  gelten  Ifisst,  so  ffibren  die  obigen  Gleichungen  fäi  n=^i 
irieder  zu  dem  in  Fig.  487  dargestellten  Falle  der  geradlinigen 
horizontalen  Kettenlinie.  Wenn  man  dagegen  das  Uinnszeichen 
gelten  ItUst,  so  erh&lt  man  fSr  diesen  Fall,  indem  man  zugleich 
wieder'  ^o  =  1  setzt,  die  folgenden  Gleichungen : 

1 «> 

y  =  2cosa  — 1,  H=       »        ' 

P=2,  if=l-y. 

Der  unterhalb  des  Wasserspiegela  befindliche  Theil  der  Eettenlinie 
nimmt  aUo   in  diesem   Falle  die  Form    eines   Kreisbogens   an, 
dessen  Halbmesser  gleich  2 
Fig.  48». 


K^>-, 


ist,  und  dessen  Centnwinkel 
120  Grad  beträgt.  Da 
K=0  wird  fSr  y  =  1,  so 
wSrde  in  diesem  Falle  die 
Kette  im  Scheitelpunkte 
durchschnitten  werden  kön- 
nen, ohne  dass  dadurch  der 
Gleichgewichtszustand  ge- 
stört würde. 

Wenn  n  kleiner  ist  als  iSns,  so  wird  die  Zug-Spannung  K 
negativ,  d.  h.  die  Zug-Spannung  geht  fiber  in  eine  Druck- 
Spannung.  Han  kann  daher  fär  diesen  Fall  den  obigen  Glei- 
chungen, indem  man  darin  —  K  statt  -j'  -^  (ebenso  —  H  statt  -|-  H} 
setzt,  auch  die  folgenden  Formen  geben: 


5)    y  =  y<,{ 


ncosa+  >^(1 — BCOsa)*' 
^(1- 


6)     H=yl\ÄiX~n)+\{y^, 


7)     K=y\\^A(\~n)- 


2A  (1  —  fi)  (1 

)}• 
(i-OI' 


-C08a)|, 


8)     p  = 


K)  —  ifnj, 
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in  welchen  die  QrGsse  K  nunmehr  wieder  eine  Dmct-SpsnniiDg 
bedeutet 

2 
Far  n  =  -^  und  A  =  2  erbftlt  m&n  aus  dieseo  Qleichungen, 

indem  man  zugleich  ^0=3  seist,  die  Werthe: 

y  =3  2,787  VT  1,0763  1 

a  =0»  16»  30"»       16»  0» 

if=6  6,362  3  2,079  2 

K  =  &  5,576  2/3  2,163  2 

p  =6  6,3  oc       —2,616         —2. 

Diese  Zahlenweräie  entsprechen  derBelben  welle&f&rmigeD  Linie 
(Fig.  486),  welche  im  Torigen  Pan^raphen  bereite  für  den  dort 
angenommenen  Fall  >4  =  2,  m  =  2  und  y^  ^  1  gefanden  wurde. 

F3r  n  =  -^  und  Ä^  —  ergeben  sich  ans  den  obigen  Glei- 
chungen, wenn  darin  zngleich  ^0=3  gesetzt  wird,  die  Werthe; 
a  =  0»  90»  180" 

y  =  3  2  1 

-=l  «  -I 

p   =  1  1  1. 

Man  erhält  also  für  diesen  Fall  wiederum  eine  geschlossene 
Ereislioie,  und  iwar  dieselbe  Kreislinie  (Pig.  479),  welche  io  §  140 

fQr  den  dort  angenommenen  Fall  n  =  -^,  A^l   und  .Vg  =  1  K^ 
funden  wurde. 

and  A  =  l  setzt,  so  nehmen  die  obigen 
OleiehuDgen  für  y«  =  1  die  fo^nden  Formen  an: 


und  zeigen,  dass  die  Ketteuliiiie  in  diesem  Falle  üne  Halbkrtialinie 
bildet,  deren  Mittelpunkt  in  der  Wasserspiegel-Ebene  liegt  (Fig.  490). 
Da  femer  £"=0  wird  fOr  a  =  90»,    so  befindet  sidi  diese  htlb- 
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kteisförmige  Kette,    ohne   der  Widerstände   fester  ÜDteratQtzungs- 

pnnkte  zu  bedflrfen,  im  schwimmendeD  GleichgewichtsziiBtande. 

Die  OleichuDg  6)  nimmt 

Fig.  490.     ^  ^^^^  Sübstitation  dea  Werthes 

^    a  =  90"  die  folgend«  Form  an: 

r^    9)  j/bo  =  /1-2^(1~«). 

Wenn  als  Bedingung  vor- 

=  -':^r=    geschrieben  ist,  dass  dieEetten- 

iinie  die  Wasserspiegel-Ebene 

mit  Terticaler  Tangentenrich- 

tung   schneiden    soll,    so   ist 

=  0  za  setzen,  und  man  erhält  die  Bedingong^leicbaDg: 

10)     ^  = 


2(1-«) 

Für  n  =  --  würde  hiemach  A  = 
4 

erhält  fOr  diesen  Fall  aas  den  oben  gefundenen  Qleichungen,  indem 
man  zugleich  wieder  yo  =  1  setzt,  die  folgenden  Werthe: 

a  =  0»  30«  450  60«  90« 

j,  =   l  0,909  0,797  0,6404         0 

H=  ~  0,4132         0,3177         0.20Ö  0 

K=^  0,4773         0.4493         0,4101        ^ 


0,690  0,72i  0,796 


Wenn  man  die'  Berechnung  der  Absciasen  x  nach  der  Qlei- 
chnng  II)  des  §  138  ausfahrt,  so  findet  man  fQr  Xga  den  Wertb 
0,73.  Da  Kf^  gleich  — ,  also  gleich  dem  Gewichte  eines  Ketten- 
stückes von  der  LSnge  Eins  ist,  so  wird  die  Eette,  ohne  der 
Widerstände  fester  ünterstötznngspunkte  zu  bedürfen,  jm  schwim- 
menden Gleichgewichtszustände  sich  befinden,  wenn  auf  die  in 
Fig.  491  dargestellte  Weise  an  Jedem  Ende  der  Kette  ein  in  ver- 
ticaler  Achtung  Qber  den  Wasserspiegel  emporragendes  Stück  von 
der  Lunge  Eins  hinzugefügt  wird. 

Da  der  Gleichgewichtszustand  der  Kette  nicht  gestOrt  wird, 
wenn  ein  beliebiger  Punkt  derselben  in  einen  festen  Punkt  ver- 
wandelt wird,  so  gelten  die  obigen  Resultate  auch  für  die  in  Fig.  492 
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dargestellte  Eette,  welche,  an  ihrem  nsteren  Ende  durch  ^en  festen 
Punkt  unterstützt,  als  ein  Theil  der  vorigen  zu  betrachten  ist. 

Fig.  492. 


FiS. 

i»i. 

: 

BS. m. 

l 

m 

■ 

i          '•' 

J 

w 

^ 

^ 

w 

Auf  analoge  Weise  würde  bei  dem  in  Fig.  474  d&rgestellton 
Falle  die  wegen  des  zu  berflcksicbtigenden  Eigengewicbtes  der  Eette 
erfordetlicbe  Correction  auszuföhren  sein. 

Den  Qleichnngen  6),  7)  und  8)  kann  man  in  Berücksichtigung 
der  den  Constanten  A  und  n  beigelegten  Bedeutungen,  indem  man 
zugleich  t/o  —  R  =  h  setzt,  auch  die  folgenden  Fonnen  geben: 


11)  E  = 

12)  X  = 

13)  f   - 


-2-(Ä- 


')  + 


»•-!>• 


•2q)  +  {M-q)h  +  qi,. 


H 

-1-ir 


und  venu  man  dieselben  auf  den  speoiellen  Fall  anwendet,  in  wol- 
:-^  ist,  80  erhält  man  die  Gleichungen: 


chem  ( 


14)    H  = 


B  , 


^=f  &  +  *). 
s   ^  R  =  Const. 
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Hieraus  folgt  —  wie  schOD  in  §  140  gezeigt  wurde  —  dass  die 
KettenliDie  stets  eine  Ereislinie  wird,  wenn  das  Gewicht  der  Kette 
pro  LäDgeneinheit  dieselbe  Grosse  hat  wie  der  Wasserdruck,  welcher 

der  Druckhöhe  -^  entspricht.     Der   Mittelpunkt   dieser   Ereialiuie 

liegt  in  der  Tiefe  h  unter  dem  Wasserapiegel. 

Nach  Gleichung  16)  wird  ^"=0   fflr  i/=^  —  h.     An  dieser 
Stelle    findet   ein  üebergang  aus  Druckspannung    in  Zugspannung 

statt.     För  h  = -~  fällt  diese  Stelle  mit  dem  tiefsten  Funkte 

der  Kette  zusammen  (Fig.  489);  für  A  =  0  fällt  diese  Stelle  in  die 
Wasserspi^el-Ebene  {Fig.  490).  Wenn  A  zwischen  den  obigen  beiden 
Grenzen  liegt,  so  giebt  es  in  der  Kettenlinie  (an  jeder  Seite)  stets 
einen  Funkt,  in  welchem  die  Kette  durchschnitten  werden  kOnnte, 
ohne  dass  der  Gleichgewichtszustand  dadurch  gestört  wird.    So  z.  B. 

R  4 

erhält  man  für  As= — j-    und   Ä  = -5-  die  Gleichungen; 


s,  -  =  |(.-4), 


19)     P    -f- 

Diesen  Gleichungen  entspricht  der  in  Fig.  493   dargestellte  Fall, 

bei  welchem  jene  Stelle  in  der  Tiefe  y  =  -ö-    "nter   dem   Wasser- 

Fig.  498.  Spiegel    liegt.      Oberhalb 

.  .\      dieser  Stelle  ist  die  Span- 

\  _-:4=-'''TI~~~----^         /         nung  der  Kette  Überall  eine 

^^^-:l 1 --~'^p^     Zugspannung;   unterhalb 


-^^ 3; ,^^      derselben   dagegen  fiberall 

~.^^.  r.  j^^~       Druckspannung. 

^^?v^,^^    I       ^,^^-^^~  Wenn    Ä  >  2  3,  oder 

"  —-■^^E-^^^^^~  A^in  ist,  so  nimmt  die 

für  den  Fall  n  <  1  berechnete  Kettenlinie  entweder  die  Form  einer 
„Wellenlinie"  (d.  b.  einer  Linie  mit  Wendepunkten)  an,  oder  die 
Form  einer  „Scbleifenlinie'' (d.  h.  einer  Linie,  welche  sich  selbst 
schneidet).     Wenn  »  >■  -^-  ist,  so  wird  die  Kettenlinie  eine  Wellen- 

Bltt*T,  IngBDlstil-MKhtllUl.    3.  Anfl.  26 
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linie  oder  eiüe  Schleifenlinie,  jeuachdem  A  grosser  oder  kleiner  als 
2n  ist.  Wenn  dagegen  n<;^  ist,  bo  wird  die  Kettenlinie  eine 
Wellenlinie  oder  eine  Schleifenlinie,  jenachdem  A  grOsser  oder  kleiner 


2(1-») 


Wellenlinie,  wenn  A  >  -.r  „  — r,  eine  Schleifenlinie,  wenn  ./4<;  2  «ist. 
^(1  — «J 
Soll  zugleich  der  obere  Scheitelpunkt  —  und  mit  demselben 
die  ganze  Kettenlinie  —  unterhalb  der  Wasserspiegel -Ebene  liegen, 
80  müssen  die  folgenden  Bedingungen  erfüllt  sein:  fSr  die  Wellen- 
linie die  Bedingung:  »->-  -^,  für  die  Schleifenlinie  die  Bedingung: 

Während  im  Allgemeinen  die  beiden  Constanten  A  und  n  von 
einander  ganz  unabhängig  sind,  ergiebt  sieh  für  den  singulären  Fall: 
n=  1,  dass  eine  Kettenlinie  überhaupt  nur  dann  möglich  ist,  wenn 
entweder  A  =  2  oder  A  =  oo  ist. 

§  144. ' 
Kette  von  gltichem  Widerstand«  mll  Waiierdrack  und  elganem  Gewlchln  twiuleL 
Wenn  der  Querschnitt  der  Kette,  und  in  Folge  dessen  auch 
das  Gewicht  pro  Längeneinheit  derselben,  proportional  der  Ketteo- 
Spannung  sich  ändert  —  wie  es  erforderlich  sein  würde,  wenn  die 
Spannung  pro  Flächeneinheit  des  Querschnittes  überall  dieselbe 
QrOsse  haben  (die  Kette  also  einen  Körper  von  gleichem  Wider- 
stände bilden)  soll  —  so  ist  (wie  in  §  130): 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  für  q  zu  eutnefamen- 
den  Werthes  erhält  man  —  statt  der  Gleichung  4)  des  §  140  — 
für  diesen  Fall  die  Qleichung: 

2)    dK=\f-d),    oder:    ^  =  ^^-dy. 

Indem  man  diese  Gleichung  iutegrirt  —  auf  der  linken  Seite 
zwischen  den  Grenzen  K^  und  K,  auf  der  rechten  zwischen  den 
Grenzen  y^  und  y  —  gelangt  man  "zu  der  folgenden  Gleichung: 
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Hit  Benntznng  des  aus  GleicbuDg  I)  ffir  q  m  entnehmend«]] 
Wertbea  erh&lt  man  ferner  (nach  §  140,  Öleichnng  12)  ßr  den 
KrümmQngshalbmessfir  die  Qleichung: 

^)  '—«~ 

aus  «elcher  ffir  den  ErünunungähalbmeSBer  im  Scheitetponkte  der 
Werth  sich  ergiebt: 

6)    £  =  —§ 


hflltolss-^  =  n  settt,  so  ist: 
Jo 

ZU  setsen,  und  ffir  den  in  §  140  untersuchten  Fall  ergeben  sich 
hiernach  die  folgenden  Gleichungen: 

8)  ff=j,;{4(»+l)— i-(l^-l)}, 

9)  K=Ay\in-i-l).e 

10)  C08«  =  ^- 

IT 

11)  p 


Hn 


Aus  den  ersteren  beiden  kann  man  für  jeden  willkOtlich  an- 
genommenen Werth  Ton  y  die  zugehörigen  Werthe  von  H  und  K 
berechnen,  worauf  dann  aue  der  dritten  der  tngehfirige  Werth 
von  a,  nnd  ana  der  vierten  der  zugehörige  Werth  von  p  bereehnet 
werden  kann. 

Wenn  man  n  =  -^  und  ^  ^  1  setzt  (wie  bei  dem  in  Fig.  479 

dargestellten  Falle),  so  nehmen  die  obigen  Qleichangen  fOr  ^^  =  1 
die  fblgenden  Formen  an: 

12)  H=2~^, 

13)  K  =  ^.e'^', 
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14)     cosa  =  (^ 

1  fi-l        0                       " 

in  nacbste! 

2,6 
—  1,126 

2,473 
in"6' 

1,164 

nnd  es  ergeben    sich   aus  denselben  die 

y=  1                 1,6              2 
a=  1,6              0,875          0 
K=  1,6              1,772          2,093 
«=  0»               60«36'         90« 
p—   1                   0,989           1,047 

bender  Tabelle 

3 
-2,6 

2,93 
U8"36' 

1,362. 

Diesen  Zahlenwerthen  eotspricht  eioe  Linie,  welcba  in  ihrem 
oberen  Theile  (von  a^O"  bis  «  =  90°)  eine  nahezu  halbkreis- 
förmige Oestalt  hat,  während  weiter  nach  unten  hin  der  Erfim- 
mungshalbmesser  allmählich  sich  Tergrflssert.  Um  denjenigen 
Werth  von  ^  zu  finden,  welchem  der  kleinste  Krfimmtingshalb- 
messer  entspricht,  hat  man  in  Gleichung  16)  den  DifFerenzial- 
qnotienten  von  p,  nach  y  genommen,  gleich  Null  lu  setzen.  Man 
erhält  dann  eine  Oleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben 
bann: 

16)     0  =  y«— 12y-|-14. 
Durch  AnflOsung  dieser  Oleichung  erhält  man  den  Werth  y=  1,3096, 
welchem    nach  Gleichung  14)    der  Werth  «  =  46''35',    und    nach 
Gleichung  16)  der  Werth  p  =  0,985  entspricht. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  k=  1  and  A  =  2,  indem 
man  zugleich  wieder  ^o  =  ^  ^^^'^  <^'B  Gleichungen: 


17)     H  =  - 


18)Ä'=4.e     *     , 
19)     C08«=(-^:^)- 


,(^0 


3../-) 


aus    welcher    die    in    der    folgenden    Tabelle    zusammengestellten 
Werthe  sich  ergeben; 
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y=   1  2  3  4  6 

H=  i  2,5  0  —3,5  —8 

K=  i  5,136  6,595         8,467        10,873 

a=  0"  eCSO'         90"  114''25'     137<»25' 

p=  2  1,957  2,198         2,71  3,624. 

Derjenige  Werth  von  y,  für  welchea  der  Erümmangsbalb- 
messer  p  ein  Minimam  wird,  entspricht  der  Bedingungsgleichung: 
21)  0  =  y»— le.y 
+  23, 
aus  welcher  man  den 
Werth  y=  1,597  er- 
hält. Der  zagehörige 
Winkel  hat  die  Oröase 
a  =  46'*20',  und  der 
zugehörige  Eröm- 

mnngshalbmeaBer  die 
GrösBe  p  =  1,93.  Den 
obigen  Zablenwerthen 
entspricht  die  in 
Fig.  494  da^estellte 
Eettenlinie. 

Auf  analoge  Weise 
würde  man  für  den  im 
vorigen        Paragraphen 
untersuchten  Fall,  wenn  die  Kette  als  Körper  von  gleichem  Wider- 
etande constmirt  ist,  die  Gleichungen  erhatten: 


22) 

H  = 

:yl{Ä(l-«)  +  - 

2  W: 

-)} 

23) 

K  = 

A(l-«),j:.e" 

fcö-Ci- 

-)_ 

24) 

cos« 

H 

-X' 

26) 

f  = 

K 
Ä» 

W T-T^ ^ 

• 

'       A(l-»)j,. 
in  welchen  die  Kraft  K  als  Druck-Spannung  zu  deuten  ist.    Wenn 
mao  hierin  n^-^  und  ^=1  setzt,    wie   bei   dem  in  Fig.  490 


D,gM,zedr,yGOOgIe 


SiebenUr  Abaebnitt.    §  14&. 


da^estellten  Falle,  so  nehmen  dieBe  Gleit^ungea  f&r  y,  = 
folgenden  Formen  an: 


26)  H  =  ^, 

27)  K  =  ^-* 


and  es  ergeben  sich  ans  denselben  die  in  der  nachstehenden  Ta- 
belle EosaDiinengesteUtea  Zahlenwerthe; 


a=  1 


1 


B  = 


1 


K=  0,6 
«=  0" 
P=    1 


32 

0,389 
4SM0' 
0,831 


32 
0,236 


0,184 
90» 


0,303 
66»40'  82«25' 

0,809  1,08  oc. 

Der  kleinste  KrämmaDgebalbiiieaBer  p  =  0,798  entspricht  der 
Ordinate  y  =  0,586  und  dem  Winkel  a  =  58''40'.  Da  K^^  =  0,184 
ist  nnd 

30)    !,.=^-9. 

•benftUs  gleich  0,184  ist,  so  wfirde  die  Kette,  ohne  der  Wider- 
stände fester  ünterstatsungspankte  zn  bedärfen,  im  schfrimmenden 
Qleichgewichtszustande  sich  befinden,  wenn  anf  die  in  Fig.  491 
angedeutete  Weise  an  jedem  Ende  der  Eette  ein  in  verticaler 
fiichtnng  über  des  Wasserspiel  empontgendes  Stück  Ton  der 
Lftnge  Eins  nnd  vom  Gewichte  f,o  =0,184  pro  Lftngeneinheit 
hinsngefOgt  wird. 

§  145. 

BwMhnu«!  d«r~6m(S1b*Uri(fl  R>r  einan  nach  dir  Kettenlinfe  conitrulrtan 

Gawfllbbogan. 

Ein  Gewölbbogen  von  geringer  Dicke  und  überall  grossem 
KrümmungshalbmesBer  darf  annäherungsweise  als  eine  in  ihrer 
labilen  Gleichgewiditslage  befindliche  Eette  betrachtet  werden. 
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Mr  einen  nur  mit  seiDem  eigenea  äewichte  belasteten  Ge- 
wOlbbogen  von  überall  gleich  grossem  Qewichte  pro  Lftngeneinheit 
wärde  also  unter  den  genannten  umständen  die  in  §  127  berech- 
nete „gemeine  Eettenlinie"  die  Gleicbgewicbtsform  darstellen,  und 
wenn  der  GewOlbbogen,  als  Kette  von  gleichem  Widerstände  con- 
struirt,  ausser  seinem^  eigenen  Gewichte  noch  eine  gleichfSrmig 
über  die  Hra-izontalprdjectioD  vertheilte  Belastung  za  tn^^en  hätte, 
80  würde  die  in  §  130  berechnete  „Eettenbrücken<Linie"  (in  um- 
gekehrter Lage  gedacht)  als  Qleicfagewichtsform  desselben  anzu- 
sehen sein.  Ebenso  dürfen  die  in  den  vorigen  Paragraphen  für 
Erd-  und  Wasser-Druck  gefundenen  Eetteolinien  annäherungsweise 
als  Gleichgewichtsformen  eines  unter  gleichen  Belastungsverhält- 
nissen befindlichen  GewJtlbbogens  betrachtet  werden,  sobald  die 
Dicke  desselben  fiberall  klein  ist  im  Vorhältniss  zum  Erümmungs- 
halbmesser. 

Um  für  einen  solchen  nach  der  Eettenlinie  constniirten  Ge- 
wOlbbogen  die  im  Scheitelpunkte  erforderliche  Stärke  zu  berechnen, 
würde  mau  die  an  dieser  Stelle  stattfindende  Druck-Spannung 
pro  Flächeneinheit  gleich  der  practisch  zulässigen  Druck-Spannung 
za  setzen  haben.  Den  totalen  Horizontaldnick  im  Scheitelpunkte 
findet  man  nach  §  120,  indem  man  den  Erümmungshalbmesser 
des  Scheitelpunktes  multiplicirt  mit  der  Grosse,  welche  die  Total- 
belastnng  pro  Längeneinheit  der  Horizontalprojection  an  dieser 
Stelle  hat.  Da  bei  den  Untersuchungen  der  vorigen  Paragraphen 
als  Erafteinheit  Überall  das  früher  mit  y  bezeichnete  Gewicht  des 
Belastuugsmaterials  pro  Cubikeinheit  angenommen  wurde,  so  hat 
man  die  in  den  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Eraftgrüssen 
sämmtlich  noch  mit  y  zu  multipliciren,  wenn  statt  dessen  das 
Gewicht  eines  Eilogramms  als  Erafteinheit  gewählt  werden  soll. 
Hiemach  erglebt  sich  für  den  Horizontaldrnck  im  Scheitelpunkte 
der  Ausdruck: 

1)  Är,-B(jo-f  m). 

in  welchem  Jt  den  Erümmangshalbmesser  des  Scheitelpunktes,  y^ 
die  Höhe  der  Belastungsschicht  und  q^  das  e^ene  Gewicht  des 
GewOlbbogens  pro  Längeneinheit  an  dieser  Stelle  bedeutet  Die 
obige  Gleichung  gilt  sowohl  für  vertical  wirkende  Belastungen, 
als  auch  für  Erd-  nnd  Wasserdruck. 

Wenn  mit  df  das  Gewicht  des  Gewfilbbogenmaterials  pro 
Eubikeinbeit  bezeichnet  wird  —  wobei  also  o  dass  spedfisehe  Ge- 
wicht desselben  bedeuten  würde  für  den  Fall,   das  „Wasser"'  das 
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Belastungsmaterial  bildet  —  und  mit  c^  die  ÖewOlbstArke  im 
Scheitelpunkte,  so  ist: 

zu  setzen,  und  &ach  Substitution  dieses  Werthes  ninunt  die  vor^e 
QleichuDg  die  Form  an: 

3)  K,=yBii!c,+,j^). 

Wenn  ferner  mit  S  die  practisch  zulässige  Druck-Spannung  des 
QewOlbbt^enmaterisls  pro  Fläclieneinheit  bezeichnet  wird,  8o  ist 
zugleich : 

4)  K,=S.c, 

zu  setzen,  uBd  man  erhalt  durch  Gleichsetznng  der  beiden  für 
ü^  gefundenen  Ausdrflcke  die  Qleichung: 

6)  Sco  =Tfi  («<;<,+ yo)- 

Indem  man  diese  letztere  Gleichung  ffir  c^  auflöst,  findet  man 
fQr  die  erforderliche  Gewölbstärke  im  Scheitelpunkte  den  Werth: 

6\     ,  -      T^yo 
^)    <^-~  s-a-iR 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  c,,  =  x.  wird,  wenn  eyR  =  S  ist. 
Fflr  den  Krfimmungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  ergiebt  sich 
hieraus  der  obere  Grenzwerth: 

7)  ■ff(n„D  =  -—  . 

welchen  der  wirkliche  Werth  von  B  nicht  erreichen  darf,  wenn 
die  practisch  zulässig  Druck-Spannung  nicht  flberschritten  werden 
soll.  So  würde  z.  B.  für  ein  Material,  hei  welchem  die  practisch  zu- 
lassige Druck- Spannung  pro  Quadratmeter  450000  Kil.  und  das  Ge- 
wichtpro Cuhikmeter  2500  Kil.  betragt,  der  Werth  Ä(o.„)=  180 Meter 
sich  ergeben.  (Für  Eisen  hat  dieser  obere  Grenzwerth  —  wie  in 
§  128  bereits  gefunden  wurde  —  die  Grösse  von  1000  Metern.) 

Wenn  fät  den  wirklichen  KrOmmungshalbmesser  im  Scheitel- 
punkte der  Werth  B  =  60"  vorgeschrieben  ist,  so  erhält  man 
z.  B.  für  yp  =  4"  und  f  =  1600  Kil.,  indem  man  zugleich  wieder 
S=4S0OO0  Kil.  und  «y  =  2500  Kil.  setzt,  ßr  die  erforderliche 
Stärke  des  Gewölbbogens  im  Scheitelpunkte  den  Werth:  c^  =  l^.ZS. 

§  n&. 

GewSlbbogen  mit  Sandbelutung. 
Die  erforderliche  Stärke  des  Gewölbbogens  im  Scheitelpunkte 
hängt  (bei  gegebener  Mateiialbeschaffenheit)  ausschliessUch  ab  von 
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dem  KrümmuDgahalbmesser  des  Scheitelpanktea  und  von  der  Be- 
lastaug  pro  Längeneinheit  sn  dieser  Stelle.  Sie  ist  dagegen  voll- 
kommen  unabhängig  von  der  Art  der  Belastung  und  Ton  dem 
Gesetze  der  Lastvertfaeilung.  Die  im  vorigen  Paragraphen  für  Cg 
gefundene  Gleichung  gilt  sowohl  fUr  Erd-  und  Wasser- Druck  als 
fär  vertical  wirkende  Belastungen:  sowohl  ffir  gleichfCrmig  als 
für  angleichßrmig  ober  die  Horizontalprojection  vertheilte  Be- 
lastungen. Was  dagegen  die  Erömmungsform  des  GewOlbbogens 
in  den  seitwflrts  vom  Scheitelpunkte  gelegenen  Theilen  betrifft,  und 
das  Gesetz,  nach  welchem  die  Stärke  des  Bogens  vom  Scheitelpunkte 
ans  nach  beiden  Seiten  hin  allmfthlich  zunehmen  ihdbs,  wenn  die 
Druck- Spannung  pro  Flächeneinheit  des  Querschnittes  aherall  gleich 
gross  sein  soll  —  so  werden  dieselben  bedingt  durch  die  Art  der 
Belastung  und  das  Gesetz  der  Lastvertheilung. 

Nach  §  118  ist  bei  einer  cohasionslosen  Erdmasse,  welche 
Gontinuirlicben  Erschattemngen  ausgesetzt  ist,  der  Erd-Druck  zu 
berechnen  aus  den  f3r  hydrostatischen  Druck  geltenden  Gleichiia- 
gen,  in  welche  die  für  activen  und  passiven  Erd-Druck  geltenden 
Gleichungen  übergehen,  wenn  darin  9  =  0  oder  m=l  gesetzt 
wird.  Der  active  und  der  passive  Erd-Druck  bilden  die  änssersten 
Grenzen,  bis  zu  welchen  dar  wirkliche  Erd-Druck  von  dem  hjdro- 
Btatischen  Drucke  nach  beiden  Seiten  hin  abweichen  kann.  Diese 
beiden  Grenzen  fallen  zusammen,  wenn  durch  irgend  eine  Ursache 
die  Wirkung  der  Reibung  aufgehoben  wird.  Bieraus  folgt,  daaa 
es  für  eine  mit  Erde  belastete  Kette  innerhalb  gewisser  Grenzen  un- 
endlich viele  ver- 
Fig.  196.  schiedene  Qleich- 


droatatischen  Drucke   entaprechendea   Eettenlinie   abweichen    kann, 
ohne  dass  der  Gleichgewichtazuatand  geatfirt  wird.     Wenn  ea  sich 
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darum  handelt,  diejenige  Gleich^wichtsform  anBznw&hlen,  welche 
EUgleich  die  grilssta  Stabilität  besitst,  so  hat  man  demnach  die  für 
in=l  in  §  144  ^fundeneo,  dem  hydrostatischen  Drucke  ent- 
sprechenden Gleiehuo^n  anznwenden. 

Fftr  die  in  §  144  mit  n  bezei<^ete  QrOsse  ergiebt  sich  aus 
der  Oleichnng  2)  des  vorigen  Paragraphen  der  Wertfa: 
go    afe-0  gcp 


1) 


Wenn  man  hierin  mit  Beibehaltung  der  im  Torigen  Paragraphen 
angenommenen  Zablenwerthe:  0  =  ^  nnd  y,^  4™  setzt,  so  erhält 
man  fflr  e^  =  l"',28  den  Werth: 

_  1.25.  U6  _  1 
2)    « j -^. 

Da  femer  der  Erümmungsbalbmeaser  im  Scheitelpunkte  gleich 
60  Meter  angenommen  wurde,  so  hat  die  in  g  144  mit  A  bezeich- 
nete QrAsse  den 
Fig.  4M. 


Werth: 
3)    A-. 


Vf, 


Nach  Subattta- 
Uon  dieser  Wertbe 
nehmen  die  Glei- 
chungen 8),  9), 
10),ll)dee§144, 
wenn      zugleich 

statt  der  Ordsse  r  =  1600  Kil.  das  Gewicht  von  1  Kil.  als  Eraft- 
einheit  angenommen  wird,  die  folgenden  Formen  an: 


4)     fl'=25600  23  — 


7)     P 


£■  =  576000. 

H 
cos«=-^. 

K 


32/ 


18' 


D,gM,zedr,yGOOgIe 


GewMbbogen  mit  Sandbelastnog. 


411 


AuB    dieaen    QleichDDgen    ergeben  sich    die  in   nachstellender 
Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

y=      4  6  12  16  20  24  27,18  40 

B  =  576000  887600  478600  384000  268800  128000  0  —691200 
£=676000  S88940  6021SO  615680  6294bO  648680  6&4900  7037S0 
a=      0'         24'>5'       38''10'     51*25'     64»45'     78<'80'     90'  169»35' 

p=    eO"       a7='.806    27",58   22'",2      18»",79     «"".«aS  1&",088    ll^.eS. 

DiesenZahlen- 


Fig.  49!. 


1^ 


35^ 


werthen  ent- 
spricht die  in 
Fig.  495  darge- 
stellte KetUn- 
linie.  Streng 
genoDinteB  wQr- 
de  zwar  diese 
Linie  nnr  bei 
nneodlich  klei- 
ner Stärke  des 
Genfllbbc^ens 
als  Gleichge- 
wichtsfonn  des- 
anzu- 
sehen  sein.  An- 
näheruDgsffeisfl 
darf  man  indes- 
sen annehmen, 
daes  auch  der 
wirkliche  Qe- 
wOlbbogen  im 
Gleichgewichts- 
zustände sich 
befinden  wird, 
wenn  man  der 
Mittellinie  des- 
selben diese 
Form  giebt 
(Fig.  496). 

Nach      der 
obigen   Tabelle 
wftchsi   die   Dmckspannong   im    GewOlbbc^n    vom    Si^eitelpunkte 
noch  den  unteren  Ekidpnnkten  hin  Ton  K^,  =  576000  bis  K=  702750. 
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Hieniacb    ei^ebt  sich    fär    die  am  untersten   Ende    erforderliche 
StSrke  des  Bogens  der  Werth: 

o> -^   ^,0"    702750 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  pg  =  10"  nnd  B=  20"  setzt, 
so  erhält  man  nach  der  Qleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen 
den  Werth; 


9) 

1600.20.10 

"        460000-2500.20           ' 

Für  diaaen  Fall  iat  also  n  =  ^  nnd  Ä  =  2  zo  aekeiii  die  fllei- 

chUDgen  dea  %  144  nehmen  alsdaDn  die  folgendea  Formen  an; 

10) 

ff  =  160000  {ü-^}, 

11) 

i:=  360000.«^  '"' 

12) 

H 

13) 

K 

^+1600.; 

und   man    erhSIt 
sammengestellten 

aua    denaelban  die  in  nachfolgender  Tabelle  zn- 
Zahlenwerthe: 

y=    10 

16                20              23,46           30 

if=  360000 

260000        120000          0         -280000 

*■=  360000 

370130        380660      387910       402228 

a=     0» 

46»26'           71»36'         90«            134"5' 

p=    20- 

14-,66          11-66        10»,34          8»,66. 

Diesen  Zahlenwerthen  entspricht  die  in  Fig.  497  dai^estellte 
Eettenlinie  und  die  in  Fig.  498  dargestellte  Form  des  GetrAlb- 
bogens.  Für  die  am  unteren  Ende  desselben  erforderliche  St&rke 
ei^iebt  sich  der  Werth: 

Der  Gleiehgewichtazustand  dieses  QewGlbbogenB  wfirde  nicht 
gestOrt  werden,  wenn  der  untere  Theil  desselben  bis  eu  beliebiger 
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Höhe  hinauf  io  eine  feste  Wand  eingeschlosaeD  würde,  oder  wenn 

derselbe        eine 
tlg.  499.  grössere    Starke 

erhielte  als  die- 
jenige, welche 
die  Rechnung  er- 
gab. Hieraus 
folgt,  das  der  Ge- 
wOlbbogen  auch 
dann  noch  im 
Qleichgewichte- 
zustande  sich  be- 
finden wird,  wenn 
ftufdieinFig.499 
angedeutete  Wei- 
se der  untere 
Theil  an  jeder  Seite  ersetzt  wird  durch  ein  Widerlager,  welches 
des  berechneten  Bogentheil  vollständig  einscbliesst. 


§  U7. 
6«wOIH>o«M  mH  fllaicM9rin!g  Dbtr   din  Horiionlilprol«ctl«n  verthelltar  MaitMg. 

Die  Gleichgewichtsform  eines  als  Körper  von  gleichem  Wider- 
stände construirten  Sewölbbogens,  welcher  ausser  seinem  eigenen 
Gewichte  eine  gleichförmig  Aber  die  Horizontatprojection  ver- 
theilte  Belastung  zu  tragen  bat,  ist  nach  §  130  zu  berechnen  ans 
der  Gleichung: 

Nach  der  in  den  vorigen  Far^aphen  angewendeten  Bezeich- 
nangsweise  ist  hierin: 

2)  *  =  5,  =  970, 

zu  setzen,  und  da  die  Belastung  pro  Längeneinheit  der  Horizontal- 
projection  flberall  dieselbe  Grösse  haben  soll  wie  im  Scheitel- 
punkte, so  ist: 

3)  P  =  TJ'o- 

Wenn  man  hierin,  wie  bei  dem  ersten  Zahlenbeispiele  des  vorigen 
Par^aphen,  die  Werthe:  Ä  =  60"",  j/^  =  4",  Y=1600Kil., 
ffy  =  2500  KU-,    c^  =  1°,28    substitnirt,    welchen    die    Werthe 


D,gM,zedr,yGOOgIe' 


414  Siebenter  AbichDiU.    §  UT. 

Jt  =  3200Kil.  und  p  =  6400  Eil.  eDtsprechen,  so  erh&lt  man  ffir 
diesen  Fall  die  Gleicbnn^: 

aus    welcher    die    DachTolgenden   zusammengehsrigen    Zahlenwertlie 
sich  ergeben: 

— --  ^^  =  0        0,1        0,2        0,3        0,4        0,6  1,5708 

60.  /3 

x=0      10,39     20,78     31,18     41,67     61,96     163,2 
j/  =  0        0,91       3,62       8,23     14,8       23,6        oc. 
Diesen  Zahlenwerthen  eotapricht  die  in  Fig.  500  dargestellte 
Kettenlinie.     Nach  §  130    hat   die  Horizootalapannn&g  der  Kette 
die  Gr&sse: 

6)    ^=i?(Jfc+p)=6O(320O-i-640O)  =  ö760O0Kü.,    , 
und  der  Neigungswinkel  der  Kettenlinte  g^en  die  Horizontale  ist 
zu  berechnen  aus  der  Gleichnng: 

Aus  der   letsteren 

Flg.  ew.  Gleichung  ei^ebt  sich 

fflr 


_  ^0,5  der 

60.  y^ 

Werth:^  0=0,9464. 

Die    Druckspannung 

der  Kette  wächst  also 

vom     Scheitelpunkte 

nach     den     Cnter- 

statznngspunkten  hin 

Ton  der  Grösse  H  = 

576000  Kil.  bis  zu 

der  Gritsse: 

7)    i:=fl.  1^1 +tga«=l,377. 576000=793200  Kil. 

Dieser  Drnckzunabme  entepricht    eine  Zunahme    der   Gewölbstärke 

von  der  Grösse  c^  =  1",28  bis  zu  der  Grösse: 

793200 

'  576  000  '' 


8)     c=l.28- 


=  1"',763. 
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Wenn  man  ein  anderes  Hai  in  äleicknng;  1)  die  bei  dem 
zweiten  Zahlenbeispiele  dea  vorigen  Paragraphen  aDgeuommenen 
Werthe:  fi  =  20",  y,,  =  10",  1=1600  KU.,  a-r  =  2600  Kil., 
Co'=0'°,8  Bubstituirt,  welchen  die  Werthe  ifc  =  2000  Kü.,  j>  = 
16000  Kil.,  H=  360000  Kil.  entsprechen,  so  erhält  man  fttr 
diesen  Fall  die  Gleicha&g: 


9)y  =  -180.1gco8(~), 


aus  welcher    die    nachfolgenden    zusammeogehOrigen   Zahlenwerthe 
sich  ergaben: 

a:  =  0         6  12  18  24  30  94,25 

y  =  0  0,91  3,62  8,23  14,8  23,6  co.- 
Anf  dieselbe  Weise  wie  oben  findet  man,  dass  den  Coordi- 
naten  «  =  30°'  und  y  =  23",6  die  Werthe  tgo  =  l,64  und  Ä'= 
691300  Eil.  entsprechen.  Bei  einer  Spannweite  von  60  Metern 
wfirde  demnach  ffkr  die  StArke  des  QewOlbbogens  am  Widerlager  der 
Wertli:  c  =  l°',Ö36  sich  ei^ebea. 

§  148. 
StDtzIInlan  Im  B^wOlbbogti. 

Die  BechnangsresQltate,  zu  wetehen  man  bei  Anweudut^  der 
in  den  vorigen  beiden  Paragraphen  erklarten  Methode  gelangt. 
Bind  (wie  in  g  14&  bereits  bemerkt  wurde)  nur  in  solchen  Fällen 
als  brauchbar  zu  betrachten,  in  welchen  far  das  Verli&ltniss  der 
berechneten  Gewftlbstärke  zn  dem  Erfimmungshalbmesser  überall 
ein  sehr  kleiner  Werth  sich  ergiebt,  da  es  andernfalls  nicht  mehr 
zulässig  sein  wärde,  den  Qew&lbbogen  als  eine  vollkommen  bieg- 
same £ette,  und  die  Mittellinie  des  Bogens  ohne  Weiteres  als 
Stützlinie  desselben  zu  behandeln.  Bei  gr&sserer  Stärke  des  Ge- 
ffülbbogens  würde  überdies  die  gemachte  Voraussetzung  meistens 
nicht  mehr  zutreffen ,  nach  welcher  die  Belastung  unmittelbar  auf 
die  Mittellinie  des  Bogens  wirken  sollte,  da  es  in  Wirklichkeit 
die  äussere  Begrenznngsfläche  des  GewOlbbogens  zu  sein  pfl^ 
welche  in  unmittelbarer  Berührung  mit  dem  Belastungsmat«riale 
s'uji  befindet. 

Um  bei  helielng  gewählter  Form  und  StArke  des  belasteten 
Gewfllbbogena  die  Stfltslinie  desselben  za  construiren,  hat  man 
wiederum   das   Verfahren   anzuwenden,   welches  bereits  in  §  119 
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fär  den  dort  aDgenomtnenen  Fall  verticsl  gerichteter  Schnittfugen 
erklärt  wurde. 

Denkt  man  sich  in  der  Scheitelfuge  nnd  den  beiden  Wider- 
lagerfugen einstweilen  Stifte  eingeschoben,  durch  welche  bewirkt 
wird,  dass  die  drei  Punkte  Ä,  B,  C  Stfitzpnnkte  (oder  Punkte 
der  zu  construirenden  StQtzUnie)  werden,  so  erkennt  man,  dass 
hiermit  zugleich  OrOsse  und  Lage  des  in  der  Scheitelfuge  wir- 
kenden Horizontal- 
^'e-  501.  druckes  H  bestimmt 

sind,  welchen  man 
berechnen  kann,  in- 
dem mau  die  stati- 
schen Moaiente  der 
beiden  Eräae  H  und 
Q  in  Bezug  auf  den 
Drehpunkt  A  (oder  in 
Bezug  anf  den  Dreh- 
punkt B)  einander 
gleichsetzt  (Fig.  601). 
Nachdem  auf  solche 
Weise  der  Horizontal- 
druck  H  gefunden  ist,  kann  man  anf  dieselbe  Weiss  wie  in 
§  119  den  Punkt  Jlf  nestimmen,  in  welchem  eine  beliebig  ge- 
wählte andere  Fuge 
Fig.  502.  Ton  der  Stfltzlinie  ge- 

I  ir~     ""     \.      '~  —- — 1        troffen    wird,    indem 

I  :|  I  mauaQfdieinFig.502 

j  *  I        angedeutete      Weise 

I  I       _  1    _  i        von  den  beiden  Krif- 

i     ^np-^--  "F  ~  i        ten    H   und    P  die 

,    ■;       '  ...  J -.  "^',  Mittelkraft    Ä    con- 

/' ,.--'ft^^-''|  u        struirtunddenDurch- 

,— ~\  R  y        \  y.T-T    schnittspunkt       auf- 

.7;.  p  ''^  sucht,     in    welchem 

.    i  jene  Fuge    von    der 

j  i  Richtangslinie  dieser 

Kraft  R  geschnitten 
wird.  Jedoch  ist  hierbei  zu  berücksichtigen,  dass  die  Corre,  welche 
man  bei  Anwendung  dieses  ConstructionsTer&hreDS  erbAlt,  nur  dann 
als  wirkliche  Stfltzlinie  gelten  lann,  wenn  jede  Fuge  von  derselben 
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ioDerbalb  der  durch  ihre  beiden  Endpunkte  begrenzten  Strecke  ge- 
schnitten wird  (Fig.  503). 

Mao  fifaerzengt  sich  auf  solche  Weiae,  dass  durch  die  drei 
willkürlich  gewählten  Punkte  Ä,  B,  C  die  ganze  StGtzlinie  ihrer 
Lage  und  Form  nach  festgelegt  ist,  zugleich  auch:  dass  im  All* 
gemeinen  unendlich  viele  verschiedene  Stötzlinien  in  einem  nnd 
demselben  Qewftlbbogen  construirt  werden  kennen,  und  dass  jeder 
ron  diesen  Stntzlinien  eine  bestimmte  Orftsse  und  Lage  des  in 
der  Scheitelfnge  wirkenden  Horizontaldrnckes  H  entspricht,  sowie 
umgekehrt  jedem  bestimmten  Horizontaldrucke  H  eine  bestimmte 
Form  und  L^e  der  Stötzlinie  entspricht.  Die  GrOsse  des  Hori- 
zontaldruckes  H  nnd  die  PfeÜhfthe  der  demselben  entsprechenden 
p.     ^^  Stützlinie  bedingen 

einander  wechsel- 
seitig in  solcher 
Weise,  dass  der 
grQssten  Pfeil- 
hfthe  der  kleinste 
Horizontaldmck 
nndderkleinsten 

Pfellhflhe  der 

^grfteste  Hori- 
zontaldmc^  ent- 
spricht. Bei  Be- 
trachtung der 
Ffg.  603  erkeont  man,  dass  der  Spielraum  für  die  in  dem  OewOlb- 
bogen  constmirbaren  StStzlinten  um  so  mehr  zusammenschTumpfen 
wird,  je  kleiner  die  QewOlbst&rke  gewfthlt  wird.  Um  das  Minimum 
der  erforderlichen  GewSlbstftrke  zu  finden,  hat  man  zu  untersuchen: 
wie  klein  dieaelbe  höchstens  werden  darf,  wenn  Oberhaupt  noch  die 
Häßlichkeit  vorhanden  sein  soll,  mindestens  eine  Stötzlinie  in  dem 
Crewölbb<^en  zn  construiren,  welche  nirgendwo  die  äussere  oder  die 
innere  B^enzangslinie  der  GewOlbbogenfiftche  fiberschreitet. 


§  149. 
Olelcb|iwlcM  dai  GawOlbboBani  In  Beui  aul  Drehing. 
Die  Frage:   unter   welchen  Umständen    es    möglich   ist,    eine 
ganz  in  das  Innere  des  Qewfilbbogens  &llende  Stötzlinie  in  dem- 
selben zn  construiren,    ist  gleichbedeutend   mit   der  Frage:    unter 

Bittar,  lDa«iMDT-I 
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welchen  Umstanden  es  mOgUch  ist,  für  den  in  der  Scbeitelfbge 
wirkenden  Horizontaldruck  eine  solche  GrOsse  und  L^e  nachzu- 
weisen, hei  welchen  dieser  Horizontaldruck  in  Bezug  anf  jede  be- 
liebige Fuge  ausreicht,  um  eine  Drehung  des  zwischen  dieser  Fuge 
und  der  Scheitelfiige  befindlichen  GewMbstQckes  nach  innen  sn 
Verbindern,  und  zugleich  auch  klein  genug  ist,  um  nicht  eine 
Drehung  desselben  SIQckes  nach  aussen  hin  hefvorzubringen. 

Bei  flberflQssiger  Stärke  des  Gew^lbbogena  kann  dieser  Be- 
dingung -auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  Genfige  geleistet 
werden,  da  unendlich  viele  verschiedene  Stfitzlinien  im  Innern 
desselben  möglich  sind,  und  jeder  von  diesen  StQtzlinien  eine  be- 
sondere Grosse  und  Lage  jenes  in  der  Scheitelfuge  wirkenden  Ho- 
rizontaldruckes entspricht.  Im  Allgemeinen  wird  daher  von  einer 
Iwstimmten  Gr{>sse  und  Lage  dieses  Horizontaldruckes  überhaupt 
nicht  die  Rede  sein  können,  sondern  immer  nur  von  gewissen 
Grenzen,  in  Bezug  anf  welche  behauptet  werden  darf,  dass  der 
wirkliche  Horizont&ldruck  zwischen  denselben  liegen  muss. 

Bei  sehr  grosser  St&rke  des  Qewölbbogens  wQrde  man  diese 
beiden  Grenzwerthe  auf  die  in  Fig.  504  und  Fig.  505  angedeutete 


Weise  ermitteln  können,  indem  man  das  eine  Mal  die  grdsstmög- 
liche,  das  andere  Mal  die  kteinatmOgliche  PfeilbChe  tta  die  StQ^- 
linie  annimmt,  und  für  jede  dieser  beiden  Stfitzlinien  den  zuge- 
hörigen HorizontalÜTuck  berechnet.  Der  wirkliche  Horizontaldmck 
in  der  Scheitelfuge  würde  jeden  dieser  beiden  Grenzwerthe  in  der 
That  erreichen  können,  wenn  die  Stärke  des  Gewölbbogens  so  gross 
ist,  dass  jede  von  diesen  beiden  Stützlinien  ganz  in  das  Innere  des 
Bogens  hineinfallt 

Denkt  man  sich  —  von  diesem  Falle  ausgehend  —  die  Ge- 
wölbstilrke  allmihlich  kleiner  werdend  und  diese  Verkleinerung 
bis  zu  dem  Punkte  fortgesetzt,  wo  gerade  nur  noch  eine  einzige 
Stfitzlinie  in  dem  GewOlbbogen  möglich  ist,  so  überzeugt  man  sich 
leicht,  dass  im  Allgemeinen  diese  der  Grenze  der  Stabilität  ent- 
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sprecheode  Stfitzlinie  —  je  nach  dem  Geaetze  der  LastTertheilnng 
and  der  Form  des  Bogena  —  entweder  auf  die  in  Fig.  506  odei- 
auf  die  in  PJg.  507  dargestellte  Weise  die  innere  und  die  äussere 


/^' 


1& 


B^renzungslisie  berShren  wird.  In  beiden  Fällen  giebt  es  fär 
den  in  der  Scbeitelfnge  wirkenden  Horizontaldruck  nur  eine  einzige 
GrOsse  und  Lage,  welche  den  OleichgewichtsbediDgungen  entspricht. 
Die  geringste  Verkleinerung  dieses  HorizontaldruckeB  würde  eine 
Drehung  des  zwischen  der  Fuge  J  und  der  Scheitelfuge  befindlichen 
Stückes  nach  innen  —  die  geringste  Vergröasemng  dagegen  ein» 
Drehung  des  zwischen  der  Fuge  K  und  der  Scfaeitelfuge  beflndlichen 
Stückes  nach  aussen  hin  zur  Folge  haben.  Wenn  in  Fig.  506  die 
Fuge  E,  oder  in  Fig.  507  die  Fuge  J,  zufSlIig  mit  der  Wtder- 
It^erfuge  zusammenfUllt,  so  wird  der  Gleichgewichtszustand  aacli 
dann  noch  inj^lich  sein,  wenn  die  betreffenden  Stützlinien  —  an- 
statt die  BegrenzQDgsliniea  der  GewfilbbogenB&che  in  diesen  Fugen 
zu  berühren  - —  dieselben  schneiden. 

Um  die  Frage  7.u  entscheiden:  oh  auf  die  in  Fig.  606  oder 
auf  die  in  Fig.  507  dargestellte  Weise  jener  Grenzfall  des  Oleich- 
gewichtes eintreten  wird,  hat  man  zun&chst  auf  die  in  Ftg.  504 
angedeutete  Weise  die  Stützlinie  des  kleinsten  Horizontaldruckes 
zu  construireu  und  alsdann  zu  untersuchen,  oh  bei  allmählich  ab- 
nehmender Gewölbst&vke  die  auf  solche  Weise  zu  construireniie 
Stntzlinie  zuerst  die  innere  oder  zuerst  die  äussere  Begrenzungs- 
lioie  üiwrschreiten  wird.  In  der  Regel  —  wie  t.  B.  namentlich 
hfli  dem  Kreisbc^en-QflwSlbe  mit  horizontaler  Belastungsliuie  — 
wird  der  erstere  Fall  eintreten,  und  in  diesem  Falle  wird  auf  die 
in  Fig.  506  dargestellte  Art  bei  fernerem  Abnehmen  der  GewQlb- 
stärke  die  Grenze  der  Stabilität  erreicht  werden.     Für  diesen  Fall 
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hat  man  also  bei  der  Berechnung  der  mindestens  erforderlichen 
OewOlbstfirke  den  oberen  Endpunkt  der  Scheitelfuge  als  Angriffo- 
ponkt  des  florizontaldruckes  anznnehmen. 

Fände  es  sich  dagegen,  dass  der  andere  Fall  eintritt  —  dass 
nElmlich  bei  allmählicliem  Abnehmen  der  GewOlbst&rke  zuerst  ein 
Ueberschreiten  der  äusseren  Begrenzungslinie  stattfindet  —  so  würde 
der  Grenz&ll  des  Gleichgewichtes  auf  die  in  Fig.  507  dargestellte 
Weise  erreicht  werden,  und  in  diesem  Falle  wfirde  man  bei  der 
Berechnung  der  GewGlbstärke  den  unteren  Endpunkt  der  Scheitel- 
fnge  als  Angriffspunkt  des  Horizonlaldrnckes  zu  wählen  haben. 

Die  Berechnung  der  Qrenzstärke  selbst  hat  man  in  beiden 
Fällen  auf  die  Weise  auszuführen,  dass  man  untersucht:  welche 
QrCsse  ff,  der  Horizontaldruck  mindestens  haben  muss,  um  in 
Bezug  auf  jede  beliebige  Fuge  eine  Drehung  nach  innen  tu  ver- 
hindern, und  welche  Grösse  H^  derselbe  bSchstens  haben  darf,  um 
nicht  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Fuge  eine  Drehung  nach  aussen 
hervorzubringen.  Indem  man  diese  beiden  Grenzwerthe  H,  und  H, 
alsdann  einander  gleichsetzt,  erhält  man  die  Gleichung,  aus  welcher 
die  gesuchte  GewOlbstärke  berechnet  werden  kann. 

Den  unteren  Qrenzwerth  H,  findet  man,  indem  man  zanächst 
für  eine  beliebige  Fuge  denjenigen  Horizontaldruck  berechnet, 
welcher  das  zwischen  derselben  und  der  Scheitelfuge  befindliche 
Stück  in  Bezug  auf  Drehung  nach  innen  gerade  im  Gleichge- 
wichte halten  würde,  und  nachher  untersucht,  für  welche  Fuge 
dieser  Horizontaldruck  ein  Maximum  wird.  Den  oberen  Grenz- 
werth  Hf  findet  man,  indem  man  gleichfalls  zunächst  für  eine  be- 
liebige Fnge  denjenigen  Horizontaldrnck  berechnet,  welcher  das 
zwischen  derselben  und  der  Scheitelfnge  befindliche  Stück  in  Bezug 
anf  Drehung  nach  aussen  hin  gerade  im  Gleichgeirichte  halten 
würde,  und  nachher  diejenige  Fuge  aufsucht,  für  welche  der  anf 
solche  Weise  zo  berecbneode  Horizontaldmek  ein  Minimum  wird. 

§  150. 
Gleichgewicht  dM  fiewBibbogent  In  Bezug  aal  Gleiten. 
Die  im  vorigen  Faragraphen  mit  H*,  und  H^  hezeicbneteo 
Grenzwerthe  sind  jedoch  nur  dann  als  wirklich  erreichbare  Grenz- 
werthe des  in  der  Scheitelfuge  wirkenden  Horizontaldruckes  zu 
betrachten,  wenn  der  Winkel,  welchen  die  bei  Annahme  jener  Hori- 
zontsidrücke  sich  ergebende  Dnickrichtung  R  (Fig.  502)  mit  der 
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NoriDiIflD  zu  der  betrefFenden  FngenrichtODg  einschliesst,  bei  keioer 
Fuge  grösser  ist  als  der  Keibungsffinkel  9.  Da  diese  Bedingung 
nicht  unter  allen  UmBtänden  erfüllt  sein  wird,  so  erleidet  der  Spiel- 
i-aum  fOr  die  Veränderlicfakeit  des  wirklichen  Hortzontaldrudces  eiue 
weitere  Eiuschr&nkuDg  durch  die  Gresetze  der  Reibung;  insofern  ans 
den  Bedingungen  des  Oleicbgewicbtes  in  Bezug  auf  Gleiten  noch 
zwei  andere  Grenzwerthe  if,  und  H^  abgeleitet  werden  kSnnen, 
von  welchen  ebenfalls  behauptet  werden  darf,  dass  der  wirkliche 
Horizontaidmck  stets  zwischen  denselben  liegen  muas. 

Den  unteren  Grenzwerth  -5,  findet  man  nach  Fig.  ö08,  indem 
man  zunächst  in  Bezug  auf  eine    beliebige    unter  dem  Winkel  a 


Pig.  609. 


-^-^ 


gegen  die  Yerticale  geneigte  Fuge  untersucht,  wie  gross  die  Ho- 
rizontalkraft  H  mindestens  sein  muss,  um  das  Gleiten  des  Qe- 
wichtes  P  nach  innen  zu  rerhindern,  und  nachher  untersucht,  fQr 
welche  tod  allen  Fugen  der  auf  solche  Weise  zu  bestimmende  Ho- 
P 


rizontaldrack  H  = 


-  ein  Uaximum  wird. 


tg  (a  +  9) 

Den  oberen  Qrenzwerth  H^  findet  man  nach  Fig.  509,  indem 
man  zuoftchst  gleichfalls  in  Bezog  auf  eine  beliebige  Fuge  nntsr- 
sucht,  wie  gross  die  Horizontalkraft  B  hdchstens  werden  darf; 
ohne  ein  Gleiten  des  Gewichtes  P  nach  aussen  hervorzubringen, 
und  nachher  untersucht,  fär  welche  von  allen  Fugen  der  auf  solche 

P 


"  tg(a  — 9) 


ein  Mi- 


Wflise  zu  bestimmende  HoriEontaldmck,  H 
nimnm  wird. 

Bei   einem   im   Gleichgewlchtsznstande   befindlichen   GewJJlb- 
bogen  kann  der  wiittiche  Horizontaidmck  jedenfalls  nicht  kleiner 
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SND  ftls  der  gröSBere  von  den  beiden  Orenzwerthen  H^  und  H^ 
—  zi^leich  auch  nicht  grtVsBer  als  der  kleinere  von  den  beiden 
Orenzwerthen  H^  und  H^.  Das  Uinimum  der  wirklich  erforder- 
lichen OewOlbstärke  findet  man  demnach,  indem  man  den  grosse- 
ren von  den  beiden  unteren  Orenzwerthen  H,  und  H^  dem 
kleineren  von  den  beiden  oberen  Orenzwerthen  H^  und  H^ 
gleichsetzt. 

§  151. 
Unbalailfltn  Halbkrait-fitkOlb«. 
Berechnnng  des  OreniweTthcs  H,. 
Um  zunächst  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Fuge  diejenige  GrOsse 
zu  berechnen,  welche  der  in  der  Scheitelfuge  wirk«nde  Horizontal- 
Fig.  51».  druck  mindestens  haben  muBs, 

am  eine  Drehung  des  zwischen 
jenen  beiden  Fugen  befind- 
lichen OewOlbstQckes  nach 
innen  zu  Terbindern,  hat  man 
die  statischen  Uomente  der 
beiden  Kräfte  H  und  P  in 
Bezug  auf  den  Drehpunkt  J 
einander  gleichzusetzen,  und 
erh&lt  nach  Fig.  610  die 
Gleichung: 

1)     H{B~-riioai£)  =  P.x. 
Wenn  die  rechtwinkelig  zur 
I  BildSäche   gerichtete   Dimen- 

sion des  OewAlbbogens  als  Längen -Einheit  und  zugleich  das 
Oewicht  des  Gewjllbbogen-Materials  pro  Cubikeinheit  als  Kraft- 
Einheit  gewählt  wird,  so  ist  das  Gewicht  P  gleich  dem  Flächen- 
inhalte des  Bingsectors  zu  setzen,  also: 

Nach   der  Lehre    Tom  Schwerpunkte*)   hat   der  Abstand    des 
Sdiwerponktes  dieser  Fläche  vom  Mittelpunkte  die  Grösse: 


„    -ös_2C*'-'-'V'°'"' 


•)  Vergl.  .TecbnUche  Mechanii"  (7.  Anfl.),  Gleichung  160). 
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Der  Hebelarm  der  Kraft  P  kann  nunmehr  nach  Fig.  510  be- 
rechnet «erden  aus  der  Gleichung: 

a;  =  r  sin  a  —  OS .  sin  -^  a,     oder: 


,,  2  /ff»-r»\ 


Hierin  kann- — statt  (^sin -^  a)    gesetzt  werden,    und    nach 

Substitution    der   obigen  Wertfae  nimmt  die  Oleicfaung  1)  alsdann 
die  folgende  Form  an: 

ö)  H(B  —  rc03a)  =  ( ^ Jraam  a  —  ( — ^ — J(l — cosa). 

Wenn  man  diese  Oleichang  für  H  auflöst  und  zugleich  ab- 
kürBungsweise  das  Verh&Uniss —  gleich  n  setzt,  so  erh&lt  man 
die  Qleichnng: 

i  ^(n*—l)aB]ua.—  ^{n*—l){l—txaa)\ 

6)  H  =  \- ? !r». 

[  tr —  cos  a  I 

Um  den  in  §  119  mit  II^  bezeichneten  Qrenzwerth  zu  be- 
rechnen, hat  man  hierin  für  a  denjenigen  Winkel  a,  zu  substt- 
tuircn,  für  welchen  H  ein  Maximum  wird.  Man  findet  diesen 
Winkel,  indem  man  den  DiflTereQzialqoDtienten  von  H,  nach  a.  ge- 
nommen, gleich  Null  setzt.  Da  der  obige  Ausdruck  die  Form 
eines  Bruches  bat: 

7)  «  =  4, 

dessen  Zähler  und  Nenner  Functionen  von  a  sind,    so   führt   das 
Null-Setzen  des  DifTerenzialqnotienten  zu  der  Gleichung: 
0  =  N.dZ~~Z.dN,    oder: 

Wenn  man  hierin  ffir  Z  und  N  die  ans  Gleichung  6)  tu  ent- 
nehmenden Ausdr&cke  einsetzt,  so  erh&lt  man  fOr  den  Grenzwerth 
H,  und  den  Bruchwinkel  a,  resp.  die  folgenden  Gleichungen: 

»>  --{C^)(ift+0-(-V)}"- 
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Ffli  a,=0  wird  n  =  l  +  V8  =  2,T8Z  nndf,  =0.  Hieram  folgt,  dua 
in  einem  GewQlbbogen,  bei  welchem  £l>  2,732  .  r  ist,  et  übethaopt  keines  iD 
der  Seheitelfage  wirkenden  Hoiiiontaldröckes  bedarf,  am  eine  Drehang  nuh 
innen  in  Terbindeni. 

BerecbotiDg  des  Grentwerthes  äf 
Kach  F1^.  511  erb&lt  mao  als  BediaguDg  des  Gleichgewichtes 
in  Bezog  auf  Drehnng  nach  aussen  die  Gleichung: 
11)     HB{l—oMa.)  =  Pz. 

Der  Hebelann  2  =  A sin  a — OjS.sin  — a  bat   nach    Gleichung  i) 
die  Grösse: 


2  /B'~r'\  \ 


12) 


und  weon  man  ausserdem  für  P  den  io  Oleichotig  2)  gefandeneo 
Ausdruck  snbetituirt,  so  nimmt  die  obige  Gleichung,  fQr  H  auf- 
gelost,  die  folgende  Fonn  an: 

Um  den  Grenzwertfa  ^^  zu  finden,  hat  man  denjmigen  Werth 

von  a  aufzusuchen,    für    weldien   die   GrOsse  H  ihres    kleiosten 

Werth    annimmt     Da    der 
Fig.  611. 


^JL.. 


Werth  des  Quotienten: 

lasin«  ~ 

14) 


-cosa      tg(|„) 
gleich  Eins  wird  für  a  ^  0 

and  bis  auf  die  Grösse  -j- 

i 

stetig   abnimmt,    wenn   der 

Winkel  a  von  Null    bis  — 

zunimmt,    so    ist    tSi    den 
obigen  Quotienten  der  Werth 

5;  ;>  -r  ta  Bubstituiren,  und  man 

"""  4 

erh&lt  fär  den  Grenswerth .?,,  indem  man  zugleich  wieder^  =  n 
setzt,  die  folgende  Gleichung: 

.5)     ^..{-.(.._.)_(I^-J-)}... 
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Berechnnn;  des  GreDiirerthes  Hf 

Nach  Oleicbang  2)  und  Fig.  508  ergiebt  Bich  für  ^ejenige 
QrOsBe,  welche  der  Horizontaldruck  H  mindestens  haben  muss, 
um  das  Gleiten  nach  iDoen  za  verhindem,  die  Gleichung: 


-)  -=(^'?'^)-i 


2       ^    tg(a  +  <p) 
Um  den  Grenzwerth  H,  zu  finden,  hat  man  denjenigen  Werth 

Tun  a  aufzusuchen,    für   welchen  die  Grösse -;--, — , — r-ein  Maxi- 

tg  (a  +  9) 

mum  wird.  Indem  man  den  Differenzialquotienten  dieses  Bruches 
gleich  Null  setzt,  erhalt  man  —  auf  dieselbe  Weise,  wie  oben  in 
Bezug  auf  Oleidiung  7)  gezeigt  wurde  —  die  folgende  Gleichung: 

'^^      tg(«Vv)^'^^«  +  '^^''     "**'= 

18)  sin(2a4-29)  =  2a. 

Wenn  man  bierin  —  dem  Beibungscoefficienten  für  Mauer- 
werk entsprechend  —  den  Werth  9^30°  subBütuirt,  so  findet 
man,  dass  a  =  26*)26'  zu  setsen  ist,  und  nach  Substitution  dieser 
Werthe  erb&lt  man  fflr  H^  die  Gleichung: 

19)  ifj  =  0,153  («»  —  !)  r». 
Berechnung  des  QreniwertheB  H^. 

Durch  Vertauschung  von  -|-  9  mit  —  9  erhält  man  aus  Glei- 
chung 16)  für  diejenige  Grösse,  welche  der  Horizontaldruck  H 
höchstens  erreichen  darf,  ohne  ein  Gleiten  nach  auBsen  herror- 
zubringen,  den  Werth: 


20) 


^       2      7tg(a  — 9)' 


Um  den  Grenzwerth  H^  zu  finden,  hat  man  denjenigen  Winkel 
anzusuchen,  für  welchen  dieser  Ausdruck  seinen  kleinsten  WerUi 
annimmt  Für  a  =:  9  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  der  Werth 
K=-3c,  nnd  mit  wachsender  Grösse  des  Winkels  a  nimmt  der 
zngehörige  Werth  von  H  stetig  ab.  Folglich  ist  tt  =  -^in  setteu, 
und  es  ei^ebt  sich  für  H^  die  Gleichung: 

21)  H,=^(B'-r^ig<f. 

Wenn   man   hierin  wieder  9  =  30** 
man  f9r  H«  den  Werth: 

22)  Ht  =  0,463  .  (m*  - 
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§   152. 
Sarvchnung  dsr  •rforderlichen  GewSlbiUrka. 
Ans    den    im    vorigen   Faragrapheo    gefundeneii    Gleichungea 
ergeben    sicti    die    in    nachfolgender    Tabelle    zasammengeetellten 
Zahlen  werthe: 


«, 

B.     '     fl. 

H.     1 

'■' 

,„.-  J_.    '■ 

r* 

2;73-2 

0        :   0 

2,82 

0,989 

2,93      . 

2 

0,130 

67''17' 

1,19 

0,469 

1,36 

1,6 

0,173 

64'9' 

0,464 

0,191 

0,67 

1,26 

0,128 

61«16' 

0,1876 

0,086 

0,265 

1,2 

0,1114 

69«41' 

0,1433 

0,067 

0,188 

1,114 

0,0748 

64»  10' 

0,0748 

0,037 

0,109 

1,1 

0,0676 

53«16' 

0,0646 

0,032 

0,095 

Der  Gleicbgewichtszastacd  des  OewOlbttogeos  ist  nur  dann 
möglich:  wenn  der  grössere  von  den  beiden  unteren  Grenz- 
wettben Hj  und  fff  nicht  grosser  iät  als  der  kleinere  tod  den 
beiden  oberen 
Grenzwerthen  H, 
und  H^.  Die  obige 
Tabelle  zeigt,  daas 
diese  Bedingung  er- 
füllt ist,  so  lange  » 
nicht  kleiner  ist  als 
1,114,  dass  sie  da- 
gegen aufhört  er- 
füllt zu  sein,  sobald 
n  kleiner  wird  als 
1,114.  Das  Mini- 
muiii  der  erforderlichen  QewOlbstftrke  entspricht  daher  dem  Werthe 
n  ^  1,114  oder: 

für  welchen  der  grossere  ron  den  beiden  unteren  Orenzwertben, 
nftmlicb  Hi,  und  der  kleinere  von  den  beiden  oberen  Grenzwer- 
then, nämlich  ifj,  einander  gleich  werden. 

Bei   dieser  Stärke   des  GewOlbbt^ens    würde  derselbe  an  der 
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Grenze  des  Glticbgewichtezastandes  sich  befinden,  insofern  bei  der 
geringsten  ferneren  Vermi&deFiing  der  Qeffdlbstftrke  auf  die  in 
.  Fig.  512  dorch  die  Pfeile  angedeutete  Weise  der  Einsturz  er- 
folgen fffirde. 

Dem  obigen  Werthe  von  n  ''entspricht  der  Bru^winkel  <ti 
=  54''10'.  Beim  Binnen  des  Einsturzes  werden  die  um  diesen 
Winkel  gegen  die  VerUcale  geneigten  Bruchfugen  anfangen,  an 
der  Ans8eD>8eite  sich  zu  Offnen,  während  gleichzeitig  die  Schei- 
telfuge und  die  beiden  Widerlagerfugen  beginnen  an  der  Innen- 
seite sich  zu  Offnen. 

Die  ohige  Tabelle  zeigt  zugleich,  dass  (bei  der  hier  ange* 
nommenen  QrOsse  des  Reibungswinkels)  von  den  beiden  oberen 
Grenzwertben  stets  nnr  der  GrenzwerUi  H,  als  der  kleinere  von 
beiden  in  Betracht  kommt.  Dieselbe  zeigt  femer,  dass  bei  kleinen 
Wertben  der  Zahl  n  stets  iZj,  bei  grossen  Werthen  der  Zahl  n 
dagegen  stets  IT,  den  grosseren  von  den  beiden  unteren  Grenz- 
werthen  bildet.  FDr  n  =  l,44ö  werden  diese  beiden  unteren 
Qrenzwerthe  einander  gleich.  Wenn  also  n  grlJsser  igt  als  1,445, 
80  ist  der  untere  Grenzwerth  fQr  den  wirklichen  Horizontaldruck 
stets  nach  der  Bedingung  des  Gleiebgewicbtee  in  Bezng  auf  Gleiten 
za  bestimmen  und  hat  die  Grosse  B^. 

§  163. 
Schflttrechlet  QntNbfl. 
Denkt   man   sich    von   dem  Ereisbogen-GewOlbe   durch    hori- 
zontale Schnittflächen  den  oberen  und  den  unteren  Theil  hinweg- 
geschnitten ,    so    erhftlt 
Yjg  513,  man  das  in  Fig.  513  dar- 

^__ , gestellte       scheitrechte 

■""--..  QewOlbe. 

,  För  diejenige  Grösse, 

— — ^-1^   welche  der  in  der  Sdiei- 

i<- ...•  '  telfuge  wirkende  Hori- 

.      /k:  zontaldraek    mindestens 

y     '  '•■■':  haben  muss,  um  in  Be- 

/  engaufden  Drehpunkte 

eine  Drehung  nach  in- 
nen zu  verhindern,  er- 
hält man  nach  Fig.  514 
die  Gleichung: 


,,.'■ 'v 
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1)  H.C  =  P.X, 

wofür  man  auch  aetzen  kaan  (indem  man  ffir  das  statische  Moment 
des  Qewicfates  P  die  algebraische  Summe  der  statischen  Homente  - 
seiner  beiden  Theile  substitairt): 

2)  H.,~-~^ g 

Wenn  man  das  VerhfUtniss  — 
c 

gleich  fi  setzt,  so  erhält  man 
dnrch  AaflOsung  dieser  Glei- 
chung für  B  den  Ausdracli: 
tga' 
6 
Diese  Qleicbang  zeigt,  dass  H 
Tim  so  grOaaer  wird,  je  grosser 
der  Winkel  a.  angenommen 
wird.  Um  den  Grenztrerth  JB^ 
zu  finden,  hat  man  demnach 
a^m  za  setzen  und  erhält 
die  QleichuDg: 
tgia* 


Fig. 
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3)    ff={3«'— l)c 


4)     H,  =(3«" 


-i)ö 


Da  in  Bezug  auf  den  Punkt  E  der  Hebelarm  der  Kraft  H 
die  GrOsse  Null  hat,  so  würde  die  Eraft  H  seihst  dann  keine 
Drehung  nach  aussen  herrorbriagen  kOnnen,  wenn  dieselbe  bis 
ins  Unendliche  rergrOssert  würde.  Folglich  ist  für  diesen  Fall  der 
Grenzwerth : 

5)     ff»  =  ^. 
Nach  Fig.  514  bat  das  Gewicht  des  zwischen  der  Fuge  JE 
und  der  Scheitelfuge  befindlichen  StSckes  die  GrJJsse: 
c'tgo^ 
"2 


6)     P  = 


rtgcL-\- 


Kach  Substitution  dieses  Ausdmckes  erh&lt  man  aus  Fig.  508  für 
diejenige  Grosse,  welche  der  Horizontaldmck  H  mindestens  haben 
muss,  um  das  Gleiten  nach  innen  zu  Terhindern,  die  Gleichung: 

V     '     a/     lg(a  +  ip) 
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Indem  m&n  den  Differeczialqootienten  dieses  Ansdruckes,  nach  a 
genommen,  gleich  Null  setzt,  findet  man  (auf  dieselbe  Weise  wie 
im  §  99  in  Bezug  auf  den  Winkel  6  gezeigt  wurde)  für  a  den 
Werth: 

8)  a  =  46»^-|. 

und  nach  Substitution  desselben  erbUt  man  fßr  den  Grenzwertb  H^, 
indem  man  zugleich  wieder  —  =  n  setzt,  die  Gleichung: 

9)  fl.  =  («  +  4).ng(46--i)'. 

Wäre  der  Winkel  a>  kleiner  als  46'^ — ^,  so  würde  statt  dessen 
a  =  ffi  zu  setzen  sein,  und  man  erhielte  für  H,  den  Werth: 

Um  den  Grenzwertb  H^  zu  finden,  hat  man  in  den  letzteren 
vier  Gleichungen  die  QrOsse  -|-  9  ^^^  ^^f  Grösse  —  ^  zu  vertau- 
schen, und  erhftlt  —  Je  nachdem  der  Winkel  et  grosser  oder  klei- 
ner ist  als  46"  +  -^  —  die  Gleichungen: 

11)     fl-,  =  („  +  l-)c».tg(46<'  +  -|)'', 

'  *  \  '  2/  tg(iö  —  9) 
Bei  Ve^leichung  der  f&t  Hg  und  H^  gefundenen  Ausdrücke 
erkennt  man  sofort,  dass  unter  allen  DmsUlnden  H^  kleiner  ist 
als  H^.  Da  femer  der  Grenzwertb  H,  unendlich  gross  ist,  so 
kann  der  Grenzzustand  des  Gleichgewichtes  nur  auf  die  Weise 
einteeten,  dass  H^—B^  wird.  Wenn  also  —  wie  hier  yoraus- 
geselzt   werden    soll  —  der  Winkel  la   kleiner  ist  als  45'' -{---• 

so  bat  mau,  um  die  der  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  ent- 
sprechende Gew&Ibstftrke  c  zu  finden,  die  in  den  Gleichungen  4) 
und  12)  gefundenen  beiden  Ausdrücke  einander  gleich  za  setzen, 
unS  erhalt  daraus  fQr  n  die  Gleichung: 


tgo 

tg  (©  —  9)  ' 


6fi  4-  3        tg  (» tg  (ö)  —  9) 
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Wenn  man  den  anf  der  rechten  Seite  dieser  letzteren  Gleichang 
stehenden  Äaadrnck  abkflrznngsweise  mit  s  bezeichnet,  so  nimmt 
(tieselbe  für  n  aufgelltet  die  folgende  Form  an: 

16)    „  =  ,+)/s>+.  +  i-. 

Ffir  9^30°  ergeben  sich    aus   dieser   QleichuDg  die    nach- 
folgend zosammengeatellten  Zablenwerthe: 

0  =  600  ÖO'ZC         i2°b(i'         ST^Sö'        31  "50'         30» 

H=    2,5276      6  10  20  100  oo. 

Den  auf  solche  Weise  berechneten  Werthen  der  Verh^ltniss- 

zabl  fl  =       entspricht  eine  Gew5Ibstllrke  c,  bei  welcher  das  scbeit- 

rechte   GenAlbe   an   der  Grenze   des    Gleichgenicbtszustandes    sich 

befinden      würde.      Diesem 

Fig.  hlb.  Grenzzustande  entspricht  die 

in  Fig.  515  dai^estellte  Lage 

j____ — ,a .„___ — -^^.„ — 1     der  Stützlinie,  wobei  zngleich 

■  5i,        •-  ^       9V-- '  "  I  c    der  Winkel,  welchen  die  Mit- 

"'.  y^-^ — —  ;— !     telkraft  B  von    den    beiden 

*ß_        "•,,       I  i     Kräften  H  und  Q  mit  der 

l  "■■.,)  I     Normalen    der    Widerl^er- 

^"  •.,  '■'-    fuge  einschliesst^  die  QrOsse 

^       X..  des  ReibUDgEwinkels  erreicht. 

-,;„!  Bei  noch  kleinerer  Gewßlb- 
'^0  stärke  würde  der  Einstniz 
anf  die  Weise  erfolgen:  dasa 
die  Scheitelfuge  an  der  unteren  Seite,  und  die  Widerlagerfuge  an 
der  oberen  Seite  sich  Offnet,  wobei  zugleich  ein  Gleiten  längs  der 
Widerlagerfuge  nach  aufwärts  eintreten  würde.  Die  obige  Tabelle 
zeigt  zugleich,  dass  ein  solcher  Einsturz  überhaupt  nicht  mehr  mög- 
lich sein  würde,  wenn  der  Winkel,  den  die  Widerlagerfiige  mit  der 
Verticalen  einschliesst,  kleiner  ist  als  der  Reibungawiokei. 

§  154. 
Ablallunfl  einer  |>nctitchan  Formel  für  die  GewSfbiUriw. 
Die  nach  den  Gleichungen  der  letzteren  Par^raphen  tu  be- 
rechnenden Werthe  der  Gewülbslärke  e  dürfen  nur  als  Torlänflge 
Annäherungswertbe  für  die  wirklich  erforderliche  GewOlbstärke  be- 
trachtet werden,  insofern  dieselben  nur  in  dem  Falle  als  wirklich 
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genagende  Wertfae  der  GkwGlbstärke  wflrdea  gelten  kOanen,  wenn 
der  OewSlbbogen  aus  einem  absolut  festen  Materiale  bestände. 

Bei  Betrachtung  der  in  Fig.  512  und  Fig.  515  dargestellten 
Stfitzlinie  erkennt  man  sogleich,  dass  bei  dem  dort  angeaommenen 
Oreniznstande  des  Oleichgewicbtes  sowohl  in  der  Scheitelfuge,  als 
auch  in  der  Bruchfuge  resp.  Widerlagerfuge,  der  Druck  —  anstatt 
auf  eine  Fläche  sich  zu  vertheilen  —  auf  eine  Linie  (oder  Kante) 
sich  GODcentriren  würde,  wobei  für  den  Druck  pro  Flächeneinheit 
an  diesen  Stellen  ein  unendlich  grosser  Werth  sich  ergeben  wflrde. 
um  eine  practisth  brauchbare  Formel  fSr  die  GrewSlbstfirke  zu  er- 
halten, bat  man  anf  die  Festigkeit  des  Materials  Rücksicht  zu  nehmen 
and  zu  den  oben  geftindenen  Gleichungen  noch  die  Bedingung  hin- 
Euzufflgeo:  dass  die  Druckspannung  pro  FläcbeDeiiiheit  an  keiner 
Stelle  grosser  sein  darf  als  die  practiach  zulässige  Druckspannung 
für  das  betreffende  Material. 

Die  Tabelle    des  §  162  zeigt,    dass  im  HalbkreisgewOlbe    der 
Bruchwinkel  —  bei  solchen  GewOIbatftrken,    wie   sie   in   practisch 
ausgeführten       OewOlbe- 
^8-  &1«-  ConBlrnctionen  vorankom- 

men pflegen  —  in  der  Re- 
gel nur  wenig  von  60°  ver- 
schieden ist.  Wenn  man 
demgemäss  annimmt,  dass 
die  Brucbfuga  um  einen 
Winkel  von  60  Graden  ge- 
gen die  Verticate  geneigt 
ist,  so  kann  man  einen  An- 
näherungsnerth  für  den  in 
der  Scheitelfuge  wirken- 
den Horizontaldrack  nach 
Fig.  516  berechne,  indem 
man  den  Mittelpunkt  der 
Sch^telfnge  als  Angriffs- 
punkt  desselben  betrach- 
tet und  das  statische  Mo- 
ment der  Kraftif  in  Bezug 
anf  den- Drehpunkt  J  gleich  dem  statisoben  Momente  des  Gewichtes  Q 
setzt,  ans  der  Gleichung: 

I)    ff(/  +  |)  =  9... 
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Dem   anf  solche  Weise   zn   berechnendeo    Horizontaldracke   vfirde 
die  in  Fig.  516  angegebeoe  Lage  der  StötzÜBie  entsprechen. 

Indem  man  alsdann  bei  der 
Berechnung  von  Q  das  Gewicht 
des  Stückes  JENF  Ternach- 
lllssigt,  begeht  man  einen  Feh- 
ler, welcher  insofern  als  un- 
schädlich betrachtet  werden 
kann,  als  der  Einfluss  desselben 
darin  besteben  wird,  den  WerÜi 
Ton  ^  etwas  zu  Tei^rCssem  tud 
fär  die  Stützlinie  eine  solche 
LageQTerftnderuDg  herbeizn- 
ffihren ,  bei  welcher  dieselbe 
mehr  in  das  Innere  des  Bogens 
hineinrflckt  (Fig.  617). 

Da  ferner  der  Kreisbogen 
LJ  annäherungsweise  als  Pa- 
rabelbogen  betrachtet  werden 
darf,  so  kann  die  in  Fig.  517 
mit  F  bezeichnete  Fl&che  LKJ 


ihrer  Schwerpunkts  -  Verticalen 
von  dem  Fankte  J  gleich  -^  t 
gesetzt  werden.*)  Hiernach  er- 
halt man  aus  Fig.  518,  indem 
man  die  Fläche  LMPJ  als 
ff*l'*hjl  Differenz  zwischen   der  Recht- 

eckfläche .K^JlfPJ  and  der  FarabelflScheiTL /behandelt,  die  Gleichung: 


^(/+i)=(/'^<^  +  ^)Y 


12 


ß\ 


welche  der  Voraussetzung  entspricht,  dass  das  Belastungsmaterial 
dasselbe  spedfische  Gewicht  hat,  wie  das  GewOlbbogenmaterial, 
dass  femer  als  Erafteinheit  das  Gewicht  dieses  Materials  pro 
Gubikeinheit,  und  als  Längeneinheit  die  rechtwinkelig  zur  Bild- 
fläche gerichtete  Dimension  der  Masse  gewählt  wird.     Wenn  statt 

*)  inalytiiche  Mechanik  (8.  Aufl.)  §  Sl. 
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dessBD  angenonimen  wird,  dass  diese  letztere  Dimenajoii  1  Meter 
beträgt,  and  dase  das  Gewicht  des  Materials  pro  Cubikmeter  die 
Grosse  y  bat,  so  ist  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Oleichunfr 
noch  der  Factor  „7"  hiniuiafflgen;  und  man  erhält  durch  Auf- 
lösung derselben  für  H  den  Werth: 


')  -M'W^]- 


Da  der  Flächeninhalt  der  Scheitelfugenfläcbe ,  auf  welche  der  Ho- 
rizontaldruck  H  gleichförmig  sich  Tertheilt,  die  QrOase  c .  1  liat,  so 
ist  zugleich: 

4)     H=S.c 
zu  setzen,  wenn  die  practisch  zulässige  Druckspannung  pro  Quadrat- 
meter  dieser  Fläche  mit  .S*  bezeichnet  wird. 

Da  erf^rungsgemäss  feststeht,  dass  schwereres  Baumaterial-' 
im  Allgemeinen  eine  grossere  Druckfestigkeit  besitzt,  als  leich- 
teres, so.  ist  es  —  innerhalb  der  Grenzen,  welche  hier  in  Be~ 
tracht  kommen  —  zulässig,  die  GrOsse  S  proportional  der  GrOssfr 
Y  anznnehmen.  Da  femer  die  von  den  mobilen  Belastungen  her- 
vorgebrachten ErachOtteruDgen,  sowie  auch  die  von  denselben  ver- 
ursachten Schwankungen  der  St&tzlinie,  bei  grosseren  GewOlbe- 
Constructionen  eine  weniger  nachüieilige  Wirkung  ausäben  als  bei 
kleineren,  so  darf  man  ausserdem  die  Grosse  S  annäherungsweise 
der  GewOlbstärke  c  proportional  setzen.  Hiernach  wurde  die  QrOsse  S 
zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 

6)    S  =  }c.-{.e, 
in    welcher  k  einen    nnmerischen   ßrfahrungscoefficienten    bedeutet, 
welcher  nach  practisch  ansgeführten,  bewährten  GewOlbe-Construc- 
tionen    festzustellen   ist   und    erfohrungsgemäss   gleich    2&   gesetzt 
werden  kann.     Nach  Gleichung  4)  ist  also:  * 

6)    fl=25.Y-c» 
zu  setzen,    und  wenn  man  diesen  Werth  für  H  in  Gleichung  3) 
sabstitoirt,   so   erhält  man   für   die    GewOlbstärke  c  die    folgeud« 
Gleichung: 

'  130O./+160.»! 

um  die  Gr{>Bse  c  ans  dieser  Glaictiung  zn  bereohnen,  het  miu> 
zunächst  abküTzungsweise  den  Ausdruck: 
8)     300./+160.c  =  C 

BKtcc,  Inganlear-Uschinlk.    3.  AbH.  28 
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zn  setzen  und  nach  Substitation  desselben  alBdann  der  obigen  Olei- 
cbnng  die  folgende  Forna  la  geben: 

Indem  man  diese  Qteichang  als  quadratische  Qleichung  bebandelt, 
erhält  man  durch  AuHOsung  derselben  fflr  c  den  Werth: 

Mittelst  der  beiden  Gleicbungen  8)  und  10)  kann  man  nun- 
mehr die  Grosse  c  auf  folgende  Weise  berechnen.  Indem  man 
zuerst  das  Glied  150 .  c  in  Gileichung  S)  reroachUsB^  und  dem- 
gemäss  C=300./  setzt,  findet  man  aas  Qleichuog  10)  zanäohst 
einen  Annäberungswerth  für  die  GrOsse  c.  Nach  Substitution 
dieses  Annäherungsnerlbes  kann  man  aus  Gleichung  8)  den  ge- 
naueren Werth  von  C  berechnen,  und  mit  Benutzung  dieses  letzteren 
findet  man  nachher  aus  Gleichung  10)  den  genaueren  Werth  von 
c,  worauf  —  falls  dies  erforderlich  scheint  —  die  obige  Correction 
noch  ein  Mal  wiederholt  werden  kann. 

Die  in  den  obigen  Gleicbqngen  mit  /  und  l  bezeichneten 
Grössen  sind  nach  Fig.  &16  zu  berechnen  aus  den  Gleichungen : 

11)  /=r(l— cos60")  =  0,6.r, 

12)  i  =  r.  sin  60"  =  0,866.  r, 

Welche  nicht  nur  für  volle  Halbkreis- GewOlbe  gelten,  sondern  über- 
haupt für  alle  Kreisbogen-Gewölbe,  deren  halber  Centri-Winkel  « 
zwischen  90"  und  60°  beträgt.  Wenn  dagegen  dieser  Winkel  a 
kleiner  ist  als  60",  so  hat  man  für  jene  Grössen  die  unmittelbar 
gegebenen  Werthe;  /— r(l^co8a)  und  i=rsina  zu  snb- 
stitniren. 

Hiernach  würde  man  aas  den  obigen  Gleichungen  fflr  r  ^  0 
den  Werth  c  =  0  erhalten  und  Oberhaupt  für  sehr  kleine  Halb- 
messer einen  Werth,  welcher  für  die  practische  Ausführung  als 
zn  klein  verworfen  werden  müsste.  Es  empfiehlt  sich  daher  aus 
practischen  Grönden:  zu  der  berechneten  (von  r  abhängigen) 
Grosse  c  noch  das  constante  (von  r  unabhängige)  Glied  Cg  hin- 
zuzufügen, und  die  definitiv  zn  wählende  Gewölbstärke  aua  der 
Gleichung: 

13)  c  =  e.+« 
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ZU  berechnen,  in  welcher  Cq  ^  O"",!  gesetzt  werden  kann,  als  Uini- 
mnm  der  practiach  ausführbaren  QewOlbstftrke,  oder  derjenige  Qrenz- 
werth,  welchen  die  Grösse  c  erreichen  soll,  wenn  r  =  0  wird. 

Für  die  in  Gleichung  10)  mit  h  bezeichnete  Grftsse  bat  man 
diejenige  BelastungshOlio  einzusetzen,  welidie  naan  erlält,  indem 
man  sich  die  mobile  Belastung  durch  eine  Belastnngsschtcbt  vom 
specifischen  Gewichte  des  GewOIhmsterials  repräsentirt  denkt  und 
die  Hohe  dieser  Schicht  zu  der  permanenten  BelastuugshObe 
hinzu  addirt. 

um  I.  B.  für  ein  HalbkieisgewQlbe,  dessen  innerer  HalbmeHer:  r  =  t'^ 
nnd  dessen  totale  BelsBtnngBli&he :  A^l"  beträgt,  die  erforderliehe  OewSlb- 
stärke  in  berechnen,  bat  man  nach  Oleichnng  II)  und  Gleichnng  18)  die 
Wertbe:  /=  im  and  I  =;  l^.TSa  in  sabatitDir^n.  Man  erbSlt  dann  naeh  Qlei- 
chang  8),  indem  man  lanächat  das  Glied  150  .  e  TtmaehlSwigt,  fOr  die  GrOsse 
C  den  Anräbernngin-ertb  C  — SOQ.  Mit  Benntznng  desselben  Sndet  man  aas 
Gleichung  10)  fDr  die  GrSsae  c  den  Annübernngswerth  «  =  0,296.  Hiernach 
ergiebt  sich  ana  Gleichung  S)  der  genanere  Werth:  C^^ii,  nnd  nach  Snb- 
etitation  desselben  erhält  man  am  Gleiebnng  10)  den  genaneren  Werth : 
«  =  0,2I5.  Far  die  wirklich  la  wählende  Oewölbstirke  ergiebt  sich  nnnmehr 
ans  Gleichung  18)  der  Werth; 

c  =  0,1  +  0,375  =  O^STS. 

Für  r=  10™  nnd  h^  1"  würde  man  anf  gleiche  Weise,  indem  mu 
/^s™  nnd  I^8™,66  »etzt,  innicbst  die  Ann&herungawerthe :  C=:  1500  und 
e  =:  0,S93  erhsllen.  Die  Anwendung  des  oben  erklärten  Correetionsvetfahren-i 
fahrt  alsdaun  in  den  genaneren  Werthen:  C  — 1629  nnd  i;=  0,8fi3,  Hiernach 
«rgiebt  sich  ffir  die  wirklich  tn  wählende  GewOlbKSrke  in  diesem  Falle 
der  Werlb: 

C  =  0,1  +  0,863  =  0">.983. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  r  =  S°>  nnd  h:=10i°  settt,  so  erhält  man 
»nf  dieielbe  Welse  den  Werth:  c  =  0'",795. 

Fflr  einen  GewClbbogen,  dessen  halber  Centriwinkel  a  nar  SO  Grad  be- 
trägt, ist:/=»-(l  — coa80^  =  0,184r  nnd  I  =  r  .sin  30»  =  0,5  .  r  in  setien. 
Wenn  also  di«  Spannweite  10  Meter  beträgt,  »  ist  r=10'°  tn  aetien; 
folglich  wird  fBr  diesen  Fall:  /=l"',S4  nnd  ;  =  6".  Hiernach  erhält  man 
fiir  h^  t°>  ans  den  obigen  Gleichungen  znnächst  die  An  näher  an  ga  werth  e 
C  =  402  nnd  e  =  0,887.  Die  Anwendung  des  oben  erklärten  CorrectioDü- 
■rerfahrens  fahrt  alsdann  in  den  genaueren  Werthen:  C=51T  nnd  «  =  0,760. 
FQr  die  wirklich  erforderliehe  GewölbstSrke  ergiebt  sich  hiernach  der  Wertb: 
C  =  0»,8«0.*) 

*)  Vergl.:  v.  Kaven,  „Vorträge  über  Ingenieur- Wissenschaften".  Ente 
Abtheilnng:  „Wegeban".  (Zweite  Auflage.  Hannover.  Carl  RQmpler)  Das 
oben  erklärte  Verfahren  ist  dasjenige,  welches  v.  Eaven  bei  Ableitung  seiner 
4m  twOlften  Abschnitte  des  Anhanges  aufgestellten)  empirischen  Formeln  an- 
wendete. 
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Die  obigen  Oleichangen  wördeo  auch  bei  Halbmessern  vod 
mebreren  tausend  Metern  noch  einen  bestimmteD  endlichen  Werth 
fär  die  OewOlbstarke  ergeben,  obwohl  nach  §  131  ein  ÖewOtbbi^D 
von  solchen  Dlmensiooen  die  Greozen  der  Aosffihrharkeit  weit  über- 
scbreiteD  nflrde.  Die  obige  Berechnungsmethode  ist  daher  —  wie 
überhaupt  die  Anwendung  empirischer  Formeln  —  nar  bedingungs- 
weise zu  empfehlen,  und  man  darf  keineswegs  erwarten,  immer 
brauchbare  Werthe  mittelst  derselben  zu  erhalten.  Vielmehr  wird 
man  —  insbesondere  bei  grösseren  Spannweiten  und  Belastungs- 
hoben  —  die  mittelst  jener  Methode  berechneten  Werthe  stets  nur 
als  vorläufige  A.nn&hernngs werthe  betrachten  dürfen,  welche  noch 
einer  nftberen  Prüfung  und  einer  Gorrection  mittelst  der  früher 
entwickelten  Theorien  unterworfen  werden  müssen.  Bei  diesem 
GorrectioDBver&hren  wird  man  dahin  zu  streben  haben,  für  die  Oe- 
wOlbstflrke  wo  m&glich  eine  solche  Qrdsse  aufzufinden,  bei  welcher 
die  Stutzlinie  ganz  in  das  innere  Drittel  des  Bogens  hineingelegt 
werden  kann,  und  bei  welcher  zugleich  die  practiach  zulässige  Druck- 
spannung an  keiner  Stelle  überscbritteD  wird. 
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Hydraulik. 


Die  fiüssigeD  EOrper  kOnoen  betrachtet  werden  als  elastische 
Efirper,  in  weldien  die  Widerstände  gegen  Zug-Erftfte,  sowie  die 
Widerstände  gegen  Abacfaeerangs-Eräfte  gfinzlicb  fehlen,  und 
bei  welchen  zugleich  der  Beibungscoefflcient  der  Kühe  die  OrOsse 
Null  hat.  Auf  ein  FIKcbenelemaot  im  Innern  einer  flässigeo  Masse 
kOanan  daher  von  den  anliegenden  Theilchen  derselben  nur  Druck- 
Emfte  übertragen  werden,  welche  rechtwinkelig  gegen  das  Plftchen- 
eiement  gerichtet  sind. 

Wenn  man  sich  durch  die  flüssige  Hasse  eine  ebene  Schnttt- 
fi9che  bindorchgelegt  denkt  und  die  Summe  der  von  der  einen 
oder  von  der  andern  Seite  her  gegen  den  beliebig  gew&blten 
Theil  F  dieser  Fl&che  wirkenden  Druckkräfte  mit  P  bezeichnet, 
so  wirkt  auf  jede  Plftcheneinheit  dieser  Fläche  durchachnittlich  der 

p 
Druck  -=-  ■    Denkt  man  sich  die  Fläche  F  allmählich  abnehmend 

und  schliesslich  zu  einem  Funkte  zusammenschrumpfend,  so  erkennt 

p 
man,  dass  der  Quotient  ~=r  alsdann  einem  bestimmten  Grenzwerthe: 


1)    ?  =  llm.(^) 


sidi  Dähem  wird.  Dieser  feste  Grenzwerth  p  wird  der  Druck 
pro  Flächeneinheit  in  jenem  Funkte  genannt.  Die  GrOsse  dieses 
Druckes  Ist  unabhängig  von  der  Bichtung  desselben,  d.  h.  unab- 
hängig von  der  Kobtang  der  Noimalen  jener  Drackfläche.*) 

*)  Vergl.  §  1S8  und  .Technitehe  He«h«nik',  Cap.  XXTIH. 
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Weon  ferner  mit  M  die  in  einem  bestimmten  Baumtbeile  J 
enthaltene    Masse   bezeichnet   wird,   so   ist   in   jeder   Cubikeinheit 

dieses  Rauminhaltes  durchschnittlich  die  Masse  -y  enthalten.   Denkt 

man  sich  den  Banminhalt  J  allmählich  abnehmend  und  endlich  bis 
auf  einen  Fnnkt  Eusammenschrumpfend,  so  erkennt  man,  dass  jener 

Quotient  -j-  alsduin  einem  bestimmtea  Grenzwerthe: 


2)  .=i-(f) 


sich  nähern  wird.  Dieser  feste  Orenzwerth  [t  wird  die  Hasse 
pro  CubikeiDheit  oder  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  in  jenem 
Funkte  genannt. 

Ausser  den  inneren  (Oruck-)Kräften,  welche  die  benachbarten 
FlfisBigkeitstheilchen  in  ihren  GreniflScben  anf  einander  gegenseitig 
übertragen,  werden  im  Allgemeinen  auch  noch  äussere  Kräfte  vor- 
handen sein,  welche  ans  der  Ferne  her  auf  die  Massentbeilcben  der 
FlOssigkeit  einwirken.  Von  diesen  äusseren  Kräften  wird  voraus- 
gesetzt, dass  Richtung  und  GrOsse  derselben  nur  von  den  Orten  der 
Massentbeilcben  abhängen  und  mit  den  Coordinaten  dieser  Orte 
stetig  sich  ändern.  Die  auf  einen  bestimmten  Massentbeil  wir- 
kenden äusseren  Kräfte  werden  alsdann  um  so  mehr  als  ein  durch 
eine  Mittelkraft  darstellbares  System  von  Parallelkräften  betrachtet 
werden  dürfen,  je  kleiner  dieser  Massentbeil  angenommen  wird. 
Wenn  mit  K  die  GrOsse  dieser  Mittelkraft  für  das  Massentbeilcben 
K 

jede  Uasseneinheit  dieser  Masse  M  wirkt.  Denkt  man  sich  die 
Masse  M  allmählich  abnehmend  und  den  von  derselben  ausgefSIlteD 
Raum    auf   einen  Punkt   zasammenschrumpfend,    so  erkennt  man, 

dass  jener  Quotient  -pr  alsdann  einem  bestimmten  Grenzwerthe: 


3)    x=lim.(^) 


sich  nähern  wird.     Dieser  feste  Grenzwerth  x   wird  die  in  jenem 
Punkte  wirkende  Kraft  pro  Masseneinheit  genannt. 

Die  auf  solche  Weise  definirten  Grossen  p,  \l,  h  sind  als  stetige 
Functionen  der  Coordinaten  zu  betrachten.  Wenn  also  mit  u  der 
Werth  bezeichnet  wird,  welchen  eine  dieser  Grödsen  in  demjenigen 
Punkte  hat,    dsssea  Coordinaten  x,  y,  z  sind,    und   mit  Au   der 
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Zuwachs,  welcheo  die  Grösse  u  erliftlt,  wodd  die  Coordinate  x  um 
die  G-rösse  ü.x  Tergrftsseit  wird,  so  kommt  auf  jede  L&ngeneinheit 

der  Strecke  Ax  durchschnittlich  die  Zucahme  -r — .  Der  paitielle 
DiffereDzialqnotient : 

bedeutet  also  die  Zunahme  dar  Grösse  u  pro  Längeneinheit  in  der 
Richtung  der  JT-Ächse  für  jene  Stelle.  Um  die  unendlich  kleine 
AenderuDg  zu  erhalten,  welche  die  GrOsee  u  erleidet,  wenn  die 
Coordinate  x  um  die  unendlich  kleine  Grösse  dx  zunimmt,  hat  mau 
demnach  jenen  Differeozialquotienten  mit  der  GrOsse  dx  zu  multi- 
pliciren.  Auf  analere  Weise  sind  die  Aendeningen  der  Grösse  u 
in  Bezug  auf  die  Richtungen  der  anderen  beiden  Coordinaten-Achsen 
zu  bestimmen. 

§  166- 
Allgemalne  Dmaranlilgltlchung  dM  hydroitmtlichan  Drucke«. 

Wenn  mit  [i  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  mit  p  dar  Druck 
pro  Fiachenainheit,  mit  x  die  Kraft  pro  Uassenainheit  bezeichnet 
wird  in  demjenigen  Punkte,  dessen  Coordinaten  x,  y,  z  sind,  so 
künnen  die  auf  ein  daselbst  befindliches  Flüssigkeitstheilchen  wir- 
kenden Kräfte  auf  folgende  Weise  berechnet  werden.  Dankt  mao 
sich  das  Ton  diesem  Theilchen  erfüllte  Raumelament  äJ  yon  der 
Form  eines  Parallelepipedons,  dassan  Kanten  Ax,  dy,  dz  sind,  eo 
erhftit  man  für  die  in  diesem  Raumelemente  enthaltene  Masse  dld 
den  Ausdruck: 

1)     dM  =\L.dJ=^.dx  .dy  .dz. 

Auf  dieses  Massenelament  wirkt  von  aussen  her  dia  Kraft: 
X .  dM.  Wenn  also  mit  X,  Y,  Z  die  drei  Seitenkräfle  der  Kraft 
X  bezeichnet  werden,  so  ei^ebt  sich  för  die  in  der  Richtung  ÄX 
auf  das  Hassenelement  wirkende  Seiteskraft  dar  in  Fig.  519  an- 
gegebene  Werth:  X.dM.  Ausserdem  wirken  auf  dieses  Hassen- 
Clement  noch  die  rechtwinkelig  gegen  die  Seitenflächen  des  Pa- 
raltelepipedoDS  gerichteten  Flächendrncke,  und  zwar  parallel  zur 
Achse  ÄX  die  Dräcke  gegen  diejenigen  beiden  Seitenflächen, 
welche  der  Ebene  AYZ  parallel  sind.  Nach  der  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Erklärung  ergeben  sich  fflr 
diese  beiden  Flftchendröcke  d^  in  Fig.  619  ai^egebenen  Werthe. 
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Indem  man  nunmehr  die  algebnische  Summe  a&mmtltcher  parallel 
zur  Achse  ÄX  gerichteten  Seitenkräfte  gleich  NtiU  eetst,  erhlLlt 
man  die  Qleichang: 

2)    0  =  X.dJtf— (^^-).(f.t.rft/.rf2, 

und  wenn  mao  hierin  für  dM  den  in  Gleichung  1)  angegebenen 
Werth  substituirt,  so  erh&lt  man  fär  den  partiellen  Differenzial- 
quotienten  ron  p,  nach  x 
genommen,  den  folgenden 
Aasdruek: 

3)    ^  =  ..X 

Auf  gleiche  Weise  findet 
man  in  Bezug  auf  die  an- 
deren beiden  Goordinaten- 
Achsen  die  Qleichuugen: 

Nachdem  auf  solche  Weise  die  WerUie  der  drei  partiellen 
Differanzialquotienten  gefunden  sind,  kann  man  das  totale  Diffe- 
renzial  von  p  berechnen  aus  der  Gleichung: 

e,   .,^(^),,  +  (|-),„  +  (^).., 

welche  nach  Substitution  der  obigen  -drei  Ausdrücke  die  folgende 
Form  annimmt: 

7)     dp  =  n  [Xtlx  +  Ydy  -\-  Zdz), 
nad  in  dieser  Form  die  allgemeine  Gleichgewichtsbediuguug  einer 
rnhendeo  flüssigen  Masse  oder  das  hydrostatische  Grundgesetz 
darstellt 

Diese  Gleichung  kano  man  auf  zweierlei  Weise  benutzen,  um 
das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  der  Druck  pro  Fläohenein- 
faeit  im  Innern  der  flüssigen  Masse  sich  ändert  Wenn  man  für 
die  Grössen  [i,  X,  F,  Z,  welche  nach  der  im  vorigen  Paragraphen 
gegebenen  Erklärung  als  Functionen  der  Coordinaten  zu  betraditen 
sind,  die  dem  gegebenen  Falle  entsprechenden  Ausdrücke  io  der 
obigen  Gleichung  substituirt  so  erhält  man  durch  Integration  der- 
selben eine  Gleichung  ron  der  Form: 
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8)    p  =  Fix,  y,  z), 
Trelche   die  GrOsse  p   ala  Fonction    der   drei  Coordinaten  x,  y,  z 
duBtellt   ood   in   dieser  Form    zur  Berechaung  des  in  jedem  be- 
liebigen gegebeoen  Punkt«  stattfiDdeDden  Druckes  pro  FläoheneiDheit 
direct  beantzt  werden  künu. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  in  der  obigen  Gleichnug  die 
OrOsse  dp  —  als  diejenige  unendlich  kleine  Druck- Aenderung, 
welche  den  beliebig  gewählten  unendlich  kleinen  Coordinaten- 
Aenderungen  dx,  dy,  dz  entweicht  —  gleich  Null  setzt,  so  werden 
durch  diese  Bedingungsgleiahnng  jene  Coordinaten-Aendernngen  in 
solcher  Weise  beschränkt,  dass  die  QrSssen  dr,  dy,  dz  nunmehr 
ausschliesslich  solche  Gombinationen  von  Coordinaten-Aendernngen 
repräsentiren ,  mit  welchen  keine  Aenderung  des  Druckes  p  rer- 
bunden  ist.     Die  Oleichong: 

.    9)     Xäx+Ydy-\-Zdz  =  f) 
ist   demnach   als   Differenzialgleichung   eines  Flftchenelementes   zu 
betrachten,    welches    einer   Fläche    constanten   Druckes    (oder 
«iner  sogenannten  Niveau-Fläche)  angehört,  und  durch  Integra- 
tion derselben  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

10)  /(3;,  y,  2)  =  Con8t., 
welche  die  Gleichung  der  Fläche  selbst  darstellt.  Jedem  Werthe 
der  Constanten  entspricht  eine  beaondeie  Niveau-Fläche.  Dem  üeber- 
gango  von  einer  Fläche  zur  andern  entspricht  eine  Aenderung  des 
Druckes.  In  den  Punkten  einer  und  derselben  Niveau-Fläche  aber 
hat  der  Druck  überall  gleiche  QrOsse.  Zugleich  ergiebt  sich  aus 
§48  der  „analytischen  Mechanik"  (3.  Aufl.).  dass  die  oben  mit  x 
bezeichnete  Mittelkraft  der  drei  Kräfte  X,  Y,  Z  in  jedem  Punkte 
der  Fläche  rechtwinkelig  zu  derselben  gerichtet  ist. 

§  157. 
EInfluu  dar  Schwerkraft  auf  dm  Druck  tro|rfbar  flOMlger  KOrper. 
Bei  allen  flOsaigen  EOrpern  w&chst  die  Dichtigkeit  mit  zu- 
nehmendem Drucke.  Bei  den  sogenannten  „tropfbaren  Flflssig- 
keiten",  als  deren  Bepräsentant  das  Wasser  betrachtet  werden 
kann,  sind  jedoch  diese  Dichtigkeits&nderungen  ao  klein,  dass  unter 
gewöhnlichen  Verhältnissen  bei  solchen  Flüssigkeiten  die  Dichtig- 
keit [I.  als  eine  nach  Raum  und  Zeit  unveränderliche  Grosse  be- 
handelt werden  darf.  Für  den  Fall,  dass  die  von  aussen  her  auf 
die  Massentbetlcben  der  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  in- den  Ge- 
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Wichten  derselben  bestehen,  hat  man  die  im  vorigen  Paragraphen 
mit  X  bezeichnete  Kraft  pro  Haaseneinbeit  gleich  g  zu  setzen,  und 
wenn  zugleich  das  Coordinaten- System  so  gelegt  wird,  dass  die 
Aohse  .i2  mit  der  Kichtung  der  Schwere  zusammenßült,  so  wird: 

X  =  0,        Y=0,        Z  =  g. 
Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  im  vorigen  Paragraphen 
gefundene  allgemeine  Differenzialgleichung  die  folgende  Form  an: 

1)  dp  =  fji  j  dz. 

Hierin  bedeutet  das  Product  ^g  das  Gewicht  einer  Masse,  deren 
Bauminhalt  gleich  der  Gubikeinheit  ist.  Wenn  also  mit  f  das 
Gewicht  der  FlOssigkeit  pro  Gubikeinheit  bezeichnet  wird,  so  ist 
(tj  =  Y  zu  setzen,  und  ea  wird: 

2)  dp  =  -y .  (fe. 

Indem  man  hierin  dp  =  Q  setzt,  erh&lt  man  für  die  Nireau-Flllcheo 
oder  die  Flächen  constanten  Dmckes  die  Gleichung: 

3)  dz  =  0,    oder:    s  =  Const. 

Die  Niveau- Flächen  sind  also  in  diesem  Falle  horizontale 
Ebenen.  Jedem  bestimmten  Werthe  der  Constanten  entspricht  eine 
bestimmte  Horizontal- Ebene,  in  deren  Funkten  der  Druck  ip  eine 
bestimmte  überall  gleiche  Grösse  hat.  Diejenige  Horizontal-Ebene, 
in  welcher  der  Druck  ^  die  Gr&sse  Null  hat,  bildet  die  freie 
Oberfläche  der  Flüssigkeit.  Wenn  also  der  Anfangspunkt  des 
Coordinaten- Systems  in  die  freie  Oberfläche  gelegt  wird,  so  ist 
j)  =  0  zu  setzen  für  a  =  0,  und  durch  Integration  der  Gleichung  2) 
erbSlt  man  für  den  von  der  Schwere  hervorgebrachten  hydrosta- 
tischen Druck  pro  Flächeneinheit  im  Abstände  z  von  der  freien 
Oberfläche  die  folgende  Gleichung: 

4)  j.=  Y.z. 

Der  Druck  gegen  ein  im  Abstände  z  von  der  freien  Oberfläche 
befindliches  Flächenelement  dF  hat  also  die  Grosse: 
ö)  p.äF^'izdF. 
Da  der  Gleichgewichtszustand  der  FlQssigkeit  nicht  gestört 
wird,  wenn  durch  dieselbe  eine  feste  WandflSche  hindurchgelegt 
wird,  so  erkennt  man,  dass  die  obige  Gleichung  auch  dann  noch 
gültig  bleibt,  wenn  das  Flächenelement  der  inneren  Wandfläche 
eines  die  FlQssigkeit  enthaltenden  Gef^ses  angehört. 
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§  158. 
Druck  tu  YuMr*  s*Bsn  «btne  FUchen. 
Um    den   QeBammtdrack    des    Wassers    gegen    eine    verticale 
Bechteckfl&cbe   zu    berechnen,    bat    man    sich^  dieaelbe  auf  die  in 
Fig.  530  angedeutete 


Fig.  520. 


Fig.  581. 


Weise  in  horizontale 
Streifen  von  unend> 
lieh  kleiner  Hohe  zer- 
legt zu  denken,  und 
die  gegen  die  eiaiel- 
nen  Flftchenstreifen 
wirkenden  Drücke 
zusammen  zu  addiren 
(Pig.B21).  DerDmck 
gegen  den  in  der  Tiefe 

z   unter  dem  Wasserspiegel    befindlichen  Streifen    bat   nach  Qlei- 

ehni^  5)  des  vorigen  Paragraphen  die  Grosse: 
1)    dK='iz.bdz. 

Durch   Integration    dieser   Gleichung  erhält   man    für   den    Druck 

g^en  die  ganze  Fläche  AB  den  Ansdruck: 

i 

Den  Abstand  des  Angriffspunktes  J  von  dem  Wasserspiegel 
findet  man  —  auf  dieeelbe  Weise,  wie  is  §  103  der  Angriffspunkt 
des  Erddruckes  bestimmt  wurde  —  Indem  man  das  statlscbe  Mo- 
ment der  Kraft  K  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  0  gleich  der  Summe 
der  statischen  Momente  der  gegen  die  einzelnen  Flftchenstreifen 
wirkenden  Drücke  setzt,  aus  der  Glelcbni^: 


3)    Kl 


oder: 


=  f-izbds 

H 


Wenn  man  hierin  für  K  den  oben  gefundenen  Ausdruck  einsetst, 
so  erhUt  man  für  den  Hebelarm  l  den  Wertb: 


6)    l 


_  2  /H'  —  h'\ 
~  3  \Ji'  —  k')' 
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Ia    i 

'"\ssf^    '           ""l     ' 

^^"  '   !"       *. 

« 

\. 

Auf  analoge  Weise  kann  der  Drack    gegen  die  in  Fig.  632 
dargestellte   Dreieckßitche    ABC  berechnet   werden.     Der   Druck 
p.     522  ^^^  Wassers  gegen  den 

im    Abstände   z   vom 
Wasserspi^el    befind- 
lichen   FUchenstreifen 
hat  die  Grosse: 
6)   dK=yz.uds  = 

und  durch  Integration 
dieser  Gleicbnng  erhält 
"  ^'  man    fSr    den    Druck 

gegen  die  ganse  Dreieckfläche  den  Ausdruck: 

h 

7)    E=^~^((H—z)zdz,    oder: 

welchem  man  nach  SnbstituUon  des  Werthes  H — h!=a  aach  die 
folgende  einfachere  Form  geben  kann: 

9)   ^,r>(.-  +  3°». 

Der    Abstand   des    ADgriffspnnkt«s  J  vom   Wasserspiegel    ist 
niinniebr  zu  berecliaen  aus  der  QieidiaDg: 


10) 


11)     Kl 


Kl  =  fdK.i  =  -jf~rj^  f(n—z)  i'dz,  oder; 


t6 


H- 


aus  welcher  man  nach  Substitution  des  oben  für  K  gefundenen 
Ausdruckes,  indem  man  zugleich  wieder  H — h^a  setzt,  IQr  t 
den  folgenden  Werth  erbUlt: 

.      W  +  ich  +  a- 
">    '-         U  +  2a  - 


i=,Goo<^Ic 


Drock  im  Innern  einer  tropfbar  flüuiKen  Kage). 
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Um  die  andere  Coordinats 

man  sich  die  Dreieckfläche 

Fig.  528. 


auf  die  Verticote  dea  Punktes  A 
Momente  der  gegen  die  einzelnea 
setzt,  erbalt  man  die  Oleicbung: 


des  ÄDgriffspankteB  J  zn  finden, 
auf  die  in  Fig.  523  angadentete 
Weise  in  verticale  nDendlich 
--  schmale  FlSchenstreifen  zerlegt 
zu  deoben.  Der  Druck  gegen 
den  im  Abstände  x  von  dem 
Eckpunkte  A  befindlicben  Strei- 
fen bat  oacb  Qleicbnog  2)  des 
vorigen  Paragraphen  die  OrOsse: 

IS,  .A--,..{?*±f-A'), 

und  indem  man  das  statische 
Uoment  der  Kraft  K  in  Bezug 
gleich  der  Summe  der  statischen 
Fläcbenstreifen  wirkenden  Drücke 


14)    Ks 


-j..{^ 


+  vy  ■ 


welcher  mau  oach  Substitution 
folgende  Form  geben  kann: 


des  Werthes    i  =  -=-  ■  x  auch  die 


15)    Ks  = 


^f 


(ßbhx-^-ax^xdx,    oder: 


16)   ft  =  r»6'(|+-i). 


Wenn  man  hierin  für  K  den  oben  gefundenen  Ausdruck  einsetzt, 
so  erhalt  man  ffir  s  den  Werth: 

■  8fi+3a 


17) 


\  12/,  +  4«  / 


Aus  den  Gleichungen  12)  und  17)  ergeben  sich  z.  B.  für  A  =  0 
die  Werthe:  1= -^r-   und   s=-^b.*) 


§  159. 
Druck  im  iMBm  einer  tropthar  HButgen  Kitgel. 
Nach  §  46  der  „analytischen  Uechanik"  (3.  Aufl.)  ändert  sich 
die  von  einer  bom(^enen  Eitgel  auf  einen  materiellen  Punkt  aus- 

- )  Vergl.  .TecliDiiche  Hechftuik*.  (I.  Aufl.).    §  18Ö. 
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Achter  Abtchnitt.    §  159. 


geübte  ÄDziehungskraft;  im  Innern  der  Eugel  proportional  dem  Ab- 
stände vom  Mittelpankte  derselben.  Wenn  also  mit  A  der  Werth  be- 
zeichnet wird,  welcbeo  die  in  §  166  mit  x  bezeichnete  „Kraft  pro 
Masseneinheit"  im  Abstände 


Fig.  hU. 


„Eins"  vom  Mittelpunkte 
annimmt,  bo  ist  för  die  im 
Abstände  p  vom  Mittelpunkt« 
befindliche  Stelle: 
1)  x  =  ^p 
zu  setzen,  nnd  fQr  die  drei 
Seitenkrftfte  dieser  Kraft 
ergeben  sich  ans  Fig.  534 
■^  die  Werthe: 


2)X  = 


-Af- 


-Ax, 


3)  Y=  —  Af-^  =  —Aif, 


i)Z- 


-Af- 


-  =  ~Az. 


Nach   Substitution    derselben    nimmt   die    allgemeine   Differenzial- 
gleichuflg  des  hydrostatischen  Druckes  die  folgende  Form  an: 

6)  dp  =  —  [t.Ä  (xdx  -\-  ff  dt/  -\-  zdz)  =  —  ^Aptip. 
Wenn  man  hierin  ä}>  =  0  setzt,  eo  erhält  man  die  Gleichung: 
<2(p'):=0  oder  p  =  Const,  welche  zeigt,  dass  die  Flächen  constan- 
ten  Druckes  in  diesem  Falle  Eugelflftchen  sind.  Der  Gleichung 
p  ^  r  entspricht  diejenige  Kugelfläche,  in  welcher  der  Druck 
gleich  Null  ist,  nämlich  die  freie  Oberfläche  der  flSssigen  Kugel. 

Indem  man  die  obige  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  p,  auf  der  rechten  zwischen 
den  zugehörigen  Grenzen  r  und  p  —  gelangt  man  zu  der  folgenden 
Gleichung: 


6)  \dp  =  —  [i-^/p  dp, 

7)  y  =  M(J^)- 


Wenn  mit  g  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die  GrOase  x 
an  der  Oberfläche  der  Kugel  annimmt,  so  ist  die  Constante  A  zu 
berechnen  aus  der  Gleichung: 
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8)     Ar  =  ^, 
und  nach  Substitution  des  hieraus  für  A  zu  entDehmeoden  Werihes 
kann  man  der  TorbergebeDden  Gleichting  die  folgende  Portn  geben: 

Hierin  bedeutet  das  Prodnct  ^^  die  Erafl;,  mit  welcher  die  in  der 
Cabikeinheit  enthaltene  FlOasigkeitsmaase  an  der  Obeiflacbe  der 
Kugel  von  letzterer  angezogen  wird,  und  wenn  man  dieae  Kraft 
mit  Y  bezeichnet,  so  wird: 


10)  p  =  ir-(i-ii). 


Pflr  p  =  0  wird  p=  '    ■    Der  Druck  der  Flacheneinheit  im 

Mittelpunkte  der  Kugel  betragt  also  die  H&lfte  von  demjenigen 
Drucke,  welchen  eine  Flflssigkeits-S&ule,  deren  Hohe  gleich  dem 
Halbmesser  der  Kugel  ist,  an  ihrer  G^rundflache  ansähen  würde, 
wenn  das  Gewicht  pro  Masseneinheit  (oder  die  Fallbescbletmignog) 
IfiDgs  der  ganzen  Höhe  der  S&ule  die  constante  Grösse  g  hStte. 

Denkt  man  sich  die  Sfissige  Kugel  in  eine  feste  Kugel  ver- 
wandelt, so  erkennt  man,  dass  die  von  derselben  aiisgeabte  An- 
ziehungskraft dabei  keine  Äenderung  erleiden  würde.  Wenn  also 
die  Erde  als  eine  homogene  Kugel  betrachtet  werden  dürfte,  so 
würde  man  die  obige  Gleichung  —  indem  man  darin  für  f  das 
Gewicht  eines  Ciibikmeters  Wassers  setzt  —  benutzen  kennen,  um 
bei  einem  mit  Wasser  gefüllten  bis  zum  Erdmittelpunkte  reichen- 
den Schachte  den  hydrostatischen  Druck  in  einer  gegebenen  Tiefe 
daraus  zn  berechnen. 

§160. 
Relitlv»  GI«Ichg«wtcM  slnw  rolfranden  WuMrmuie. 
Eine  Wassermasse,  welche  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a 
um  eine  rerticale  Drehachse  gleichfSrmig  sich  dreht,  befindet  sich 
in  relativem  Ruhezustände  in  Bezng  auf  einen  Raum,  welcher  die 
gleiche  Drehbewegung  ausführt,  um  die  Bedingungen  des  rela- 
tiTon  Gleichgewichtes  zo  finden,  hat  man  zu  den  wirklich  vorhan- 
denen Krftften  noch  die  jener  Drehbewegung  entsprechenden  Cen- 
trifugalkräfte  hinzuzufügen  und  alsdann  die  Wassermasse  als  im 
absoluten  Ruhezustande  befindlich  anzusehen.  Die  Centrifugalkraft 
eines  im  Abstände  p  von  der  Drehachse  befindlichen  Massenteil- 
chens dM  hat  die  Grösse:  dMpm*;  folglich  hat  die  Centrifugalkraft 
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pro  Hasseneinbeit  an  dieser  Stelle  die  GiOsse  foK  Die  vlrkltcli 
vorbandene  Kraft  ist,  die  Scbwerkraft,  welche  pro  Hass6n«inbe)jt 
überall  die  Qröase  g  bat  Hier- 
nach ergeben  sich  aus  Fig.  525 
und  Fig.  526  fflr  die  drei  Seiten- 
kr&fte  der  in  §  166  mit  x  be- 
zeichneten Kraft  die  Werthe: 

1)  X=:  pra* .  cos  a  =  a*x, 

2)  Y  =  pffl* .  sin  IX  =  to*y, 

3)  Z=-g, 
nnd  sach  Sabstitution  derselben 
nimmt  die  allgemeine  Differen* 
zialgleichnng  des  bydrostatiscben 
Druckes  die  folgende  Form  an: 
4)  dp=^{(a*(xdx-\-ifdy)—gdz\r 

oder: 
ö)  rfp  ^  [1  {«>•.  prfp — g  .  dz). 
Durch  Integration  dieser  Glei- 
chnng  erhält  man  für  den  Druck 
an  der  im  Abstand«  p  von  der 
Drehachse  und  in  der  Hübe  z 
über  der  Bodenfläche  befindlichen 
Stelle  die  Gleichung: 


6)    ^=[1.  - 


-yzJ  +  ConaL 


Für  e=^0  und  z=h  wirdp=0; 
also  ist  die  Constante  zu  berech- 
nen aus  der  Gleichung: 
7)    0  =  —  lijA  +  Const. 

Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  von  der  vorhergehenden  snb- 

trahirt,  so  erhftlt  man  die  Gleichung: 

8)    P  =  V-{'f  +  3il>-'))' 

welcher  man  nach  Substitution   der  Werthe  in^  =  v  und  [ijr  =  Y 
auch  die  folgende  Form  geben  kann: 


9)  p^yi^+i—d- 
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In  dieser  Qleicbung  bedeutet  v  die  Peripberiegeschwindigkeit 
des  im  Abstände  p  tod  der  Drehachse  befindlichen  Punktes,  nnd 

Wenn  die 

Drehbewegnng  nicht  stattfinde,  so  wQrde  die  dem  Drucke  p  ent- 
sprechende Druckhohe  die  GrOsse  h- — z  haben.  Die  obige  Glei- 
chang  zeigt  also,  dass  durch  den  Binfluss  der  Drehbewegung  diese 
Druckhöhe  um  jene  GeschwindigkeitshOhe  vergrOssert  wird. 

■  Wenn  man   iu  Gleichung  ö)  die 

'^'  GrOsse  dp  gleich  Null  setzt,  so  kann 

man  derselben  die  Form  geben: 

10)     (/2  =  — -prfp, 

und  durch  Tnt^ration  derselben  er- 
hält man  für  die  Fiäcbe  constanten 
Druckes  die  folgende  Gleichung: 


in  welcher  die  Constante  c  denjenigen 
Werth  Ton  z  bezeichnet,  welcher  dem 
Wertbe  c^O  entspricht,  oder  die 
Coordinate  desjenigen  Punktes,  in  welchem  jene  Fläche  die  Dreh- 
achse schneidet  (Fig.  527).  Die  obige  Gleichung  zeigt,  dass  die 
Fläche  constanten  Druckes  eine  Paraboloid-Oberfläcbe  bildet,  welcbe 
man  sich  durch  Umdrehung  einer  Parabel  um  ihre  Achse  ent- 
standen denken  kann.  Die  Höhendifferenz  zwischen  dem  in  der 
Drehachse  liegenden  Scheitelpunkte  und  einem  ausserhalb  der 
Drehachse  befindlichen  Punkte  dieser  Fläche  ist  stets  gleich  der 
Geschwindigkeitsböhe  des  letzteren.  Wenn  man  in  der  obigen 
Gleichung  fär  die  Constante  c  den  Wertb  h  einsetzt,  so  erhält 
man  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche. 

§161. 
Dnick  der  ■ImnphllriidMn  Luft. 

Während  hei  den  tropfbar  fiussigen  Körpern  die  Dichtigkeit 
(JL  als  eine  nach  Baum  und  Zeit  unveränderliche  Gröase  betrachtet 
werden  konnte,  bat  man  bei  den  gasförmigen  Flüssigkeiten  —  als 
deren  Repräsentant  die  atmosphärische  Luft  gelten  kann  —  die 
Grosse  [i  als   eine  Function  des  Druckes  p   zu  behandeln.     Nach 

Bittar,  Ingenlinr-lIechiDlk.    3.  Aufi.  39 
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dem  Uariotte'schea  Gesetze  ist  im  lunern  einer  ruhenden  Gas- 
maase  von  constaoter  Temperatur  der  Druck  Aberall  proportiooal 
der  Dichtigkeit  derselben.  Wenn  also  mit  p'  der  Druck  be- 
zeichnet wird,  welcher  der  Dichtigkeit  (i'  entspricht,  so  kann  das 
Uariotte'sche  Gesetz  ausgedrückt  werden  durch  die  Gleichung: 

i)    4=^^. 
P         \^ 
tmd  nach  Substitution  des  hieraus  fär  die  Grösse  [l  steh  ei^eben- 
den  Werthes  nimmt  die  allgemeine  Differenzialgleichung  des  hydro- 
Btatisehen  Druckes  die  folgende  Form  an: 

2)  dp=^rp(.X(ix-^¥dy  +  Zdz). 

Um  des  EiuÖoss  der  Schwerkraft  auf  den  atmosphärischen 
Druck  zu  bestimmen  und  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  der 
Luftdruck  mit  der  Höhe  über  der  ErdoberflUche  sich  ändert,  hat 
man  in  der  obigen  Gleichung  —  indem  man  sich  die  ^- Achse 
vertical  aufwärts  gerichtet  denkt  —  die  Werthe: 
X  =  0,  r  =  o,  Z=—g 
zn  substituiren,  und  erhält  alsdann  für  die  Druckzunahme  dp, 
welche  der  Höhenzunahme  de  entspricht,  die  Gleichung: 

3)  dp  =  -^-iL'9.d^. 

Hierin  bedeutet  das  Product  ^'  g  ^y'  das  Gewicht  eines  Cubik- 
meters  Luft  bei  der  dem  Drucke  p'  entsprechendeu  Dichtigkeit. 
Nach  Substitution  dieses  Wertfaes  kann  man  der  obigen  Gleichung 
auch  die  folgende  Form  geben: 

t'     P 
und  wenn  man  dieselbe  nuamehr  integrirt  —  auf  der  lluken  Seite 
zwischen  den  Grenzen  2^   und  «,,    auf  der    rechten  zwischen  den 
zugehörigen  Grenzen  ^,    und  p,  —  so  erhält  man  die  Gleichung: 


5)     f'd^  =  ~£^f^,    od.,: 


6)     ..-e.=  (,-.,,g(Ä). 

Bei  mittlerem  Barometerstande  hat  in  der  Höbe  des  Meeres- 
spiegels der  atmosphärische  Druck  pro  Quadratmeter  die  Grösse: 
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7)  j/=  10336  Kil-, 

uad  bei  der  Temperatur  Null  Qrad  (Celsius)  bat  das  Gewicbt  «inea 
Gubikmelers  Luft  von  dar  diesem  Drucke  ^ntsprecbeodea  Dichtig- 
keit die  GrdBse:' 

8)  t'  =  1.293  Kil. 

Der  QooÜent  -^  bat  &\so  t&r  atmospbfiriscbe  Luft  bei  einer  Tem- 
peratur von  Null  Qrad  die  OrOase: 
p'_  10336  _ 

Nach  SubstitutioD  dieeea  Werthes  nimmt  die  oben  gefundene  Glei- 
cbung  die  folgende  Form  an: 


10) 


..-.,=7992.1g(a-). 


Mitteht  dieser  Qleicfaung  wflrde  man  die  einem  gegebenen  Druck- 
verbältDisse  entsprecbende  Höhendifferenz  berechnen  können,  wenn 
die  Luft- Temperatur  überall  Nnll  Grad  betrage,  und  die  Ä!tmoBphftra 
frei  von  Wasaerdftmpfen  wäre. 

Indem  man  dp  ^0  setzt,  findet  man  (auf  dieselbe  Weise  wie 
in  §  167),  dass  die  Flflcben  constanten  Druckes  Horizontal-Ebenen 
sind,  and  da  die  Dicbtigkeit  eine  Function  des  Druckes  ist,  k 
sind  die  Flächen  constanten  Druckes  zugleich  Fl&cben  constauter 
Dichtigkeit. 

§  162. 
BarDckilcMlgung  der  VenndBrllchhall  der  SchwerkreH. 
Naeb    dem  Newton'schen  Graritationsgesetze    ändert   sich   die 

Ton  der  Erdkugel  auf  einen  ausserhalb  derselben  befindlichen 
materiellen  Punkt  ausgeübte 
Anziehungskraft  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate 
seiner  Entfernung  vom  Erd- 
mittelpunkte. Wenn  also  mit 
a  eine  nocb  näher  zu  bestim- 
mende Constante  bezeichnet 
wird,  so  kann  für  eine  ausser- 
halb   der   Erdoberfläche   im 

Abstände  p    vom    Erdmittelpunkte    befindliche  Stelle    die   daselbst 

wirkende  Kraft  pro  Masseneinheit: 


■ifl 
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gesetzt    werden,    u&d  /flr  die  drei  SeiteDkrSfte    derselben  ergebeo 
sich  nach  Fig.  528  die  Werthe: 

e      p  e      P  p*    p 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  allgemeine  Differeozial- 
gleichung  des  hydrostatischen  Druckes  die  folgende  Form  an: 

2)    (lp  =  —  ^ai —"  g     li    oder: 


also  ist  die  CoDstante  a  zu  berechnen  ans 


lind  nach  äiibstitution  des  hieraus  fOr  a  zu  entnehmenden  Werthes 
erhält  man  die  Gleichung: 

5)  dp^  —  M^'  ■    »  '    f>^^^' 

6)  ,,p  =  .-,,tl^.-^. 

Wenn  man  hierin  (wie  im  vorigen  Paragraphen)  wieder  |Jt'y  =  f' 
setzt,  so  kann  man  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

y'    P  P*  ' 

lind  indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  rechten  Seite 
/.wischen  den  Grenzen  r  und  p,  auf  der  linken  zwischen  den  zu- 
gehörigen Grenzen  p'  und  p  —  erhält  man  die  Gleichung: 


3) 

dp  =  - 

-4 

rar 

p  =  r  win 

"  =  11, 

also  is 

der 

GleiehUDg: 

l'J,   "  J  I 


-~^    oder: 

f 


»)^'^(^)--(i-:)- 


r 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  ji'  die  QrOsse  des  atmosphärische!» 
Druckes  an  der  Erdoberfläche,  und  für  den  Quotienten-^ ist  der 
in  Gleichung  9)    des    vorigen  Paragraphen  angegebene  numerische- 
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Werth  zu  substituireo.  Man  erhält  alsdacn  für  das  VertLältDiss 
des  Druckes  p  zu  dem  gewObolichen  atmosphärischeo  Biucke  den 
Werth: 

10)      P^,^(t~v)_ 
P 
Da  die  L&nge  des  Erdhalbmessers  uoge&hr  6370000  Meter  b»- 
trf^t,  80  ergiebt  sieb  hieraus  f&r  p  =  <x>  der  Werth : 

P 
WeoD  man  also  anoefamflo  dOrfte,  dass  das  Mariotte'scfae  Gesetz 
auch  ffir  beliebig  kleine  Drücke  noch  seine  QQUigkeit  behält, 
80  wfirde  aus  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  folgen,  dass  die 
Höhe  der  Atmosphäre  unendlich  groas  ist,  und  dass  der  Druck 
derselben  im  nnendlicb    fernen  Weltenraume  10  Atmosphären 

beträgt 

Unter  den  gleichen  Voraussetzungen  wQrde  man,  da  dem 
Werthe  p  :=  2r  nach  obiger  Gleichung  der  Werth: 

_6ST0000 

12)  ^  =  «"""""=«-^^  =  10-'" 
P 

entspricht,  zu  dem  Resultate  gelangen,  dass  an  einer  Stelle,  deren 
Hohe  über  der  Erdoberfläche  gleich  dem  Erdhalbmesser  ist,  der 
Luftdruck  10  Atmosphären  beträgt. 

um  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  im  Inneren  dar 
Elrdkugel  —  z.  B.  in  einem  mit  der  äusseren  Atmosphäre  commu- 
nioirenden  bis  zum  Erdmittelpunkte  hinab  reichenden  verticalen 
Schachte  —  der  Luftdruck  mit  der  Tiefe  unter  der  Erdoberfläche 
zunimmt,    würde   man  in  der  Gleiohung  5)  des  §  169  für  (jl  den 

Wertb-^p  EU  subsUtairen  und  nachher  die  iDtegration  derselben 
auszuführen  haben.  Man  gelangt  alsdann  zu  den  folgenden  Glei- 
chungen : 

13)  dp  =  ~p-^A.fdp, 
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Wenn  man  hierin  f&r  die  Constante  A  den  ans  der  Oleichong  8) 

des  g  159  K«  entnebmenden  Werth  —   Bnbstitnirt,    so   kann    man 

der  obigen  Gleichung,  indem  man  zugleich  wieder  ;j.'^  =  y'  setzt, 
audi  die  folgedde  Fonn  geben: 

Hieria  bedeotet  p  den  Druck  im  Abstände  p  vom  Erdmittel- 
punkte und  p'  den  Druck  an  der  BrdoborflBche.  Ffir  den  Druck 
p^,  welcher  dem  Werthe  g  =  0  entspricht,  erhftlt  man  hiernach  die 
Oleiehnng: 

18)     ^  =  ^^  =  /^=10"'. 
P 
Wenn  also  angenommen  werden  dfirfte,  dass  das  Hariotte'sche  Ge- 
eetz  auch  fBr  beliebig  grosse  Dichtigkeiten  noch  seine  Gflitigkeit  behftlt, 
Bo  wurde  hieraus  folgen,  dass  der  Dmck  am  Boden  jenes  Schachtes 
(d.  i.  im  Erdmittelpunkte)  10''^^  Atmosphären  betrafen  wfirde. 

§163. 
Relatlm  flieichiewicbt  «iner  ratlrandM  LjftaiatM. 
Die  Qleicfanng  5)  des  §  160  behält  auch  dann  noch  ihre  Gül- 
tigkeit, wenn  das  in  Fig.  527  dargestellte,  am  seine  verticale  Dreh- 
achse Fotiresde  GeOss  —  statt  mit  Wasser  —  mit  Luft  gefällt 
angenommen  wird.  Da  jedoch  in  letEterem  Falle  der  Einfluss  der 
Schwerkraft  —  insofern  die  Wirkang  derselben  lediglich  dann  be- 
steben wird,  eine  geringe  Zunahme  des  Luftdruckes  in  der  Richtung 
von  oben  nach  unten  hervorzobringen  —  bei  der  TonusznaetEenden 
geringen  H9he  des  Qef&sses  unberücksichtigt  gelassen  werden  darf, 
so  kaun  man  das  die  Wirkung  der  Schwerkraft  reprfisentirende  Glied 
gda  in  jener  Gleichung  auch  fortlassen.  Man  erhfilt  alsdann  för 
den  Torlie^nden  Fall  die  Gleichung: 

1)     cip  =  ;i(o*prfp, 
welcher  man  nach  Substitution  des  fär  die  Dichtigkeit  |i  aus  dem 
Uariotte'scben  Gesetze  sich  ergebenden  Wertfaes  ~  p,   indem   man 
tnglüeh  wieder  ^'g  —  y'  eetEt,  auch  die  folgende  Form  gabm  kann: 

■t     P         9 


D,„.z,d,  Google 


AoBflnst  dci  Wasaert.  455 

lodern   man    diose  Oleichnsg   integrirt  —  auf  der  rechten   Seite 

zwischen  den  Grenien  Null  nnd  p,    anf  der  linken  zwischen    den 

entsprechenden  Qrenzwerthen  p,,  und  p  —   gelangt  man  zu    den 
folgenden  Gleichungen: 


Wenn  man  hierin  die  der  Peripheri^eschwindigkeit  ^o'=v 
entsprechende  Geschwiadigkeish&be: 

setzt,  und  zugleich  fflr  den  Quotienten  -^  dessen  numerischen  Wertb 
substituirt,  so  kann  man  die  obige  Oleichong  in  der  Form: 

6)     P-  =  e^^ 
Po 
benutzen,  um  das  Verh&ltniss  der  beiden  Drücke  p  und  p^  daraus 
zu  berechnen. 

So  E.  B.  erhalt  man   fQr  h  =  160<»   aas  dieier   Glcicbong   den   Wertb 

-^  =  1,02,  und  da  dem  Wertbe  h  =  lSO«  nach  GleichoDg  2)  der  Werth 
Po 

^  =  56"  entspricht,  ao  folgt  hierane:  daas  an  deijeniKen  Stelle,  deren  Peri- 
pheriegeBchwindigkeit  Ö6  Met«  betrigt,  der  Druck  1,02  mal  bo  gn»a  ist  ala 
in  der  Drebachse. 

§  164. 
AutllMi  dM  Watter*. 
Wenn  zwei  Wasserbehälter  Ä  und  B  durch  ein  horizontales 
Rohr  mit  einander  Terbunden  sind,  und  der  Wasserspiegel  in  dem 
Qeßsse  A  hoher  liegt  als  in  dem  GefSsse  B,  so  wird  ein  Aus- 
fliessen  des  Wassers  von  A  nach  B  stattfinden  (Fig.  529).  Die 
Ausflassgescbwindigkeit  kann  nadi  dem  Priodpe  der  lebendigen 
Kraft  berechnet  werden,  insofern  man  annehmen  darf,  dass  nach 
eingetretenem  Bebarrungszustande  die  ganze  während  des  Zeit- 
tbeilcbens  dt  von  dem  Druck- üeberschusse  verrichtete  mechanische 
Arbeit  dazu  verwendet  wird,  der  wflhrend  dieses  Zelttheilchens 
aasfliessenden  Wassermasse  dM  die  der  Ausflnssgeschwindigkett  v 
entsprechende  lebendige  Kraft  mitzutbailen. 
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Wenn  mit  /  der  Qaerscbnitt   der  ausfliessendes   Wasseraäale 
(oder  der  QueracbDitt  des  Sohrs)  bezeichnet  wird,  so  bat  die  wäh- 
rend  des  Seittheil- 

FiK-  52».  chens    dt    auaflies- 

aeiide  WassermasBe 
die  QrOsse; 

'  9 

Diese  Uaese  hatte 
in  dem  Qefässe  Ä 
die  Geschwindigkeit 
Null  und  erlangt  bei 
dem  Eintritte  in  das 
Rohr  die  lebendif^e 
Kraft: 


i 

r. 

^            %  \ 

f 

\^ 

2) 


dM.v* 


^  -^fvdt 


Indem  man  diese  lebendige  Kraft  der  von  dem  Oruck-Ueberscbusse 
Y/(A,  —  A,)  während  des  Zeittbeilcbens  dt  verrichteten  Arbeit  gleich- 
setzt, erhält  man  die  Gleichung: 

Pär  die  dem  Bebarrungszustande  entsprechende  Ausflassgeschwin- 
digkeit  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth: 

4)  11=:  Vmh^  —  A,),"   oder: 

5)  v=VT.jh. 

Da  die  Dröcke  an  den  beiden  Enden  des  Bobres  nur  von  den 
Druckhfthen     abh&n- 


Fig.  630. 


J-^ 


gen  und  im  Uebrigen 
unabhängig  sind  von 
den  Formen  der  bei- 
dea  Gefässe,  so  gilt 
die  obige  Gleichung 
ftuch  far  den  in 
Fig.  530  dargestellten 
Fall,  bei  welchem 
die  Druckboben  in 
den  beiden  Geftssen 
Ä  und  B  durch  die 
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WasserstaodshQbeD    in    den    beiden    aufgesetzten    Terticalen  Rohren 
veranschaulicht  sind. 

Für  den  in  Fig.  531  dargestellten  Fall,  bei  welchem,  die  Aus- 
ÖnssöSnung    in    der   horizootalen  Bodenwand   des  Qef^sses  A  sich 
befindet  und  der  Ausfluss  in  den  leeren  Raum 
Fi^.  581.  erfolgt,  ist  A,  =0  und  A,  =A  zu  setzen.   Die 

Ausflussgeschwindigkeit  kann  daher  auch  fQr 
diesen  Fall  aus  Gleichung5)  berechnet  werden. 
Die  pro  Secunde  ausfliessende  Wassermasse 
kann  als  eine  prismatische  Wassersäule  be- 
trachtet werden,  deren  Lange  gleich  der  Aus- 
flussgeschnindigkeit  and  deren  Querschnitt 
gleich  der  AusflussOfTnnng  ist.  Der  Raumin- 
halt dieser  Wassermasse  hat  also  die  Grösse: 
6)  (^=f.V2gh. 
Die  auf  solche  Weise  berechnete  Ausflussmenge  wird  die  „theore- 
tische AusÖnssmenge"  genannt.  Da  die  VoranssetzuDgen,  aus  wei- 
chen die  obigen  Gleichnngen  abgeleitet  wurden,  in  der  Wirklich- 
keit nicht  genau  erfüllt  sind,  so  hat  man,  um  die  „wirkliche 
Ausflussmenge"  zu  erhalten,  den  obigen  Ausdruck  noch  mit  einem 
Grfahrungscoefficienten  zu  multipliciren,  welcher  der  „Ausfluss- 
Goefficient"  genannt  wird.*)  Wenn  dieser  Ausflusscoefficient  mit  [l 
bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  fär  die  wirkliche  Ausflussmenge 
der  Werth: 

§  166. 
ThwiretiKiM  ABifItwi  menge. 


um  für  den  in  Fig.  532  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die 
AusfiassOffhung  in  der  verticalen  Wand  des  GeHlsses  sich  befindet 
und  der  AusSuss  in  den  leeren  Raum  erfolgt,  die  theore^sche  Aug- 
flussmenge  zu  berechnen,  hat  man  sich  die  Querscbnittsfläche  des 
ansfliessenden  Wasserstrahles  auf  die  in  Fig.  633  angedeutete  Weise 
in  horiiontale  Fl&chenstreifen  von  unendlich  kleiner  HOhe  zerl^ 
EU  denken  und  die  pro  Secunde  durch  diese  unendlich  kleinen  Quer- 
Bchnittstheile  fiiessenden  Wasserquantit&ten  nachher  auf  dem  Wege 
der  Int^ration  zu  summiren.  Im  Abstände  z  vom  Wasserspiegel  hat 
die  Ansflussgeschwindigkeit  die  GrOsse: 


■]  Vergl.  „TechnUche  HeDhanik",  (7.  Aufl.)  %  213. 
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1)     t=   V2gz, 
lind    die    pro   Secnnde    durch    den    an    dieser   Stelle   befindlicben 
Flficfaeustreifen    aiisfliessende   WasserquantitSt   hat   nach    Fig.  Ö33 
die  Grosse: 
"'■^-  "«■«»  2)     äQ  =  xdzYI^. 

_^ Die   ganze   pro  Secunde 

Busfliessende       Wasser- 
i  menge   ist   also  zu    be- 

rechnen   aus    der   Glei- 
chung: 


3)     Q 


=j.Oz 


V% 


!/«- 


Biernach    eih&lt  man 
z.  B.  far  den  in  Fig.  534 
dargestellten     rechtecki- 
gen Querschnitt,  indem  man  b  statt  x  setzt,  die  Gleichung: 


4)     Q  =  b  Vig   \  z^dz,    oder: 


5)     Q=lhV2g\H'~h'\- 

Ffir  den  Fall,  in  welchem  die  ohere  Seite  des  Rechtecks  in 
der  Höhe  des  Wasserspiegels  liegt,  würde  man  hierin  A=0  zu 
setzen  haben.  Die  pro  Secunde  durch 
einen  rechteckigen  Wandeinschnitt 
(oder  hei  einem  Ueberfallswebre)  aus- 
fliessende Wassermenge  hat  demnach 
die  OrOsse: 


Fig.  -sAi. 


% 


\H 


6)     Q  =  bH- 


-  V  29H, 


also  dieselbe  Grosse,  welche  mao  er- 
halten würde,  wenn  man  annfthme, 
dass   die  Ansflnssgeschwindlgkeit    in 

2     , 

allen  Punkten  des  Querschnittes  die  Grosse  -^  y^gH  hat 


Wenn  man  H=hf,  +  -^  und  h=h^- 


setzt,    so    kann 


man  der  Gleichung  5)  auch  die  folgende  Form  geben: 
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7)  «=|6*.  /2,».{(.  +  ^)'-(.-J;J^},oder: 

8)  Q'='^'>>■^'W.{i-~(£)'-^A0—■\■ 


Pflr  ■ 


=  0  wird  der  eiDgeklaminert«  Aasdrock  gleich  Eins.  Wodd 


also  die  Hohe  der  AnsflassßffDQng  sehr  klein  ist  im  VerbUtniss  zn 
dem  Abstände  des  Schwerpunktes  vom  Wasserspiegel,  so  kann  man 
die  Ansflassmenge  annfthemngsweise  berechnen  ans  der  GUichnng: 

9)     Q  =  ab-V2gk^, 
welche  man  erhalten  wQrde,  wenn  man  ann&hme,  dass  sämmtlicbe 
Wassertbeilchen  mit  der  Geschwindig- 
Pif.  68&.  )tgit  Yigha    ansfliessen,   welche   der 

DrackhOhe  des  Schwerpunktes  ent- 
spricht. 

Für  die  i.n  Fig.  535  dargestellte 
dreieckige  Ansflnssöffnnng  bat  man: 

■     ;»)  T-ri-J 

zn  setzen,  and  wenn  man  den  hieraas 
fQr  X  za  entnehmenden  Werth  in  Glei- 
chung 3)  substitairt,  so  erbftU  man  die 


folgende  Gleichung: 


11)     Q- 


''  H—h 


{H — z)z^dz,  oder: 


12) 


<'='^^{l4'^^-'^)-|(«^-*^)|- 


-  */!?/_  _        _ 

'  S—h  [3  ""V"       "  /       5  ^ 

E^r  den  Fall,  in  welchem  die  obere  horizontale  Seite  des 
Dreiecks  in  der  Hfthe  des  Wasserspiegels  liegt,  hat  man  hierin 
A  =  0  zu  setzen.  Die  Wassennenge,  welche  pro  Secnnde  durch 
einen  dreieckigen  Wandeinschnitt  ansfliesst,  hat  also  die  Grosse: 


13) 


<)  =  ~hHVisH. 


TTm  die  wirklichen  Ausfinssmengen  zn  erhalten,  hat  man  die 
oben  gerandenen  Wertbe  noch  mit  dem  Ausflusscoefficienten  [jl  zu 
multipliciren. 
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§  166. 
TbsaretlKha  AuiIIhkmL 
Der  RaumiDhatt  der  wahrend  des  Zeittheilchens  dt  dorcb  die 
BodenöffnuDg  des  in  Fig.  536  dargestellten  cyliudrischen  Geßsses 
pro  Secunde  ausfliessenden  Wassennasse  bat  die  Grösse: 
1)     dQ=f.vdt. 
Fig.  MB.  [jgj     sinkende     Wasserspiegel     legt 

wahrend     dieses     Zeittheilchens    die 

^     Strecke    v>dt    znrfick.     Der    Banin- 

inhalt   der    in    dem  Qei&sse   enthal- 
tenen Wassermasse    verniindert  sich 
also   während   des    Zeittheilchens  dt 
il    (nach  Fig.  536)  um  die  QrOsse: 
j    j  2)    dQ^F.wdt. 

I  Dnrch  Gleichsetzung  dieser  beiden 
V  ;  Ausdrücke  erh&lt  man  für  die  Qe- 
[    i     schwindigkeit  w  die  OleiobuDg: 


3)     «  = 


f  =  ly--  welche  nach  Substitution  des  für  die 

Äugfliissgeschwindigkeit  in  der  Figur  ang^ehenoD  Wertbes  die  fol- 
gende Form  aoDimmt: 

4)    «>=^'^-lgz. 

Die  Geschwindigkeit  des  sinkenden  Wasserspiegels  kann  als 
Geschwindigkeit  des  Abnehmens  —  oder  als  negative  Ge- 
schwindigkeit des  Zunehmens  —  der  WasserstandsÜbe  z  aof- 
gefasst  werden;  folglich  ist: 

6)     »  =  --,j 

EU  setzen,  und  durch  Gleichsetzung  der  obigen  beiden  Ausdrücke 
erhält  man  eine  Gleichung,  welche  für  dt  aufgelöst  die  folgende 
Form  annimmt: 

6)    (Ü  =  —  —-=.,.  r  ^  dz. 
fVTg 
Die  Zeit,  in  welcher  die  Wasserstandshohe  von  ff  bis  A  al>- 
nimmt,  hat  also  die  OrOsse: 
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ladem  man  hierin  h  =  0  setzt,  erhält  man  für  die  ^anze  Änafltiss- 
zeit  den  Werth: 

9)     <  =  2.-/?_. 

Hierin  bedeutet  FH  =  J  den  ganzen  Rauminhalt  der  ausgeflossenen 
WaBsermasae,  und  V^2yi/  =  'P'  die  anfängliche  Grösse  der  Aus- 
fl  Iissgeschwindigkeit  v.  Man  kann  daher  der  obigen  Gleichung  auch 
die  folgende  Porm  geben: 

und  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  Äusflusszeit  das  Dop- 
pelte von  derjenigen  Zeit  beträgt,  in  welcher  dieselbe  Wassermasse 
bei  nnrerändert  bleibender  Druckböhe  ausgeflossen  sein  würde. 

-För  deo  in  Fig.  537  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die 
Wasserspiegel  fläche  9  mit  der  WasserstandshChe  z  abnimmt,  hat 
man  der  Gleichung  6)  die  folgende  Form  zu  geben: 


II)     dt  = ^^-■2       -dz. 


1  die  Gleichung: 


und  darin  fSr  9  die  der 
Form  des  Geßsses  ent- 
sprechende Function  von 
z  zu  substituiren.  Wenn 
z.  B.  die  Wasserspiegel- 
flflchen  wie  die  n-ten  Po- 
tenzen der  Wasserstands- 
hohen  sich  verhalten,  ^o 
ist  (nach  Fig.  537): 

zu  setzen,  und  nach  Sub- 
stitution des  hieraus  für  9 
zu  entnehmenden  Wertbes 
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13)    (11  = 

F 
ftt'Vig" 

'■d. 

Di6  Zeit, 

in  welcher  die  Waesentuidahölie 

Ton  H  bis  A  aboimnit 

bftt  also  die  Grosse: 

14)    (  = 

F         f  '- 

i 
'dz. 

oder: 

16)    t  = 

f(ff-+T_»-+T) 

{n  +  ^)/B-V2} 


Indem  man  hierin  A  =  0  setzt,  erh&lt  man  iilr  die  ganze  Auefluss- 
zeit  den  folgenden  Ausdruck: 

FH 


16)    < 


1er  ganien  ausgeBt 
lichang: 

H  H 


Der  Baumiohalt  der  ganien  auBgeBosseneo  WasBermasse  ist  zu 
bereobnen  aus  der  Qleichung: 


U)    J''lfd^^^,l^d^=-^^. 


Nacb  der  in  Gleichung  10)  eingefOhrten  Bezeiebnungswme  kann 
man  daher  dem  obigen  Ausdrucke  für  die  Ausflnsszeit  auch  die 
folgende  Form  geben: 

Der  Werth  h  =  6  entspricht  dem  in  Fig.  636  dargest«Ut«n 
Falle,  für  welchen  man  wieder  den  in  Oleichong  10)  gefaodenen 
Werth  erbftlt 

Fflr  ein  OeOsa  ron  der  Form  einea  Botations-Pataboloidea 
(oder  auch  eines  dreiseitigen  Prismas  mit  horizontalen  Kanten)  hat 
man  n  =  1  zu  setzen  and  erbftlt  die  Gleichung: 

'')  •=i/v 

Pfir  ein  GeOss  von  der  Form  eines  Kegeb  (oder  auch  nner 
Pyramide)  hat  man  k  =:  2  zu  setzen  und  erhUt  lüe  Qleiehang: 
6       J 
-»'     '=6     /.'- 
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Um  die  wirklichen  Ausfliisszeiten  zu  erbalten,  würde  man  die 
oben  gefundenen  Werthe  noch  durch  den  ÄuaflusscoefScienten  za 
dividiren  haben. 

Wenn  das  G^fUas  die  Form  eines  Parallelepipedons  hat,  imd 
der  AubAuss  durch  einen  bis  zu  der  horizontalen  BodeDfläche 
hinabreichendeo       rechteckigen 


Fig.  538. 


r'- ■       i    I 

f      / fei 

iiz / — 


verticalen  Wandeinschnitt  er- 
folgt, 80  hat  bei  der  Wasser- 
standshOhe  n  die  pro  Secunde 
auefliessende  Wassermenge  nach 
§  165  (QleichuDg  6)  und  nach 
Fig.  538  die  Grdase: 


21)    Q 


3 


bz  Yig 


Um  die  Zeit  zu  berechnen,  in 

welcher   die    WasserstandahOhe 

hat  man  die  obige  Gleichung  fOr  dt  auf- 

Integration   zwischen  den  Grenzen  H  und 


von  H  bis  h  abnimmt, 
zulOsen  und  hernach  di 
h  auszufahren.   Man  gelangt  alsdann  zu  den  folgenden  Gleichungen: 
3 


22)    dt  = 


bV-ig 

F 
bVTg 


■dz. 


24) 


Tg  \Vh      Vh) 


dz. 


_3J^ 
bV2g 

FOr  h  =  0  wird  i  =  oa.  Es  würde  &1so  —  wenn  di«  7oraiuwtinngeD, 
ans  welchen  die  obigen  Qleicliaaget)  abgeleitet  worden,  in  aller  Strenge  erfDlIt 
wären  —  hierana  folgen,  daaa  der  linkende  Wauenpiegel  erat  nach  nnendlich 
langer  Zeit,  d.  h.  mit  anderen  Worten  niemala,  die  BodenSiobe  des  Oefisaee 
erreicht. 

§  167. 

Hr^nwliichar  Druck. 

Bei  Ajiwendung   des  Princips   der    lebendigen  Kraft   auf  die 

BeiechDUng   der  AusfluasgeschwindigkeiL    wurde    in  Bezug  auf  die 

in   Fig.  531  und  Fig.  530   dargestellten  F&Ue   die  Voraussetzung 

gemacht,  dass  die  WassertbeUcheD,  bevor  dieselben  zum  Ausflasse 
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gelangten,  im  Ruhestande  sich  be&nden.  Fär  diesen  Fall  Itann 
man  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  indem  man  tiieselbe  auf 
die  Bewegung  eines  Wassertbeilchens  von  der  Masse  m  anwendet, 
ani>b  die  folgende  Form  geben; 

1)     -^'— 0  =  «jA. 

1  wird,  das8  d 

.igen  Kraft  zn  der 


.,  2  -        -:'■" 

Wenn  statt  dessen  angenommen  wird,  dass  die  Wassertbeilchen 
vor  dem  Ausflüsse   schon    die  AnfangsgescbwiDdigkeit  c   beBassen, 
90  führt  die  Anwendung  des  Princips  der  lebendi        " 
Gleicbnng: 

•2)     -^— _  =  „,J, 

in  welcher  die  Geschwindigkeit  c  aus  dem  Verhältnisse  der  Quer- 
schnittsfificben  der  bewegten  Wassermasse  zu  berechnen  ist  Da 
annäherungsweise  angenommen  werden  darf,  dass  in  allen  Pnoktea 
einer  und  derselben  QuerachnittsB&che  des  ansfliessenden  Wasser- 
strahles die  Wassertheilchen  mit  derselben  Geschwindigkeit  sich 
bewegen,  und  die  gleiche  Voraussetzung  auch  in  Bezug  auf  die 
Uewegung  des  Wassers  innerhalb  des  Ansflussgeßsses  gemacht 
werden  darf,  so  kann  die  Geachwind^keit  c  berechnet  werden  aas 
der  Gleichung: 

3)  Fc=/v, 
in  welcher  F  die  rechtwinkelig  zur  BewegUDgsrichtung  genommene 
Querschnittsflftcbe  der  Wassermasse  innerhalb  des  AuB&ussgef&sses 
bedeutet  (also  in  Fig.  531  die  horizontale  Querschnittsflfiohe  des 
Ge^sses  und  in  Fig.  530  die  verticale  Qaerschntttsfläche  des 
Rohres  A).  Nach  Substitution  des  hieraus  für  c  zu  eDtoebmeuden 
Werthes  erhält  man  aus  Gleichung  2)  für  die  Ausflussgeschwindig- 
keit den  folgenden  Ausdruck: 


^>  "=i/a 


welcher  zeigt,  dass  die  Gflltigkeit  der  Gleichung  5)  des  §  164  auf 
solche  Fälle  sich  beschränkt,    in    welchen  die  Fläche  F  im  Ver- 

hältniss  zu  der  Fläche  /  ao  gross  ist,  dass  das  Glied  -:y  '"^  Nenner 
vernachlässigt  werden  darf. 

Wenn  man  die  Gleichung  2)  direct  fär  v  aufli>st,   so  erhält 
man  flir  die  Ausflussgeschwindigkeit  die  Gleichung: 
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6)     t.=V'2|?(»- 


welche  zeigt,  dasa  das  VorhandenseiD  der  ADfangsgeschwindigkeit  c 
deaselben  ESnäoBS  hat,    wie  wenn   die  Druckh&he  k  tun  die  Qe- 


Fig.  58$. 


Bchwindigkeitsfafthe 


2? 


?.m$_ 


grOssert  wELre.  Zugleich  erkennt 
man  aus  Fig.  539,  indem  man 
der  obigen  Gleichung  die  fol- 
gende Form  giebt: 

dass  die  Differenz  der  hydrau- 
lischen DruckhShen  gleich  der 
Differenz  der  Qeschwindigkeits- 

^ hohen  ist. 

---  >  ""■  "  Dasselbe  Gesetz  bleibt  auch 

dann    noch    gültig,    wenn    die 

Querschnittsfläche  und  die  QeBchwindigkeit  der  fliesseaden  Wasser- 

masse  stetig  sich  ftndem.    Für  den  in  Fig.  540  dargestellten  Fall 

ergeben  sich  ans  dem  Principe  der  lebendigen  Eraft  die  Gleichungen: 

Fig.  640.  _      " '_' 

~2ff        2g' 

2j7  'lg' 
welche  zeigen,  dass  die  hy- 
draulische Druckhohe  ihren 
kleinsten  Werth  an  derjenigeo 
Stelle  annimmt,  an  welcher 
die  Geschwindigkeit  ihren 
grihisten  Werth  erreicht  Die 
pro  Secunde  durchfliessende 
Wassermasse  hat  den  Raum- 
inhalt: 

9)    Fc  =  (p«f  =  /u. 
Die    Geschwindigkeiten    verhalten    eich    also    umgekehrt    wie    die 
Querschnitte.    Hieraus  folgt,  dass  die  hydraulische  DruckbOhe  an 
der  engsten    Stelle   des  Rohres   ihren    kleinsten  Werth    annimmt, 
A.US  Gleichung  9)  ergeben  sich  f&r  die  Geschwindigkeiten  e  und  tr 

Bttt«r,  iBgenlanr-KMhuiik.   3.  AoB.  gO 


7)  H~X  = 

8)  H~h^ 
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540  aogegebenen  Weithe;  man  kann  daher  den  Glei- 
chungen 7)  und  8),  indem  man  zugleich  abkOrzungsneise  ^  =  ^ 

/ 
uad     -  =n  setzt,  auch  die  folgenden  Formen  geben: 


10)  H  —  x  = 

11)  H  —  h  = 


>A- 


-0- 


und  wenn  man  die  erstere  durch 
man  die  Qleichung: 

12)       ^-"        "*- 


ie  letztere  difidirt, 


H- 


1- 


nach    welcher    man    das    VerhUltniss    der    Druckhöhen  -  Differenzen 
aus  den  gegebenen  Querschnittsverhältnisaen  berechnen  kann.     Zu- 
gleich ei^iebt  sich  fSr  die  A»s- 
Suasgeschwindigkeit  v  aus  Glei-  - 
chung  II)  der  Werth: 

13)    ..=1/1M=«. 

Wenn  der  Querschnitt  der 
fliessenden  Wassermaase  nicht 
allmählich,  sondern  sprung- 
weise von  9  bis  /  zunimmt, 
_^  und  in  Folge  dessen  die  (Je- 
~~"  scbwindigkeit  derselben  an  der 
Debergangsstelle     p  1  a  t  z  1  i  c  h 


e=k.v 


>        von  w  bis  V  abnimmt  (Fig.  541), 

80   entsteht   durch   den  Stoas 


des  rascher  fliessenden  Uassentheilchens  m  gegen  die  langsamer 
vorangebende  Wassermasse  eil  Verlust  an  lebendiger  Kraft  von 
der  Grösse*): 

14)    8=™*"",=^'- 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  nimmt  also  für  diesen  Fall  die 

folgende  Form  an: 

mv*       mc*             ,„       ,.        m{w  —  vy 
15)     — ^  =  mg{H—h) ^ -, 


oder: 


•)  Vargl.  „Teohnische  Mechanik',  (7.  Anfl.)  g  16«  and  §  210. 
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16)     H-h=-^{l-k'  +  (n-iy\. 

Statt  der  QleichuDgen  12)  und  13)  erhält  man  hiernach  fSr  den  in 
Fig.  641  dargestellten  Fall  die  folgenden  Gleichungen; 


if—A        i—ifci-i- („_!)» 


,8,  .^\/.^-ME=R. 


•  +  (»-!)' 
Wenn  x.  B.  k  =  0  und  n  =  2  gesetzt  wird,  so  ergeben  sieb  ans  den  obigen 

Gleichungen  die  Werthe:    H—x  =  2{H—h)   nnd    "  =  1/2^  (^^^^)  ■ 

Für  y-  =  0  oder  n  =  oo  wird  H  —  x=  ü—  h.  Wenn  also  das  Waseer 
dnrob  ein  ZaSassrohr  Ton  sehr  kleinem  Quersohnitte  in  ein  Gefäas  von  sehr 
grossem  Querschnitte  hineinfliesst,  so  wird  die  hydraulische  DmckbOhe  in  dem 
ZaSnasTohre  gleich  der  Wasseretand shithe  in  dem  GeRisae  sein.  Die  ganie 
lebendige  Kraft  des  luflieasenden  Wassers  wird  in  diesem  Falle  dnrch  den 
StoBs  gegen  die  in  dem  Gefässe  rnbeode  WaasermasBe  vernichtet. 

§  168. 
ZuummenlluM  zweier  WaiieritraMen.    (WMwrtlrahlpanp«.) 

Wenn  die  beiden  aus  den  Qef&asen  A  und  B  mit  ungleichen 
Geschwindigkeiten  ausfliesseaden  Wasserstrahlen  innerhalb  des  ge- 
meinschaftlichen Ausflussrohres  6'  zn  einem  Wasserstrahle  von  der 
Querschnittsfiache  /  sich  vereinigen,  so  wird  an  der  Stelle  des 
Zusammentreffens  eine  Ausgleicbung  der  Geschwindigkeiten  ein- 
treten, und  zugleich  wird  durch  den  Stoss  der  aas  dem  Qef&sse  A. 
mit  der  grösseren  Geschwindigkeit  w  dort  ankommenden  Wasser- 
theilüben  gegen  die  in  dem  gemeinschaftlichen  Ausflussrohre  G  mit 
der  kleineren  Geschwindigkeit  v  sich  bewegende  Wassermasse  eia 
Verlust  an  lebendiger  Kraft  entstehen  (Fig.  542).  - 

Die  QueiscbnittsSicbe  des  gemeinschaftlichen  Ausflnssrohrea 
kann  man  sieh  in  die  beiden  Theile  e/  und  (1 — s)/  zerlegt 
denken,  ron  denen  der  erstere  durch  den  vom  Geisse  A,  und  der 
letztere  durch  den  vom  Gefässe  B  herkommenden  Theil  des  Wasaer- 
atrahles  ansgefnllt  wird.  Die  ganze  während  des  Zeittheilchens  ät 
in  das  Gefäss  D  hineinfliessende  Wassermasse  m  setzt  sich  dem- 
nach zusammen  aus  dem  Theile  km,  welcher  von  dem  Qef&sse  Ä 
herkommend,  und  dem  Theile  (1  —  s)  m,  welcher  von  dem  Geftsw 
B  herkommend  dorthin  gelangte.  Wenn  also  die  QuerschnittB- 
flacben  der  beiden  GefSsse  A  und  B  so  gross  angenommen  werden, 

30* 
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dasa  die  ADfaDgageschwiDdigkeiten  vernachlässigt  werden  dürfen, 
30  führt  die  Anwendung  des  Priocips  der  lebendigen  Kraft  zu  der 
Gleichung: 

Da  auch  hier  wieder  angenommen  werden  darf,  dasa  in  einem 
und  demselben  Wasserstrable  die  Geschwindigkeiten  umgekehrt  wie 


1 

1 

^ 

.-I3; 

r: 

r 

m 

~Z- 

^r-^^^^^ 

■Ür^^ 

^ 

^^ 

-=^":                        .  :-__     3!3?-=;5äit--'.s=^= 

die  Qaerschnitte  sich  verhalten,  so  ergeben  sich  für  die  Geschwin- 
digkeiten, welche  die  beiden  Wasserstrahlen  vor  ihrer  Vereinigung 
besassen,  aus  den  in  Fig.  542  angegebenen  Querschnittsfläcbea  die 
Werthe: 


3) 


=('—)' 


Hiemach  kann  man  der  Gleichung  1),  indem  man  für  die  Ge- 
schwindigkeit w  den  obigen  Werth  substitiiirt,  auch  die  folgende 
Form  geben; 

v*_^    t{E  —  z)  —  {h  —  z) 


'^9 


'+'(--•)' 


Wenn  man  nunmehr  daa  Princip  der  lebendigen  Kraft  ancb 
anf  die  Berechnung  der  beiden  Ausflussgescbwindiglteiten  w  und  u 
anweudet,  so  erbjUt  man  die  Gleichungen: 


5)    H- 


V«/       -2, 
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and  gelangt,  indem  man  die  letztere  ron  der  ersteren  subtrahirt, 
zn  einer  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben  kann: 

„  jL^ M_-=l 

Durch  Qleicbsetzung  der  beiden  in  Qleiohung  4)  und  Gleichung  7) 

für  die  Grösse  -=—  geladenen  Ausdrücke  erhält  man  endlioh  eine 

^g 
Gleichung,    aus   welcher   fär   das  Verhältnisa    der   beiden  QrOsBen 
k  —  z  und  H — z  der  folgende  Werth  sich  ergiebt; 


'  +  •(1-0" 


a)*-(ii^)' 


Wen«  man  hierin  —  = aetit,  lo  wird:     ^■_     =  —  oo,    oder: 

z  ^H,  eotsprechend  dem  Falle,  in  «elcbem  die  beiden  aoaflieBBenden  Waaser- 
strahlen  mit  gleich  grouen  GeBchwindigkeiten  in  dem  lUthre  C  taeammen- 
treffen  und  obne  einander  gegenseitig  in  stOren  ihre  Bewsgong  daeelbst  ge- 
meinschaftlich fortsetzen. 

Der  Werth  c  =  I  entspricht  dem  Falle,  in  welchem  ans  dem  Gefüee  B 
gar  kein  Wasser  znm  Ansfloeae  gelangt.  Nach  Oleichnng  8)  wird  für  diesen 
Fall: 

atoo  wenn  I.B.  a  =  -- ist,  so  wird  k  — a  =  if— Ä  oder  «  =  Ä  — (Ä  — fc), 
d.  h.  der  WasserBpiegel  des  Qeßssea  B  liegt  nm  die  Höhe  H — h  tiefer  als 
der  Wasserspiegel  des  Gefiases  £>,  und  nach  Gleiohnng  7)  bat  die  AuafluM- 
geschwtndigkeit  in  diesem  Falle  die  Grösse: 

Wenn  man  c^— ,  a  =  — ,  "^-ir  Mtit,  bo  ergiebt  sich  aus  Glei- 
chung 8}  der  Werth:  ^_  ^fö'  ''^  ''*°°  Ä  — e  =  8"  ist,  so  wird 
E  —  e  =  &2'',W  and  if— A  =  U°>,86.  Nach  Qleichaag  7)  bat  die  Äua- 
flnssgeschwindigjieit  in  diesem  Falle  die  QrSsse:  tt^lOi°,904,  nnd  wenn 
/^0^-'°',01  ist,  so  fliesst  ans  jedem  der  beiden  Geisse  A  nnd  B  pro  Se- 
cnnde  eine  Wateermenge  ab,  deren  Kanminhalt  0,0S402  Eabikmet«r  betr&gt. 
Die  taydranliscbe  DmckhOhe  in  dem  Bohre  E  hat  nach  Oleichang  5)  die 
OrCsse:   «=  If— Ö4°>,54S.    Da  von  negativem  bydraatiMlieD  Dracke  selbst- 
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ventfindlich  nicbt  die  Rede  sein  kanii,  so  dQrfen  die  obigen  Resultate  nar 
dann  kIi  gBltig  betrachtet  werden,  wenn  zugleich  die  HöbeoUge  des  Ansflaw- 
rohiea  E  so  gawfihlt  ist,  data  die  tod  dem  höchsten  Pnakte  seines  Qaer- 
■chDittea  ans  gemeesene  DmckbChe  If  ^Ssser  ist  als  ii'",bib  (oder  die  auf 
gleiche  Weise  gemessene  DmckhjShe  «  grfiuer  als  2™,183). 

Die  Wirkung  des  atmosphSrischen  Dnickee  auf  den  Wasser- 
spiegel kann  man  sich  durch  eine  aufgelegte  Wasserschicht  von 
der  Hflhe  Ag  =  10'^,336  veranschaulichen.  Die  oben  gefundeaen 
Gleichungen  kSnnen  daher  auch  für  den  in  Fig.  543  dargestellteD 


Fig.  54S. 


Fall  als  gültig  betrachtet  werden,  bei  weichem  die  Wasserspiegel- 
äächen  in  den  Geßssen  A,  i>,  F  der  Wirkung  des  atmosphftriscbeti 
Druckes  ausgesetet  sind  und  in  Folge  dessen  ein  jeder  am  die 
Hfthe  ho  tiefer  liegt  als  der  Wasserspiegel  in  dem  betreffenden 
luftleeren  Rohre,  dessen  WasserstandsbOhe  die  wirkliche  DruckhOhe 
anzeigt.  Durch  den  aus  dem  Oeßsse  A  mit  gi'osser  Geschwindig- 
keit auafliessenden  Wasserstrabi  wird  an  der  Ausflussmündung  des- 
selben eine  Bmiedrigung  der  hydraulischen  Drnckhfibe  herrorge- 
bracbt  und  dadurch  bewirkt,  dass  das  Wasser  ans  dem  Geßlsse  F, 
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getrieben  durch  den  atmosphärischeD  Druck,  zu  dem  höher  gelegenen 
■Wasserbehftiter  D  hinaufsteigt  Da  bei  Ableitung  der  obigen  Glei- 
chungen die  DruckbOhe&Terlnste,  welche  dnrch  die  Reibung  des 
Wassers  an  den  KAhrenwfinden*)  verursacht  werden,  nnberflcksich- 
tigt  geblieben  sind,  so  wird  die  pro  Secunde  geflJrderte  Wassermenge 
in  Wirklichkeit  etwas  kleiner  anseien,  als  die  obige  Rechnung  e^b. 


QlBichlBrmiga  Beweguig  -dei  WMien  In  KuiBlen. 
Die  in  den  vorigen  Par^raphen  mehrfach  angewendete  ver- 
einfachende Hypothese,  nach  welcher  die  Wassertheilcben  in  allen 
Punkten  einer  und  derselben  Querschnittsfiäche  der  abfliessenden 
Wassermasse  mit  gleichen  Qeschwindigkeiten  sich  bewegen,  darf 
annäherungsweise  auch  für  den  in  Flg.  544  dargestellten  Fall  als 
gültig  betrachtet  werden,  bei  welchem  das  Wasser  durch  einen 
Kanal  aus  dem  Wasserbeb&lter  A  nach  dem  tiefer  gelegenen 
Wasserbehälter  '  B 
^'^-  "*- hinabfliesst.  Hier- 
aus folgt,  dass  die 
Bewegung  des  Was- 
sers in  dem  Kanäle 
eine  gleichför- 
mige sein  wird, 
sobald  die  Quer- 
schnittstläche  der 
abfliessenden  Was- 
sermasse überall 
dieselbe  Grösse  bat.  Bei  einem  geradlinigen  prismatischen  Kanäle 
wird  diese  Bedingung  erfüllt  sein,  wenn  die  Wassertiefe  an  den 
beiden  Enden  des  Kanales  dieselbe  Grösse  hat. 

Diejenige  Grösse,  welche  die  HObendifferens  der  beiden  Wasser- 
spiegel haben  muss,  wenn  das  Wasser  mit  der  Geschwindigkeit  e 
abfliessen  soll,  kann  annäherungsweise  berechnet  werden  nach  der 
Erbhriingsformel : 

1)  »  =  c.i.-^.^. 

in  welcher  %  einen  Er&hrungscoefficienten,  F  die  Querschnittsfläche 
•)  Vergl.  .Techniwlie  Mechanik',  (7.  Anfi.)  gSU. 
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der  abfliesseadsQ  Wassermasse  und  P  den  sogenannten  Wasser- 

perimeter   LMNS   bedeutet    oder    deajenigen    Tbeil   des    Quer- 

scbnitteumfanges,    in    welchem    die    Qaerscboittsfliche    durch    den 

Boden  und  die  Seiten- 

^'  ^-  wände  des  Kanales  be- 

t^  /''"'.'\  grenzt  wird  (Pig.  545). 

^A^^  ~T        '.  ^  Der      Erfahrungscoeffi- 

"■  V\ -  ^''  ■»  *''™*'  ^   '***'  '™    Mittel 

\^;     ■  ■■  •   ^   --3^^ ,        :  d'8  Grösse : 

"^lEiXL^;»^'" 2)    C  =0,008. 

Bei  grosser  Stromgescfaffindigkeit  bat  derselbe  einen  etwas  klei- 
neren Wertb,  bei  kleiner  Stromgescbwindigkeit  einen  et?ras  gros- 
seren Wertb.  Den  genaueren  Werth  dieses  Goeffideoten  kann  man 
berechnen  aus  der  Erßibrungsformel: 


3)     t  =0,007  41  (l  +  »'°^«^ä^ 


welche  zeigt,  dass  der  obige  Mittelwerth  einer  Stromgeschwindig- 
keit TDD  0,734  Metern  pro  Secunde  entspricht. 

Nach  Fig.  544  kann -t-  =  sin  a  gesetzt  werden;    man   kann 

daher  der  Gleichung  1),  indem  man  dieselbe  fQr  c  auflöst,  auch 
die  folgende  Form  geben: 

4)    .=|/^''|f-'. 

und  dieselbe  in  dieser  letzteren  Form  zur  Beretdinung  der  Strom- 
gescbwindigkeit benutzen,  indem  man  aus  derselben  mit  Benutzung 
des  in  Qleicfaung  2)  fOr  Z  angegebenen  Uittelwerthes  zunächst  einen 
Ännäherungswertb  von  c  berechnet  und  hernach  mit  dem  aus  Glei- 
cbung  3)  zu  entnehmenden  genaueren  Werthe  von  Z  die  Bechnung 
wiederholt. 

§  170. 
Vorthellhaftei  KanKiproni. 
Für  den  Wasaerquersebnitt  F  und  den  Wasserperimeter  P  er- 
hält man  nach  Fig.  545  die  Gleichungen: 


1)  f=»o+^,). 

2)    P=J+-?'- 


D,„.z,d,  Google 


Vortheilhttttea  Kanalptoßl.  473 

Ans  der  ersteren  Gleichung  ergiebt  sich  für  die  Breite  des  Ea- 
naleB  am  13odeD  der  Ausdruck: 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  zweite  OleiohuDg 
die  folgende  Form  an: 

4)  P  =  Z_i  +  iiL. 
a  tgö  am  6 
Die  Gleichung  i)  des  vorigen  Paragraphen  zeigt,  dass  zum 
Hervorbringen  einer  vorgeacbriebenen  StrCHügeschwindigkeit  c*  unter 
Bonat  gleichen  Umständen  ein  um  so  kleineres  Ge^Ue  ausreicht, 
je  kleiner  der  Wasserperimeter  P  ist.  Da  der  Wasssrquerechnitt  F 
und  der  Neigungswinkel  6,  welchen  die  Seitenwftnde  mit  der  Hori- 
zontalen einschliessen  sollen,  als  gegebene  Grössen  zu  betrachten 
sind,  so  hat  man  in  Gleichung  4)  die  Grösse  P  als  eine  Function 
der  Wassertiefe  a  zu  behandeln,  und  erhält,  indem  man  den  Diffe- 
renzialquotienten  derselben  (nach  a  genommen)  gleich  Null  setzt, 
die  Gleichung: 

F         1  2 

Fär  die  vortheilhafleste  Wassertief«  ergiebt  sich  aus  dieser  Glei- 
chung der  Werth: 

'  '  2  —  cos  ö 

Die  zngeharigeQ  Werthe  der  Grössen  b  und  F  kann  man  nanmehr 
aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  twreclinen,  indem  man  darin  fQr  a 
diesen  Wertli  substituirt. 

Aus  den  obigen  Gleicliungen  ergeben  sieb  die  in  der  folgenden 
Tabelle  zusammengestellten  Zablenwerthe: 

»=  90"  60"         45"         35"  30" 

-%-  =  0,707       0,760      0,740      0,697      0,664 
1,414      0,877       0,613      0,439      0,356 
=  2,828      2,632      3,704       2,870      3,012. 


Vf 

P 


Wenn  t.  B.  die  Werthe:  .F^4a"'  und  9  =  35«  gegeben  «ind,  w  erhilt 
nuin  kns  der  obigen  Tabelle  die  Werthe:  a  =  1",394  and  b  =  0i»,8T8.  welchen 
der  Wuserperimetcr:  i'=5'",74  enUpricht. 
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4'4  AchUr  Älwchoitt.    §  ITI. 

Um  für  da-  auf  solche  Weise  beBtimmte  Kanalprofil  diejenige  Strom- 
geachwiudigVeit  m  berechnen,  welche  dem  Werthe:  »in a^ 0,001  entspricht, 
bat  man  io  der  Gleichnog  4)  dea  Torigen  Paragraphen  tnnächjt  i;  =  0,008  in 
Betieii  nnd  erhält  daraai  lanäehrt  den  Annahernngswerth:  c  ~  I",3I.  Dieser 
f-tromgeach»indigkeit  entspricht  nach  der  Gleichang  3}  des  vorigen  Paragraphen 
der  Wer(h:  C  =  0,007  74.  nnd  mit  Ben  Htm  ng  desselben  findet  man  dnreh  Wie- 
derholung der  Rechnnng  für  die  Stromgeschwindigkeit  den  genaueren  Wetth: 
e  =  l",33.  Für  den  Ksominhalt  der  pro  Secnnde  afaSieaaenden  WaMenneoge 
ergiebt  sich  hiernach  der  Werth:  ()  =  4.  1.33  =  0,32  Cnhikmeter. 

§  171. 
UagtaichfSrailg«  B«wcgtmg  des  WuHrs  ia  KaallML 

Wenn  die  Wassertiefe  t^  am  oberen  Ende  des  Kanales  grösser 
ist  al3  die  Wassertiefe  t^  am  tmteren  Ende  (Pig.  546),  so  wird  die 
p.  Geschwindigkeit    r^ 

am     oberen     Ende 
kleiner    sein    als 
die  Geschwindigkeit 
V,  am  unteren  Ende; 
die    Bewegung   dea 
abfliessenden    Was- 
sers ist  also  in  die- 
_^_^^     sem  Falle  eine  be- 
■  ^-^--=-J;*     schleunigte. 
LÄI^         Während  bei  der 
gleichförmigen 
Bewegung  des  Wassers  das  ganze  Gefölle  auf  Ueberwinduug   des 
Widerstandes  der  Reibung  des  Wassers  an  den  Eanalwänden  ver- 
wendet wird,  kann  man  sich  bei  dem  Falle  der  beschleunigten 
Bewegung  das  Gefälle  in  zwei  Theile  zerlegt  denken,  von  denen  der 
eine  auf  üeberwindang  der  Beibunga widerstände,    und  der  andere 
auf  Veigrösserung  der  lebendigen  Kraft  der  abfliessenden  Wasser- 
masse   verwendet  wird.     Die  Anwendung  des  Princips   der   leben- 
digen Kraft  auf  die  Bewegung  des  Wassers  längs  des  in  Fig.  547 
dargestellten  unendlich  kleinen  Theiles  der  Kanalsirecke  fahrt  hier- 
nach zu  der  Gleichung: 

F2'j  'lg  ig 

in  welcher  F  und  P  resp.  den  Wasserqueraehnitt  und  dea  Wasser- 
perimeter im  Abstände  x  von  dem  oberen  Ende  des  Eanales  be- 
deuten.    Da  die  Difierenz  der  letzteren  beiden  Glieder  dieser  Glei- 
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chuDg  als  Differenzial  der  Grösse  5—  zu    betrachten   iat,    ao   kann 

tnan  statt  dessen  auch  setzen: 

.      2)    ^  =  ,i.-^f^  +  ^^. 

^■8'-  &47'  Die    pro  Secunde  abfliassende 

Wassermasse    hat    den    Raum- 
inhalt: Q  =  Fv;    folglich  ist: 

3)    d{t>')  =  d{^) 

2Q'dF 2!»'^^ 

—  F»      -  F      - 

^    Wenn  der  Kanal  ein  rechtecki- 
ges Profil  von  der  Breite  b  hat, 
^  80   ist:    F=bt  und  dF=bdt 

zu  setzen,  hiernach  wird: 

^  4)    .M  =  -^^, 

**^     und  die  Gleichung  2)  nimmt  nach 
Substitution  dieses  Wertbes  die  folgende  Form  an: 

^)  --^(^^— ^)- 

Nach    der    in    Fig.  547   angegebenen    Bezeichnungsweise    bat   das 
GeßLlle  des  Wasserspiegels  die  Grösse: 

6)     dz  =  dx  .tma.  —  dt. 
Indem  man  die  obigen  beiden  Werthe  von  dz  einander  gleich  setzt, 
erhält  man  eine  Gleichung,   aus  welcher  fSr  den  Differenzialquo- 
tienten  von  (  (nach  x  genommen)  der  folgende  Ausdruck  sich  er- 
giebt: 


P 

sin  a  ^ —  ; 

(Ix 


Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man  bei  gegebener  Wasser- 
tiefe  t  diejenige  Grösse  dt  berechnen,  um  welche  längs  der  un- 
endlich kleinen  Strecke  dx  die  Wassertiefe  sich  ändern  muss,  wenn 
das  Wasser  mit  der  gegebenen  Geschwindigkeit  c  durch  den  be- 
treffenden Querschnitt  bindurchfliessen  soll. 

Wenn  i.  B.  t  =  l*"  nnd  b  =  10™  ist,  so  h^t  der  Waaserquei schnitt  den 
FlScbeninhklt:     J'=i(  =  10D'n,     nnd    der    Wasserperimeter    die    Lange: 
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P  =  b  +  2t^  l2o>.  Wenn  ferner:  sin  '^  =  gonö '^^^  •  ^°  "^Mt  sich  fOr  die 
Geschwindigkeit  der  gleichförmigen  Bewegung,  welche  bei  überall  gleich 
ftraraer  Wassertiefe  töii  I"  stattfinden  würde,  (nach  g  199,  Gleichung  *)  der 
Werth:  c  =  l™,02U,  und  für  die  pro  Seconde  aböiesaende  Wassermenge  der 
Werth:  F.c=  10,214  Cubikmeter.  Bei  dieser  gleichförmigen  Bewegung  würde 
das  Längenprofll  des  Wasserspiegels  eine  dein  Kanülboden  parallele  gerade 
Linie  bilden. 

Indem  man  dem  Wasserspiegel  ein  grösserea  Uefälle  giebt,  kann  man 
bewirken,  dasa  die  Oejchwindigkcit  den  grösseren  Wertb:  i'=l™,4,  and  die 
abfliessende  Wassermenge  den  grösseren  Werth :  ^=10.1,4  — 14  Cnbikmeler 
pro  Seconde  erreicht.  Der  Geschwindigkeit  0  =  1=1,4  entspricht  (nach  §  169. 
Gleichung  3)  der  Coefficieut:  5  =  0,00772,  und  nach  Gleichung  7)  der  Werth: 

Fig.  hm.  T~—  ~ '*'°°'' ''^^-    ^'*   Wasser- 

tiefe  muas  also   in  der  Richtunt; 
stromabwärts  um  0™,000  533  pr.i 
Meter  der  KanalstrecliB  abnehmen. 
Da  für  eine  verhältnissmässlg  knne 
^      Strecke  das  Längenprofil  dea  Was- 
serspiegels  bei   dem  hier  voraus- 
'      gesetzten  geringen  Geffille  annähe- 
rungsweise als  geradlinig  ange- 
sehen weiden  darf,  so  erhält  man 
nunmehr  nach  Fig.  646,  indem  man 
-^      darin:     i  —  100"  —  I  —  a:    nnd 
Z^_  '^      /  =  1™  setzt,  für  die  WasKrtiefeii 

^  an  den  beiden  Enden  des  Kanalea 

—         _  die    Werthe:    f,  =  ini.OSaa    und 

C        JS'i"  (,  =0",946r.     Das  ganze  Gefälle 

des  Wasserapiegels   hat   hiernach 
die  Orösse:  ?  ain  a  +  (,-(,  =  0,1  -f-  0,1066  =  O",2066. 

Der  Wasiertiefe  t^  ^^  1™,0533  entspricht  die  fieschwindigkeit:  »0=     ■:-"  ^ 

=  1",329,  und  die  Geschwindigkeitshöhe: -|2-  =  Oi^.OS.  Wenn  also  der  Quer- 
schnitt des  Wasserbehälters  A  so  gross  ist,  dass  die  Wasscrmasse  in  demselben 
als  ruhend  betrachtet  werden  darf,  so  wird  die  Oberfläche  derselben  um  0,09 
Meter  höher  liegen,  als  der  Wasserspiegel  am  oberen  finde  des  Kanales  (Fig.  &t8). 
Die  ganze  HöhendiCferenz  der  beiden  Wasserspiegel  A  and  B  in  Fig.  M6  moPB 
demnach:  rj,29e6  Meter  betragen,  wenn  eine  Waasermenge  von  14  CubikmcterD 
pro  Secunile  durch  den  Kanal  von  A  nach  B  abfliessen  soll. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  fPir  die  mittlere  Geschwindigkeit  den  kleine- 
ren Werth :  v  —  0",7  annimmt  (welchem  der  Coefficieut  K  =  0,00803  entspricht), 
80  erhält  man  auf  gleiche  Weise  den  Werth;  '  ^ -j- 0,0002727.  Die  Be- 
wegung de»  Wassers  ist  in  diesem  Falle  eine  verzögerte,  und  es  wird: 
to  =  0'",9:2T3,  (,  =  1'°,02727,  Pa  =  0™,TI96,-|*- =  0™,02e4.  Die  Wassar- 
tiefen-Differenz  hat  die  Grösse:   l,  ~  t^  =  0°',Obi  bl.;   der  Wasserspiegel  hat 
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das  Öefalle:  0,1  —0,054  54  =  0,045  46;  die  günte  Höhendifferenz  der  beiden 

Wasserspiegel  beträgt  in  ditaem  Fslle;  0,07189  Meter,  und  bei  dieser  Qähen- 
Differenz  werden  nur  T  Cubikmeter  pro  Secunde  abSiesseii. 

§   172. 
Grsnibedingung  dar  betcbleunlgtm  B> wagung. 
Die  Bewegung  dea  Wassers  in  dem  Kanäle  ist  eine  beschleu- 
nigte, wenn  der  Differenzialqaotient  -^   negativ   ist.     Nach   der 
im   vorigen    Paragraphen   gefundenen   allgemeinen   Differenzialglei- 
chung: 

,  P       V* 


sin  a  —  Z- 


'  F 
1) 


wird  diese  Bedingung  erfüllt  sein,  sobald  von  den  beiden  im  Zähler 
und  Nenner  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite  stehenden  QrOssen 
die  eine  positiv,  die  andere  negativ  ist 

Wenn  mit  c  derjenige  Werth  von  v  bezeichnet  wird,  für  wel- 
chen der  Zähler  gleich  Null  vird,  so  ist: 

%P        ' 

also  (nach  §  169,  Gleichung  4)  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit, 
welche  den  Werthen  Fy  P  und  sin  a  für  den  Fall  der  gleich- 
förmigen Bewegung  entsprechen  wörde. 

Wenn  mit  C  derjenige  Werth  von  v  bezeichnet  wird,  fär  wel- 
chen der  Nenner  gleich  Null  wird,  so  ist: 


.=]/-'^ 


3)       0: 


=i/^^a). 


also  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit,   welcher  die  halbe  Wasser- 
tiefe  als  Geschwindigkeitshöfae  entsprechen  würde. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  644  das  Wasser  anfangs  in  gleich- 
förmiger Bewegung  von  A  und  B  abfliesaend  und  nachher  in 
Folge  einer  Senkung  des  Wasserspiegels  B  in  eine  beschleu- 
nigte Bewegung  übergehend,  so  erkennt  man  zugleich,  dass  bei 
diesem  neuen  Bewegungsustande  die  Geschwindigkeit  des  Wassers 
an  jeder  Stelle  des  Eanales  grösser  sein  wird  als  diejenige  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  das  Wasser  im  Falle  der  gleichför- 
migen Bewegung  hei  gleich  grosser  Wassertiefe  an  dieser  Stelle 
Torbeifliessen    würde.      Wenn    also    eine    beschleunigte    Bewegung 
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..•^:L;i"-!i   T'Ttti  .umefinun.     ina   lo*  ^flsncr  jiibb    sbüt'  «an. 

■»WiTML  T-^mi  -  irtsper  uä  7  ■tot»,  Semi  'oigr,  öh  -^i»  3i^ 
'RMeamenrg  ibefnaiipi  jnr  121m  jiBCtämufl  smn.  -^au  "  ^i^f^t 
ifrrtä8*r  Ud  •  ica  iieir.rr  lis  ,'  it.  Die»  Beöin^nn;  jmt  ju£  -ff- 
t.lbar  in  -ria.  »önn  ■  =  ','  :st.  Jorca.  'jleuisKtxm^  itr  tuwi 
rur    üese    leuen  'irnasoi    ^^tmiieiun  A^iaarriAe   -wtöit   san    Sr 

lucfl   li*  rui^eode  ?'>rm  ^u*n  iaun: 

*  ■     «n  I  =   "-  (  1  —  -"    j 

1  j  -' 

Sn»    3Mc:uennii|ra  ^ewe^nne   Tint    uso    aar    iaan  iBöifiica  ioau 

■'Min  «n  z  iieiner  Uc  ii=  ^ '  1  —  "'    | 

Oaafi    -MD«    rener^   'xi^i^TiadisiiatsrJ^änuisnn^    iichc    aar 
^nti-M«!   tann.   -tohaia   lir-  'ita«:a>»iiiiii^ejt5üijhe  ^öca  'IK  mibm 

iefi  <xlete:iiin<!<^n  ::,  tnä  i  lea  -nr.i^^  ^mugrapben  lacäwoan. 
^^nn  oian  lie  i«»:iiT;niiigsHtsh.jiit;    ,     Jiii  J  "iKK'-imet  « ':ami 


.\iu-n   3"^  047    i-^ieuc    las   iwia    'icltLiis    12    lus   snei-  lüieäleai, 

iuüer»  ^ifH-a   ii-r  W";ias*tri!^l''-n^iienn^  ^c     Der  'satn«  Eihü  jes 

:'ir:n:^;!i  Be^rfV^Tne  ^r  T-Demnaiina  ier  •tMhnitgMtiiifnHämtft 
grille  lu.-^  r^McariL  ll-^i  ler  wiriiika  ^oraaniienwi  ijTdHKni  lis- 
-.«■üwinauix-!:  ■  rri  ier3^;üe  :iiiM  neiir  lazu  lusnwjun:  4»  wiri 
-if:ui.-iir    :ur    "^Dtr^iL  iu':a     ier    äeiüiinir'iTiiitrMinüe    Jona    oasiL 


D,gM,zed.yGOOgIe 


GreDibediiigungeD  der  beaclilean igten  Bewcgang.  479 

ein  Theil  der  Wassertiefenänderung  in  Anspruch  genommen  werden. 
Die  Gleichung  7)  zeigt  aber,  dass  (IH= — dt  wird,  sobald  11=-^ 
ist,  dass  also  für  diesen  Fall  zum  Hervorbringen  einer  beliebigen 
Geachwindigkeitsvergrösserung  dv  ein  Gefälle  erforderlich  sein 
würde,  welches  gleich  der  ganzen  zugehörigen  Wassertiefenände- 
ning  ist.  Es  kann  daher  eine  Geschwindigkeitsvergrösserung  über- 
haupt nicht  8tattGn< 
Fig.  M9  .,  TT       ' 

den,  wenn  "=,3 

ist,  und  noch  weni- 
ger,  wenn  if  >  y 
ist.     Die  Bewegung 
des  Wassers  von  A 
nach  B  wird  daher 
eine    gleichför- 
mige  bleiben,    wie 
tief  auch  immer  der 
Unterwaxserspiegel   B  sinken  mOge,    sobald  der  Neigungswinkel  a. 
den  aus  der  Bedingungsgleichung  5)  zu   berechnenden  Werth    er- 
reicht oder  übertrifft  (Fig.  549).     Die  Bewegung  längs  der  ganzen 
Eanalstrecke    wird   auch    dann    noch    eine    gleichförmige    bleiben, 
wenn    der  ünterwasserspiegel  B  bis  unter  den  Eanalboden  herab- 
sinltt,    und  demge- 
P'g-  &&*>■  mäsa  die  Wasserbe- 

wegung  am  unteren 
Ende  des  Eanales 
in  einem  Wasserfalle 
ihren  Abschluss  fin- 
det (Fig.  550). 

Wenn  i.  B.  nieder 
(  =  jm  nnd  6  —  lom 
gesetzt  wird,  ao  ergiebt 
sich  aas  Gleichung  3) 
derWerth:(7— S".132. 
Dieser  Gescliwindigkeit 
entspricht  (nwh  §  16B,  Gleichung  3)  der  Coefflcient:  ü  —  0,007  55.  Hiernach 
erhält  man  ans  der  fflr  den  Grentwinkel  a,  gefundenen  Gleichung  5)  den  Werth: 

,..  =  J?M»(.  +  ^)  =  o,oo..s. 

Wenn  also  der  Eanalboden  bei  einer  Länge  von  lOOO  Metern  ein  Qeßille  von 
4.53  Metern  hat,  so  wird  das  Wasser  gleichfarmig  mit  einer  Geschwindig- 
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keit  nm  3.132  Xetem  pro  Seiende  vua  .1  nach  B  Buch  dum  noch  Abäie>an]. 
wenn  der  CBterwHt«n>|iipffFl  S  om  eine  beliebii^e  GtSuc  «  sieh  «enkt  (Ft^.  ^5M 
Der  obere  WiuMnipiegel  A  wird  in  lii^sem  Falle  nm  die  iieschinndii^eitahShe 
—  ^  0,6  HeWr  höher  liegen  all  lier  Waasenpie^pl  am  oberEn  Ende  des  Ejinklea. 

1IWBliliMf|ti  HMMpBt  i«  targn  rtiigMiMB  Hiili, 
Da  die  Gescfawindigkeitahahe  niemRia  üb&  die  batbe  Waaser- 
tiefe  hisana  wachsen  kann  —  vorau^esetzt,  dass  dieselbe  tob  Tom- 
berein  einen  kleineren  Werth  hatte  —  so  wird  in  der  ailgnnranen 
DifferenzialgleichUDg : 

.   P      '■* 
sin  a  —  -  *r  ■    1  - 

der  Nenner  des  Ansdraclrea  anf  der  rechten  9eite  immer  positiv 
sein,  wenn  der  Neignngswinlcel  z  kleiner  ist  als  der  ans  Olei- 
ohnng  5)  des  vorigea  Paragraphen  zn  berechnende  Grenzwertb. 
Der  Differeniialqnotient  wird  daher  immer  negatir  sein,  wenn 
»in«  negativ  tat.  Hieraus  folgt,  daaa  die  Bewegung  anter  alleo 
Umständen  eine  beschleunigte  sein  wird,  wenn  das  Wasser  in  Be- 
zug anf  den  ansteigenden  Eimalboden  bergan  fliesst  statt  bergab. 
Indem  man  „  — sin  a"  statt  „-!- ainA"  setzt,  erhält  nun  fär  diesen 
Fall  die  Gleichung: 


sin  »  +  : 


Mit  Beibebaltong  der 
^'Ü-  ■*'■  wn  Sehlnsee  dea  §  171 

A  -     _   . ^^  «.iigenommeneD   Z«hleD- 

~^  "^S   wertber  (  =  1".  6=10". 

'.  jJt.T--'        "-Ti  P=I2'".J'=:10Cin.sin« 

j.    ...^- "  "";-.,  -  :..——  —0.0005,  c^O».!  mid 

'^  -S-'  _-  -  i^  ;= 0.008  03  erhält  mm 

"-  ■    '    '  '  »n»    obiger    Gleichung' 

den  Wertb:    ^   =  — 
0,00078,  und  wenn  mui 
wie  ilorl:  T=IOO'"-  l  —  x  setit,  «o  wird:  f,=  !",078  nnd  (,=0".922.  Hier- 
n^rh  hftt  du  irefifle  ile»  Wasser»pieife!s  di.*  Graage:  f,— /,— fsini=0,158 — 0,1 
=:ii"'.(iM.    Die  Ge'etinindigtelt  hat  am  oberen  Ende  de*  Kanal«  die  GriSsse: 
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e,=0™,65,  nndam  ontcren  Ende  die  Grösse:  Ci^0",76.  Der  WisserspiegeU 
liegt  nm  die  Geschwindigiteitahöbe :  -^^  — 0",02I61iaherttlBderW«3BerBpiegeI 
tun  oberen  Ende  de«  Eanalei.  Die  gtnie  Höhend ifTere dz  der  beiden  W«8seT- 
apiegel  A  and  B  mnes  also :  0,0775  Meter  betragen,  wenn  die  dei  angenommenen 
mittleren  Geschwindigkeit:  b  =  0™,7  entsprechende  Waasetmenge  von  7  Cobik- 
metem  pro  Secnnde  abfl Jessen  soll. 

Die  obige  QleichuDg  bleibt  anch  dann  noch  gältig,  wenn  der 
NeigUDggwjnkel  des  Eanalbodens  die  GirOsse  Null  bat.  Hieniacb 
erfalllt  man  fflr  die  Bewegang  des  Wassers  in  eioem  horizontalen 
Kanäle  die  Gleichoog; 

Bei  den  oben  angenommeDen  Zablenwerthen  wird  für  diesen  Fall: 
■^  =  0,000  2588.  also  io  =  l",0258«  and  (,=0»',874M,  folglich  ei=0'=,8827, 

r,  =  0'°,7182  nud  -^  =  0™,0S3T.  FQr  das  Oefllle  des  Wasserspiegela  ergiebt 
sich  hiernach  der  Werth:  t«  —  (■  =  0™.050  72,  und  fQr  die  ganze  H3hendiffereni 
der  beiden  Waaeerspiegel  Ä  tind  B  der  Werth:  0".0T35. 

§  174. 


Nor  bei  geringem  Gefälle  des  Wasserapiegela  darf  das  Längen- 
profil  desselben  für  eine  karze  Strecke  annäherungsweise  als  gerad- 
linig betrachtet  werden,  um  die  genauere  Form  dieses  Längen- 
profilea  zu  beatimmen,  bat  man  sich  die  ganze  Länge  l  in  mehrere 
Theile:  2, ,  i,  .  .  .  ^  zerlegt  zn  denken  und  die  allgemeine  Dlffe- 
renzialgleichung  7)  des  §  17  t,  welcher  man  nach  Substitution  der 
Werthe:  F^ht  and  P=h  -\-  2t  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

gt 
alsdann  der  Beihe    nach    auf  jede   einzelne  dieser  Strecken    anzu- 
wenden,  indem   man    för   die   Grossen  v  und  t  ihre  jedesmaligen 
Uittelwerthe  einsetzt  (Fig.  552}. 

Wenn  die  von  dem  Kanäle  pro  Secnnde  fortzuführende  Wasser- 
menge Q  vorgeschrieben,  und  die  Wassertiefe  t^  am  oberen  Ende 
g^eben  ist,  so  kann  man  zunächst  aus  der  Gleichung: 

Bitter,  Ingenlanr-UecbuiU.    S.Ana.  51 
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^>  -i 

die  Geaehwndigfcnt  am  obenn  Eade  des  Emlea  barfchaii.  I*- 
itm  BUB  abrtann  fftr  die  Wasaartiefc  t^  (am  mitemi  Esde  ds 
cntcD  Stred«  I,)  eüen  beliebige  Werth  wÜIkSiÜdi  umimiBt, 
findet  mu  aof  gleich  Weue  die  Gesehwiiufigfcät  im  ooteren  Ende 
d»   ereten    Strecke 


Uta   der  GIeübiBg: 


^)  -^- 

Otto  «D   der  61«- 
dnag  IX  iodoB  msa 

setit,  den  Hittel- 
-;—  für  die  eiste  Strecke,  and 
mit  BeDationg  des  Wertlies  zi^weli  die  Streckenlinge  l^  ht- 
reehnen,  welche  der  wülkürlicb  aDgenommeneii  Wassertiefeo-Ab- 
Dahme  t^  —  f,  eotqtricht  Durch  Wiederbolong  dieser  Beicchnni^ 
in  Bezog  aof  die  tweite,  dritte  und  jede  folgende  Strecke  kann 
man  nachher  auf  gleiehe  Weise  die  übrigen  Thöle  des  Lingen- 
profiles  bestimmen. 

In  dem  erateo  Zahlenbeiipiele  de«  §171  warde:  9  =  lt™>,  e=zio>B, 
«09^0.0005  angenommeti,  woniu  die  Werthe:  f;=^l™.0533,  r,=  lo.3S9S 
Bnd  eine  WaueTtiefen-Abafthme  tod  O.tOM  Metem  Rr  die  gamu  Liiige  des 
Kmnftle*  berechnet  wnrden.  Indeia  nuD  sieh  duae  gsaae  WuaertieCn-Ab- 
Rabme  io  «ier  gleiche  Tbejie  zerlegt  denkt,  findet  man  fOr  dk  WtMertitfen 
■u  den  onteien  Endpukt«B  der  Tier  ingebSrigen  Strecken  die  Werthe: 
(,  =  l",026  85,  <,=  1".  (,  =  0"',97335,  *4  =  0",9M7,  nnd  fftr  die  Gewhwin- 
digketten  m  dieten  Tier  Stellea  die  Wertbe:  c,  =  l^.aMe,  e,  =  l>B,4, 
«1  =  1  ",4377,  it,  =  1  ■°.4788.    Hiemaeb  bat  man  bei  der  Berechiiiiiig  der  entea 


.Ii±Il 


'-  =  l»01   1 


Mtten;  man  trhält  dann  aoi  Oleiebnng  1)  den  Werth: 

'        9,81  .  1,04 
all    Wauertieren-ZDaihme   pro   Längeneinheit    der   ersten   Strecke.     Da   die 
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■0  ergiebt  sieh  fSr  die  LSnge  äex  enten  Strecke  der  Werth: 

^>    ''-0,0004018-'"'    •"■ 
Bei   der    B«rechDiingr   der   »weiten    Strecke    bkt   man:   v  =  — j 

=  1>>>,8S38,  (  =  ^L±A=  im,oi8S  nod  (=0,00772  in  MtMD;   ntM  erhilt 

dann  die  Werthe: —  =  —  0,000486  und  I,  =  54x>,S4.  Aaf  gleiche  Weile 
findet  man  für  die  dritte  und  Tierte  Strecke  die  Wertbe:  It  =  45>°,82  nod 
h  =  »»"».iO. 

Die  genauere  Bereehnang  dee  in  g  171  anniherangsweiBe  als  geradlinig 
betrachteten  Längenprofiles  föbrt  also  la  dem  Besnltate,  da»  die  ganie  Linge 
dee  Eanalea  nicht  200  Het«r  —  wie  in  §  171  angenommen  wnrde  —  aoudem 
205,47  Meter  betragen  mOsate,  wenn  bei  der  TOrauigesetiten  WasaertiefeD- 
Abnahme  Ton  0,106?  Uetern  eine  Waasermenge  tod  14  Cnbikmetem  pro  Seconde 
abflicaaen  aoll. 

Man  erkennt  an  dem  oben  berechneten  Zshlenbeiepiele,  dass 
nacb  dem  unteren  Ende  des  Eanales  hin  die  Wassertiefe  immer 
rascher  abDimmt,  und  die  QeschwiDdigkeit  immer  rascher  eu- 
nimmt.  Da  nach  §  172  die  GescbwindigheitshOhe  niemals  Ober 
die  halbe  Wasaertiefe  hinana  wachsen  kann,  ao  masa  es  Ar  die 
Wassertiefe  selbst  einen  unteren  Grenzwerth  geben,  anter  wel- 
chen hinab  dieselbe  niemals  abnehmen  kann,  wie  tief  auch  immer 
der  Wasserspiegel  B  sinken  mHge.  Diesen  Grenzwerth  t  findet 
man  aus  den  gegebenen  GrOssen  v^  und  t^,  indem  man  die  der 
GeschwindigkdtshOhe  -^  entsprechende  Geschwindigkeit  gleich  der- 
jenigen Geschwindigkeit  setit,  welche  dem  umgekehrten  Qaerschidtts- 
rerh&ltnisae  entspricht,  aas  der  Gleichang: 

SolB.  wQrdeman  bei  den  oben  angenommenen  Werthen:  vt  =  ^'°>3'!9S 
nnd  t,=  l'°,0588  fDt  diese  nntere  Grenie  der  Wauertiefe  den  folgenden  Werth 
erhalten : 


.  .^p 


,8292».  1.0533» 


:0°',685. 


9,61 

Denkt  man  sich  den  oben  als  Beispiel  gew&hlten  Kanal  ström- 
abwärts  noch  weiter  sich  fortsetzend  und  den  onteren  Endpunkt 
gerade  bis  zu  derjenigen  Stelle  hinansgerflckt,  fflr  welche  nach 
der  oben  angewendeten  Berechnnngametbode  die  Wassertiefe: 
j'=0'',&86  sich  ergeben  wQrde,  ao  erkennt  man,  dass  in  dieBom 

81* 
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Falle  die  angeDOmmeDe   Grösse:    ^=14™*  zugleich    den   oberen 

Grenzwerth    bilden    würde    für    die    WasBennenge,    welche    unter 

solchen  Umständen  überhaupt  von  dem  Kanäle  fortgeführt  werden 

kann,  und  die  Grösse:  v^  =  1°',3292  den  oberen  Grenzwerth   für 

die  OcBchwindigkeit,  mit  welcher  bei  der  angenommenen  Wasser- 

tiefe:  t^^  l^.OSSS 

'^'  am  oberen  Ende  das 

Wasser  von  A  ab- 

fliessen  kann.  Diese 

Geschwindigkeit 
wird  selbst  dann 
nicht  femer  wach- 
sen kfinnen,  wenn 
der  Wasserspiegel  B 
bis  unter  den  Kanal- 
boden  hinab  sinkt 
(Fig.  553).  Zugleich 

ei^ebt  sich  ans  Gleichung  1):  dass  an  dieser  Stelle:  — -=  — oo 

wird,  dass  also  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  an  dieser  Stelle 
eine  verticale  Tangeutenrichtung  annimmt. 

Lfige  das  untere  Ende  noch  weiter  entfernt,  so  würde  das 
Wasser  überhaupt  nicht  mehr  mit  der  Geschwindigkeit:  Po  ^=  1  ",3292 
in  den  Kanal  eintreten  können.  Es  würde  in  diesem  Falle  vielmehr 
ein  neuer  —  und  zwar  kleinerer  —  Grenzwerth  i«'  für  die  Ein- 
trittsgeschwindigkeit t'Q  sich  bilden,  und  wiedenun  würde  an  dem 
unteren  Ende  —  falls  der  Ansfluss  (wie  in  Fig.  653}  in  den  leeren 
Baum  stattfindet  —  diejenige  Wassertiefe  ('  sieh  herstellen,  welche 
nach  Gleichung  6)  dem  neuen  Werthe  v^'  der  Eintrittsgeschwindig- 
keit entspricht,  sowie  umgekehrt  aus  dem  gegebenen  Werthe  ('  der 
zugehörige  Werth  von  %'  aus  der  obigen  Gleichung  berechnet  wer- 
den kann. 

Wenn  man  z.  B.  ('^0'°,SB  setzt,  so  erhält  maa  aae  Gleichung  6)  fllr 
die  zQgehörige  Ei ntrittegescb windigkeit  den  Werth: 

8)     fo'  = 

Da  jedoch  die  Ungenauigkeit  der  hinsichtlich  der  Bewegung 
des  Wassers  in  §  169  gemachten  Voraussetzungen  mit  wachsender 
Neigung  des  Wasserspiegels  zunimmt,  so  wird  man  für  den  hier 
betrachteten    Grenzfatl    einer   verticalen    L^e    des    Wasserspiegels 
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selbstverständlich   eine    ToUkommene  Uebereinstimmung   der  Rech- 
Dungsresultate  mit  den  Erfahrungsresultaten  nicht  erwarten  dürfen. 

§  176. 


Die  in  §  171  gefundene  allgemeine  Differenzialgleichung  kann 
—  wie  das  am  Schlüsse  jenes  Paragraphen  berechnete  zweite 
Z&hlenbeispiel  zeigt  —  ebensowohl  auf  die  verzögerte,  als  auf 
die  beschleunigte  Bewegung  angewendet  werden,  und  wenn 
man  jener  Gleichung  wiederum  die  im  vorigen  Paragraphen  an- 
gegebene Form: 


^0-^?)i 


gt 
giebt,  so  kann  man  bei  der  Berechnung  des  LangenproGles  genau 
dasselbe  Verfahren  anwenden,  welches  im  vorigen  Paragraphen  auf 
den  Fall  der  beschleunigten  Bewegung  angewendet  wurde. 

Man       berechnet 
^8-  ^^  zunächst    aus     der 

~~-         1  gegebenen    Wasaer- 

tiefe  ig   am   oberen 
Ende    des    Kanates 
und   der  gleichfalls 
gegebenen    Waaser- 
menge  Q  die    Bin- 
trittsgesch  windig- 
keit tg,  nimmt  als- 
dann für  die  Was- 
sertiefe  t,    am   un- 
teren Endpunkte   der  ersten  Strecke  /,   einen   willkürlich  zu  w&b- 
lenden  Werth  an  und  berechnet  daraus  die  Geschwindigkeit  v^  an 
dem  unteren  Endpunkte  dieser  Strecke  (Fig.  554).     Hiernach  kann 
man   aus  der  obigen  Differenzialgleichung,  indem  man  darin  v  = 

■'  "t    '    und  <  =  -'  "T   '    setzt,  die  Wassertiefen  -  Zunahme  pro 

Längeneinheit  für  die  erste  Strecke  und  damit  zugleich  die  L&nge 
derselben  berechnen.  Indem  man  diese  Berechnung  in  Bezug  auf 
die  zweite,  dritte  und  jede  folgende  Strecke  wiederholt,  findet  man 
successive  die  übrigen  Theile  des  ganzen  Längenprofiles. 
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Bai  dem  am  Schinne  des  §  171  beiMhaetes  tweiten  Zkfalenbeiepiele 
wurde:  Q  ^  7  Cnbikmeter,  £  =  10°',  >iiia  =  0,00as  geaettt,  worftoa  die 
Werthe:  f4  =  0'»,BT87S,  e,  =  0°>,7196  und  eine  WtaMrtiefenxanahme  ton 
0,0S454  Uetern  fQr  die  gante  Linge  des  KadbIsi  berechnet  worden.  Indem 
mui   sich   dieie   gtoM  WaMertiefeninDKhme  in  Tiei  gleiche  Tbeile  von  der 

0  054  54 
GrBwe:-'— -— =  0",013686  zerlegt  denkt,  findet  mwi  för  die  WeMertiefe» 

kn  dea  anteren  Endpnnbten  der  Tiei  mgehSrigen  Streeken  die  Wertbc: 
»,  =  0»9864,  ^  =  1",  (,  =  1'»,0188,  (4  =  1»02727,  und  fQr  die  Ge- 
Mhwindjgkfliten  bd  diesen  vier  Stellen  die  Werthe:  e,  =  0i°,T0dT,  e,=iO'°,7. 
e,:=0>°,690S,  e4  =  0i>',6S14.  Hiemub  hkt  man  bei  der  Berechonng  der 
obereten  Strecke;  f  =  -^5jt:lL=:Om,7ne,  (  =  ^5^tA  ^O^.ÖTöS  und  5  = 
0,008018  IQ  Betten:  mftn  erhSlt  d^nn  ao«  Oleichnng  1)  den  Werth: 


*        9,81.0.8795 
als  Wanertiefeninnahme   pro  Läogeneinbeit   der  ersten  Streeke,  nnd  für  die 
LInge  derselben  ergiebt  sieh  bierana  der  Werth: 

Bei  der  Berechnung  der  iweiten  strecke  bat  man;  f>=~  -— *-  =0'°,7046. 
t=  ''T^^  =0°,9982  and  (  =  0,008024  m  setien;  man  erhält  dann  die 
Werthe:— =  0,00026845  und  ;,  =  50"".8.  Anf  dieselbe  Weise  findet  man 
ffir  die  dritte  Dod  vierte  Strecke  resp.  die  Werthe:  7,  =  49™,I5  nnd  (,  =  47'». 7. 

Die  VergleichoDg  dieser  Werthe  mit  denjenigen  Weithen, 
welche  ans  der  in  §  171  gemachten  Yoranssetzung  einer  geradlinigen 
Form  dea  LängeDprofiles  sich  ergeben  würden,  zeigt:  dass  bei  der 
versflgerten  Bewegung  im  Allgemeinen  der  Fehler  sehr  klein  sein 
wird,  welchen  man  begeht,  indem  man  fQr  die  verhäUnissm&asig 
koize  Strecke  toq  einigen  hundert  Metern  das  L&ngenprofil  des 
Wasserspiegels  als  geradlinig  annimmt. 

Wenn  man  in  Gleichung  1)  den  Zahler  des  Ausdruckes  auf 
der  rechten  Seite  gleich  Null  setzt,  so  erh&lt  man  die  Qleichuug: 


4)     ain.=  t(l+';)^^,. 


welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes  f  =  -^  &uch  die  fol- 
gende Form  geben  kann: 
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ladem  man  zunächst  aDnaherungsweiBe:  ( 1  +  -r-j  =  1  und  . 
C  =  0,008  setzt,  erhält  man  aus  dieser  Gleichung  den  Ann&he- 
rungswertb:  f  =  0'",73,  und  nach  Substitution  desselben  in  dem 
Ausdrucke  auf  der  rechten  Seite  mit  Benutzung  des  nunmehr 
(aus  §  169,  Gleichung  3)  zu  entnehmenden  genaueren  Werthes  Ton 
C  den  genaueren  Werth:  *  =  0"',77.  Dieser  Werth  von  t  würde 
dem  Werthe:  —  =  0,  also  dem  Falle  der  gleichförmigen  Be- 
wegung entsprechen;  d.  h.  wenn  bei  gleichßrmiger  Bewegung  die 
oben  angenommene  Wiissermenge  von  7  Gubikmetern  pro  Secunde 
durch  den  Kanal  fortgefflhrt  werden  sollte,  so  mnsste  die  Wasser- 
tiefe  dberall  0,77  Meter  betr^en. 

Die  Gleichung  1)  zeigt,  dass  mit  abnehmender  Wassertiefe  t 
der  Differenzialquotient  ^—  immer  kleiner  wird,  und  dass  derselbe 
gleich  Null  wird,  wenn  t  =  0'°,77  wird.  Denkt  man  sich  den  in 
Fig.  564  dargestellten  Kanal  über  den  oberen  Endpunkt  hinaus  be- 
liebig weit  verlängert,  und  die  Berechnung  des  Längenprofiles  iu 
Bezug  auf  den  stromaufwärts  gel^enen  Theil  immer  weiter  fort- 
gesetzt, BO  erkennt  man,  dass  die  in  der  Richtung  stromaufwärts 
allmählich  kleiner  werdende  Wassertiefe  dem  oben  gefundenen  Qrenz- 
werthe:  t  =  0'°,77  immer  mehr  sick -nähern  wird,  ohne  denselben 
jemals  wirklich  zn  erreichen.  In  der  Richtung  stromaufwärts  nähert 
sich  also  das  LängenproSl  des  Wasserapiegels  asymptotisch  derjenigen 
(dem  Kanalboden  parallelen)  geraden  Linie,  welche  f3r  den  Fall  der 
gleichförmigen  Bewegung  (bei  gleich  grosser  Wassermenge  Q)  das 
Längenprofil  des  Wasserspiegels  bilden  würde. 

Dauelba  Resaltat  würde  auch  in  Bezu^  auf  den  in  Fig.  552  dargeatellten 
Fall  lieh  ergeben,  wenn  man  tleh  dao  Kanal  Ober  den  oberen  Endpunkt  hin- 
ftiu  verlingert  denkt  nnd  die  Bececfannng  dei  Länge nprofilea  In  der  Biebtong 
stromaaf warte  immer  weiter  fortaetit.  Der  im  Torigen  Paragraphen  ange- 
nommenen Waaaermenge  von  14  Cnbikmetem  pro  Secnnde  wQrde  IHt  den  Fall 
der  gleichfSnnigen  Bewegung  nach  Gleiehnng  5)  die  Wasaeitiefe:  (^l'°,S4& 
entapreehen,  InFig.h&i  wQrde  also  eine  in  der  Hebe:  (  =  1°>,24Ö  aber  dem 
Eanalboden  parallel  in  demselben  gelegte  gerade  Linie  die  Äijmptote  bilden 
fQr  daa  in  der  Riehtnng  itromanfwirU  bis  ina  uneodlicha  fortgesettte  Lingen- 
profil  dea  Wasserepiegels. 

§  176. 
Wanw-Schwelle. 

Bei  der  rerzdgerten  Bewegung  des  Wassers  in  einem  Kanäle 
hat  der  in  §  171  (Gleichung  7)  für  die  Wassertiefen-Aenderung  ge- 
fundene Ausdruck: 
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immer  einen  positiven  Werth,  und  zwar  ist  sowohl  der  Zahler 
al»  der  Nenner  des  Ausdruckes  anf  der  rechten  Seite  stets  eine 
positive  Grösse.  In  der  Sichtung  stromaufwärts  findet  ein  bestän- 
diges Äbnehmeo  der  Wassertiefe  t  und  ein  beständiges  ZnnehmeD 
der  Geschwindigkeit  v  statt.  Es  wird  daher  sowohl  der  Zähler 
als  der  Nenner  dea  obigen  Ausdruckes  in  der  Richtung  stromauf- 
wärts allmählich  kleiner  werden  und  dem  Werthe  Null  immer 
mehr  sich  nahem. 

Wenn  mit  c  derjenige  Werth  von  v  bezeichnet  wird,  für  wel- 
chen der  Zähler  gleich  Null  wird,  so  ist: 

also  nach  §  169  (Gleichung  4)  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit, 
welche  den  Werthen:  F,  P,  sin  «  als  Geschwindigkeit  der  gleich- 
förmigen Bewegung  entsprechen  würde. 

Wenn  mit  0  derjenige  Werth  von  v  bezeichnet  wird,  für  wel- 
chen der  Nenner  gleich  Null  wird,  so  istt 


3)        C: 


=1/^.4' 


also  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit,  welcher  die  halbe  Wasser- 
tiefe als  Geschwindigkeitshöhe  entsprechen  würde.  (Vergl.  §  172J. 
Hieraus  folgt,  dasB  bei  allmählichem  Wachsen  von  r  der 
Zähler  den  Werth  Null  Früher  erreichen  wird  als  der  Nenner, 
sobald  die  der  Geschwindigkeit  c  entsprechende  Qeschwindigkeits- 
höhe  kleiner  ist  als  die  halbe  zugehörige  Wassertiefe.  Wenn  aber 
der  Zähler  den  Werth  Null  erreicht,  während  der  Nenner  noch 
positiv  geblieben  ist,  so  wird  an  der  betreffenden  Stelle  der  Diffe- 

renzialquotient -j-  den  Werth  Null  annehmen,  welcher  dem  Falle 

der  gleichförmigen  Bewegung  entsprechend  eine  fernere  Wassei^ 
tiefen-Abnahme  ausschliesst,  und  das  Längwiprofil  des  Wasserspie- 
gels wird  in  diesem  Falle  (auf  dieselbe  Weise,  wie  im  vorigen  Para- 
graphen auf  dem  Wege  der  Rechnung  ermittelt  wurde)  in  der 
Richtung  stromaufwärts  an  das  geradlinige  Längenprofil  der  gleich- 
förmigen Bewegung  asymptotisch  sich  anschliessen  (Fig.  555). 
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Fig.  &66. 


Deokt  man  sich  in  dem  (uDendlich  lang  vorausgesetzten)  Ka- 
näle die  Wassermen^  Q  pro  Seennde  an&ngB  in  gleichförmi- 
ger Bewegung  bei  Sberall  gleich  grosser  Wassertiefe  a  mit  der 
Oescbwindigkeit  c  abfliessend  und  hernach  in  Folge  einer  durch 
Steigen  des  IJnter- 
wasserspiegels       B 

hervorgebrachten 
Stauung  die  Was- 
sertiefe äberall  so 
lange  wachsend,  bis 
nach  eingetretenem 
Bebarrnugszustande 
wiederum  dieselbe 
Wassermenge  Q  pro 
Secunde  zum  Ab- 
flüsse gelangt,  so  er- 
kennt man,  dass  ein 
solcher  asymptotischer  Änschluss  der  Staucurve  an  das  geradlinige 
Längenprofil  der  gleichförmigen  Bewegung  immer  dann  stattfinden 
wird ,  wenn  die  der  anfänglidien  Oescbwindigkeit  der  gleichför- 
migen Bewegung  entsprechende  Geschwindigkeitshohe  kleiner 
^s  die  halbe  anßlngliche  Wassertiefe  war.  Nach  §  172  (Glei- 
chung 5)  wird  also  die  Staucurve  die  in  Fig.  565  dargestellte  Form 
annehmen,  sobald  der  Neigungswinkel  des  Kanalbodens  der  folgen- 
den Bedingung  entspricht: 

4)     sina<|-(l+^). 

Wenn  z.  B.  a  =  t™  and  b  =  \Q'"  gesetzt  wird,  so  nimmt  die»e  Bedingnng 
die  Form  an:  sin  a  <  -^^— (•  +  -tfA'   <*^"=  »'"  «  <0,0018. 

Eine  von  der  vorigen  gänzlich  verschiedene  Form  dagegen 
wird    das    Längenprofil    des    Wasserspiegels    annehmen ,    wenn  ^— 

grösser  als -s- war,  denn  in  diesem  letzteren  Falle  wird  in  Glei- 
chung 1)  bei  allmählichem  Wachsen  von  v  der  Nenner  auf  der 
rechten  Seite  den  Werth  Null  erreichen  und  nach  der  negativen 
Seite  hin  flberschreiten,  während  der  Zähler  noch  positiv  ge- 
blieben ist.  Der  Differentialquotient  ^  wird  also  an  der  betrefi'en- 
den  Stelle  durch  den  Werth  cc  aus  dem  positiven  in  das  negative 
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Gebiet  äbergeben  —  entsprechend  einer  ümbiegQD^  der  Stancutre 
nnd  einem  Zuräckkehren  derselben  nacb  dem  unteres  Ende  des 
Euialea  hin.  —  Um  das  lAngenpro&l  des  WasserBpi^els  für  diesen 
Fall  zu  beBtimmen,  würde  man  zunäcbst  der  Gleichung  1),  indem 


5) 


JghH* 


1  — 


gb^t' 


Na^  dieser  Gleichung  würde  man  für  jeden  gegebenen  Werth 
Ton  t  den  zugehörigen  Werth  des  Differenzialquotienten  -^  be- 
rechnen und  (auf  dieselbe  Weise,  wie  in  den  vorigen  beiden  Pa- 
ragraphen gezeigt  wurde)  die  einzelnen  Theile  des  Lftngenprofiles 
nach  und  nach  bestimmen  kfinneD. 

Durch  Ausführung  dieser  Bechuung  wurde  man  für  das  Län- 
genprofil  des  Wasserspiegels  eine  Carra  erbalten,  welche  mit  dem 
oberen    Zweige    an 
Fig.  55«.  die        Horizontale, 

und  mit  dem  un- 
teren wieder  rück- 
wärts gewendeten 
Zweige  an  das  ge- 
radlinige LAngen- 
profil  der  gleich- 
förmigen Bewe- 
gung asymptotisch 
sieh  anschliesst  — 
in  solcher  Weise, 
dasB  in  der  strom- 
abwärts Toa  jenem 
Umkehrpunkte  gelegenen  Eanalstrecke  jedem  Werthe  von  x  zwei 
Terschiedene  Werthe  von  t  entsprechen  würden  (Fig.  566).  Wenn 
aber  der  Wasserspiegel  wirklich  eine  solche  Form  hätte,  so  würden 
jedenfalls  in  der  Nähe  derjenigen  Stelle,  an  welcher  nach  obiger 
Gleichung  der  Differenzialquotieot  -=—  einen  unendlich  grossen 
Werth  annimmt,  die  in  §  169  gemachten  Voraussetzungen,  nach 
welchen  in  allen  Funkten  eines  und  desselben  Querschnittes  die 
Wassertheilchen     mit    gleichen    Geschwindigkeiteo     sieb     bewegen 
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sollten,,  nnmftglich  noch  erfailt  sein  können,  and  da  die  obige 
Differenzislgleichnng  eben  ans  jenen  Voranssetzungen  abgeleitet 
worden  war,  so  folgt  hieraus:  dass  dieselbe  auf  den  vorliegenden 
Fall  fiberbaupt  nicht  mehr  angewendet  werden  darf. 

Obwohl  hiemacb  eine  directe  Anwendung  der  ob^en  Bech- 
nangsresultste  nicht  statthaft  sein  wflrde,  so  ist  doch  eine  in- 
directe  Terwerthnng  derselben  hiermit  keineswegs  ansgeschlossen, 
insofern  man  aus  dem  Ei^ebnisse  der  obigen  Untersuchnng  den 
Schluss  ziehen  darf,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  das  Lftngen- 
profil  des  Wassenpiegels  überhaupt  keine  stetig  gekrflmmte  Linie 
bilden  kann.  Uan  mnss  vielmehr  annehmen,  dass  an  ii^end  einer 
Stelle  ein  plötzlicher  Uebei^ng  aus  dem  geradlinigen  LftDgen- 
profile  der  glei«^E&rmigen  Bewegung  in  das  krummlinige  Lftogea- 
profil  der  ungleicbfDrmigen  Bewegung  stattfinden  wird.  Es  bildet 
sich  in  diesem  Falle  eine  sogenannte  Wasser-Schwelle,  bei 
welcher  die  Wassertiefe  sprungweise  aus  einem  kleineren 
Werthe  in  einen  grösseren  Werth  fibergeht.  In  dem  stromanf- 
wftrts  gelegenen  Tbeile  wird  die  gleichförmige  Bewegung 
ihren  ungestörten  Verlauf  nehmen,  wie  wenn  gar  keine  Stauung 
eingetreten  *rfire.  In  dem  etromabw&rts  gelegenen  Theile  wird 
das  Lftngenprofil  allmjlblich  in  die  Horizontale  des  ünterwasser- 
spi^ls  B  äbergehen. 

Die  Höhe  der  Waseerscbwelle  würde  man 
Fig.  &67.  annäherungsweise  mit  Hülfe  des  Principe  der 

lebendigen  Kraft  berechnen  kOnnen,  indem 
man  die  Differenz  der  beiden  Geschwindig- 
keitsbfihen  gleich  der  Höhendifferenz  der  bei- 
den Wasserspiegel  setzt;  also  nach  Fig.  657 
ans  der  Gleichung: 


welcher    man    nach    Substitution    der    Werthe:    v  =  c  ■ 

c* 
-^ —  ^  H  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann : 


9)    t'—m  =  Ua, 
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10)      '  =  ^  +  VHa  +  -f- 

Aus  dieser  letzteren  QleichuDg  ergeben  sich  die  nachfolgenden  iq- 
sammeDgehOrigen  Zahlenwerthe: 

irrt  =  0        0,618       1,732       2,791. 

a 
Dem  Wertha:  H=  -^  entspricht  nach  obiger  Qleichnng  der 
Werth:  t  —  a  ^  0;  dieselbe  zeigt  also  in  üebereinstimmung  mit 
dem  schon  früher  gefundenen  Resoltate,  dass  eine  Wftsserschwelle 
nur  dann  sich  bilden  wird,  wenn  die  Geschwindigkeitshohe  grösser 
als  die  halbe  Wassertiefe  ist,  oder  nach  §  172  (Gleichung  5),  wenn 
der  Neigungswinkel  des  Kanalbodens  der  folgenden  Bedingung  ent- 
spricht: 


11)    3in«>|(l  +  ^). 


Nach  $  169  entsprechen  den  Werthen:  a  =  0™,4,  6  =  2",  c  =  2'°,& 
ftr  den  Fall  der  gleichfQrmigeD  BawegoDg  die  Werthe:  ( =  0,CK)7  56  and 
Bin«  =  0.010 584.  Da  die  GeschwindigkeltshBhe :  ir= ——---  =  0'n,4  in 
diesem  Falle  gleich  der  ganzen  Wassertiefe  ist,  so  wird  nach  obiger  Tabelle; 
^ -  =  0.616.  oder:  (  — o  =  0.4  .0,618  =  0".aj7.  Bei  diesem  Gefalle  des 
Kanalbodens  wird  also  eine  Wasserschwelle  sich  bilden,  deren  B&be  etwa 
247  Millimetei  beträgt. 

§  177. 
Annlharungiforni  der  Stau-Curve  fDr  einen  Kanal  *«i  groster  Breite  und 

geringer  Wastertlefe.*) 
Wenn  die  Wassertiefe  t  im  Verbältniss  zu  der  Eanalbreite  b 
überall  sehr  klein  ist,  so  kann  man  der  Gleichung  1)  des  §  175, 
indem  man  darin  das  Glied     -r-     gegen  das  Glied  „l".Teniach* 
Iftssigt,  die  folgende  Form  geben: 


*)   Nach  Bresse:    .Conrs  de  m^csmque  appliqa£«'.     Second«  Patttei 

.Hydraolique".    Paris,    1860. 
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Die  Werthe  v  =  c  und  t  =  a  entsprechen  dem  Falle  der  gleicb- 
fOrmigen  Bewegung,  und  da  für  diesen  Fall  der  Z&hler  des  Aos- 
drnckes  auf  der  rechten  Seite  gleich  Mull  werden  muss,  so  ist: 

2)  0  =  8ina  — -q"     ■ 

Nach  Sabstitaticm  des  hieraus  fär  den  CoefScienten  £  eq  entnehmen- 
den Werthes  erh&lt  man  die  Gleichung: 

3)  <"_...-/    '"°°' 


dz  ■  _ 

St 
Da  die  Geschwindigkeiten  umgekehrt  wie  die  Wassertiefen  sich  rer- 

halten,  so  kann  v  =  e-j-  gesetzt  werden-,  also  ist: 

«  *     •    ('--^' 

«  £  =  ="""  TTc^^ 
\      W 

und  wenn  man  die  der  Geschwindigkeit  c  entsprechende  Geschwin- 

digkeitsbOhe:  -^—=H' setzt,  so  kann  naan  der  obigen  Gleichang 

auch  die  folgende  Form  geben: 

6)     dx.B\Jia=.- — Tg r^ — 

Wenn  man  wieder  (wie  in  Fig.  547)  das  der  Strecke  dx  und 
der  Wassertiefen- Zunahme  dt  entsprechende  Gef&lle  des  Wasser- 
Spiegels  mit  dz  bezeichnet,  so  ist: 

6)  dx  .  sin  tL  =  du -\-  dt 

zu  setzen,  und  man  erhält  durch  Gleichsetzang  der  obigen  beiden 
Ausdrficke  die  Gleichnng: 

7)  dz-\'dt=  (^^y~^) '''.    oder: 

a'ia~2H)dt 

Bei  der  verzierten  Bewegung  ist  die  Wassertiefe  t  an  allen 
Stellen  grOsser  als  diejenige  überall  gleich  grosse  Wassertiefe  o, 
bei  welcher  eine  gleich  grosse  Wassermenge  pro  Secnnde  in  gleicb- 
fiHrmiger  Bewegung  abfliessea  wärde.    Hiemach  ist  das  Verh&ltniss.- 
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9)      —  =  a 

eine  Zahl,  welche  immer  grosser  ist  als  „Eios".  Nach  Sobstitutioo 
des  ans  der  letzteren  GleichUDg  fQr  t  za  entnehmenden  Werthea 
kann  man  der  rorhergebenden  Glndiung  auch  die  folgende  Form 


10)     dz  =  (o 


11) 


-2H) 


dm 


oder: 


Um  die  Integration  auszufahren,  hat  man  zunächst  den  unter  dem 
Integralzeichen  stehenden  Ausdruck  in  folgender  Weise  arnznformeti : 


12) 


»— 1        \a'  +  m+UI 


«.+ 


1^ 

.( 

2«+l\l 

Yä  ){ 

1  + 

e 

o  +  ls" 

Vs    ) 

and  erhftlt,  indem  man  nach  Substitution  des  letzteren  AosdmokM 
die  Integration  ausfahrt,  die  folgenden  Gleichungen: 


V»i 


U)  I 


|.«[{"  +  l)V|]-/F.-...(^)} 

-j-  Couat. .    oder; 

Denkt  man  sich  den  Kanal  üher  den  unteren  Endpunkt  fainans 
bis  ins  Unendliche  sich  fortsetzend,  so  erkennt  man,  dass  mit 
wachsendem  ,,0"  die  Geschwindigkeit  v  dem  Grenzwertfae  Null, 
und  demgem&ss  die  Wassertiefe  t  dem  Grenzwerthe  00  sich  nähern 
wflrde.  Das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  wird  also  in  der 
fiichtung  stromabwärts  einer  festen  Horizontalen  asymptotisch  sich 
annähern.  Wenn  diese  Horizontale  als  Nirean-Linie  gewählt  wird, 
Ton  welcher  aus  das  Gefälle  z  gemessen  werden  soll,    so   nimmt 
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die  Grösse  »  aberall  negative  Werthe  an,  insofern  s&mmtliehe 
Fnnkte  des  Lftn^nprofiles  oberhalb  jener  Hwizontalen  liegen. 
FSr  z  =  0  wQrde  alsdann  f  =  cc  and  ^er  auch  ai  =  co  werden. 
Die  Constaate  ist  also  za  berechnen  aus  der  Gleichung: 

16)  0=(^^^^^){lgl  — -/S-arctgool  +  CJonst.,    oder: 

17)  Const.  =  (^Zz2^)|V3. 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  kann  man  der  Gleichung  15)  die  , 
folgende  Form  geben: 

oJer: 

Wenn  mit  y  die  Höhe  eines  Punktes  Im  Lftngenprofile  des 
Wasaerspiegels  tlber  jener  Nivean-Iduie  bezeichnet  vird,  so  ist 
y  =  —  z  zu  setsen;  also  wird: 

und  wenn  die  eingeklammerte  Fmktion  von  m  abkfirzungsweise  mit 
Q  beseichnet  wird,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

21)  y  =  (a  — 2fl)Q. 

Um  den  zugebörigea  Werth  der  Abscisse  x  zu  finden,  hat 
man:  ds  =  —  dy  zu  setzen  in  Gleichung  6)  und  hernach  die  Inte- 
gration derselben  auszufahren;  man  gelangt  alsdann  zo  den  fol- 
genden Gleichungen: 

22)  clx.siTia  =  äi  —  dy, 


23) 


aa  i  dx=  I  dt  —  1  dy, 
w,  i.  Vi 


24)     (x, —«,)  sin  «  =  (,—*,  — (y,  —  y,). 
welcher  letzteren  man  in  Beräcksichtigang  der  den  Buchstaben  a 
und   y   beigel^ten   Bedeutungen    auch   die    fblgende  Form   geben 
kann: 

2')  «.-'.=ijfF{'».-».-('-^)(°'-M- 
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Mittelst  dieser  Gleicbuag  ksno  man  aus  den  g^ebenen  (oder 
willkörlich  angeDommenen)  Wassertlefea- Verhältnissen  q,  and  m, 
die  Länge  derjeciigen  Strecke  berechnen,  deren  Endpunkten  jene 
■  Werthe  entsprechen.  Die  zugehdrigea  Werthe  der  Fonctioo  Q 
findet  man  aus  der  Oleicbung: 

aus  welcher  die  in  der  nachfolgenden  Tabelle  zusammengestellteu 
Zahlenwerthe  sich  Blieben: 


1  _ 

1 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,6 

a  = 

1 

1,1111 

1,26 

1,4286 

1,6667 

2        ' 

ß  = 

0,4 

0,6489 
0,3 

0,4198 
0,2 

0,2883 

0,198 

0,1318  1 

ll- 

0,1           0,01 

0 

1    "  = 

2,5 

3,3333 

6 

10            100 

oc 

.= 

0,0821 

0,0466 

0,0201 

0,006 

0,0001 

0 

DenWerthen  o  — .   ,  „  — —     «.>.  — ■-— ,57«  - 
für  den  Fall  der  gleichförmigen  Bewegung  die  Geschwindigkeit:  c  =s  im^f  qq^ 
die  GeBchivindigVeitshahe:    i^  — 0    üoi— ''"•^■ 

Wenn  alao  i.  B.  in  Folge  einer  Stsnnng  die  WaBMrtiefe  (nach  «inge- 
tretenem  BeharmngBzn stände)  an  einer  beitimmten  Stelle  bis  anf  die  OrSsse: 
^  =  2"  zugenommen  hat,  und  diejenige  weiter  etiomaufwlrts  gelegene  Stelle 
aafgeaucht  werden  soll,  an  welcher  die  Wafsertiefe  nnr  noch  die  Oröste: 
(,  =  i-n.as  hat,  so  ist  «,  —  1,25  and  u,  =  2  in  Betwn.  Diesen  Werthen  ent- 
sprechen nach  obiger  Tabelle  die  Werthe:  Sli  — 0,4198  and  Q,=:0,13I8. 
Hiernach  erhilt  man  ans  Gleichung  25}  den  Werth: 

ir,  —  T,  =  1270  [2  -  1,25  —  (1  —  0,8)  (0.1318  —  0,4198)]  =  1245» 

Diejenige  Stelle,  an  welcher  die  Wassertiefe  nur  noch  li°,ä5  beträgt,  liegt 
alao  in  der  Richtnng  ntromanfwärta  um  1245  Meter  von  derjeaig«n  Stelle  ent- 
fijTnt.  an  welcher  die  Wa^sertiefe  2  Meter  beträgt. 

Den  im  Anfange  dieses  Paragraphen  gemachten  VoraossetziiD- 
gen  entsprechend  dürfen   die    ans    den   obigen  Gleichungen    abge- 
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leiteten  Recbnangsresnltate  selbBtreratäDdlieh  Dur  duin  a]s  göUig 

betrachtet  werdeo,    wenn    das  YerhaltoiBB -r-  längs  der  ganzen 

Eanalstrecke,  auf  welche  die  Rechnung  angeirendet  wurde,  einen 
sehr  kleinen  Wertb  hat     Auf  solche  Fftlle,  in  welchen  das  Ter- 

bftltniss:  (D= —  einen  sehr  grossen  Werth  hat,  dflrfen  die  obigen 

Gleicbiingen  daher  nur  angewendet  werden  nnter  der  Voranssetznng: 
dass  gleichzeitig  die  Waasertiefe  der  gleicbfSrmigen  Bewegung  einen 
sehr  kleinen  Werth  hat.  In  diesem  Sinne  wQrde  der  id  der  Tabelle 
mit  aufgenommene  Grenzfall:  10  =  00  also  nicht  zu  deuten  sein 
als  derjenige  Fall,  in  welchem  t  =  x),  sondern  vielmehr  als  der- 
jenige Fall,  in  welchem  u  =  0  wird,  wobei  die  Möglichkeit  nicht 
ansgescblosBen  ist,  dass  die  Wassertiefe  t  einen  endlichen  und  im 
Verbältniss  zu  der  Kanalbreite  immer  noch  sehr  kleinen  Werth 
bat.  Da  jedoch  ausserdem  nach  Oleichung  2)  der  CoefBcient  C 
bei  obiger  Rechnang  als  eine  constante  Orftsse  bebandelt  wurde, 
BO  dfirfen  die  gefundenen  Werthe  doch  immer  nur  als  vorlftofige 
Annfthemngswerthe  betrachtet  werden,  and  in  solchen  F&llen,  wo- 
eine  genauere  Berechnung  der  Stau-Cnrve  erforderlich  ist,  würde 
die  Anwendung  der  in  §  176  erklärten  etwas  umstäDdlicheren 
Uethode  nicht  wohl  zu  umgeben  sein. 

Die  obigen  Oleichungen  gelten  nicht  nur  fftr  die  verzögerter 
sondern  auch  für  die  beschleunigte  Bewegung,  bei  welcher 
letzteren  die  Werthe  der  Verbältnisszahl  a  stets  zwischen  den 
Qreozen  „Eins"  und  „Nnll"  liegen.  Ans  Gleichung  26)  erhält  man 
fSr  diesen  Fall  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten 
Zahlenwertbe: 


u  = 

1 

0,95            0,9 

0,8            0,7            o,e 

Q  = 

+  0C 

+  0.86J4    +0,ei88 

+  0,8459   +0,lTn    +0,0325 

w  = 

... 

0,4             0,8 

0,2              0,1 

0 

U  = 

-0,0878 

—  0,1980  -0,8085 

-0,404!   —0,604« 

—  0,60*6 

Wenn  rasn  i.  B.  mit  Beibebaltnng  der  b«i  dem  TorigeD  Beispiele  koge- 
Domraenen  Zahlenwertbe:  u, :=0,9  nod  0^^0,7  letit,  eo  findet  man  an« 
der  obigen  Tabelle  die  ittgebfirigen  Wertbe:  O,  =0,6188  nnd  Q,  =  0,1TU. 
Hieniub  etbSIt  man  ans  Oleicbang  25)  den  Wertb: 
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«,  —  X,  =  1270  !0,T  —  0,S  —  (1  —  0,2)  (0.1711  —  0,6138))  =  195'n,78 
fQr   die   Länge   derjeDigen   KAoabtTseke,    an    deren  obeiem   Endpunkte    die 
WaaacTtiefe:  Q'^fi,  und  an  deren  onterem  Endpankte  die  Wastertiefe;    0™,7 
beträgt. 

Bei  dem  hier  angenommenen  Falle  wQrde  dem  Werlhe;   u  ^  0,5BS.  der 

Weith;   -~  =  —  xi    oder  eine  Wauertiefe   entsprechen,    welche  gleich   der 

doppelten  lugehSrigen  Geschwind igkeitahShe  ist.  Die  obige  BerechTtongametbod« 

würde  daher  im  vorliegenden  Falle  nor  auf  solche  Werthe  von  u  angeweDdet 
werden  dürfen,  welche  gr3äser  Bind  als  0,585.  insofern  nach  §  174  die  in  der 
Bichtang  Btromabwärte  atlmählieh  abnehmende  Waesertiefe  niemals  Ueiner 
«erden  kann  aU  die  doppelte  Geachwindigkeitshöbe. 
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§  178. 


Wenn  ein  Eilogrsmm  Luft  von  der  Temperatur  Null  Orad 
Celsius  bis  zu  einer  Temperatur  von  t  Graden  Celsius  erwirmt 
wird,  während  der  Druck  pro  Quadratmeter  unverändert  gleich 
Po  bleibt,  so  wächst  das  Volumen  von  der  QrOsae  v^  bis  auf  eine 
Gtö^ae  Vi,  welche  nach  dem  Gaj-Lussac'schea  Gesetze  zu  berechnen 
ist  aus  der  Gleichung: 

-  P( Vf, 

1)     2-  =  at. 

Vf, 

Hierin  bedeutet  a.  den  „Teoaperatur-Ansdelinongscoeffieientm"  oder 
dasjenige  AusdehnungsTerbältniss,  welches  einer  Temperatur -Sr- 
h&hung  von  Null  Grad  bis  auf  -|-  1  Grad  Celsius  entsprechen  würde. 
Dieser  Coefäcient  hat  für  trockene  atmosphärische  Luft  die  Grftsse: 

Nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  verhalten  sich  bd  gleichen 
Temperaturen  die  Drücke  wie  die  Dichtigkeiten  oder  umgekehrt 
wie  die  Volumina.  Wenn  also  jene  Laftmasse,  nachdem  das  Volu- 
men in  Folge  der  Temperatur-Erhöhung  die  Grösse  vi  erreicht 
hatte,  nachher  bei  unverändert  bleibender  Temperatur  t  durch  Ver- 
grösserung  des  Druckes  anf  das  kleinere  Volumen  v  zusammen- 
gepresst  wird,  so  iat  der  diesem  neuen  Volumen  entaprechmde 
Druck  p  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

3)    JL  =  J1, 

Po  o 

welcher  maD  nach  Sabstitntioo  dee  fftr  die  Grösse  t't  ans  Qleichang  1) 
an  eDtaebmenden  Werthes  auch  die  folgende  Form  gebea  kann: 
i)    J>» -?.».(! +»0- 
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Wenn  mit  f  du  dem  Volumen  v  —  und  mit  fg  das  dem  Vo- 
Inmen  v,  —  entsprechende  Gewicht  pro  Cnbikmeter  bezeichnet 
wird,  so  ist: 

6)     •(v=l=-(„v„ 
m  setzen,  nnd  nach  Substitntäon  der  hieraus  f3r  die  Volumina  m 
mtnehmenden  Ansdrficke  nimmt  die  vorige  Qleichnng  die  folgende 
Form  an: 

7  !• 

Bei  dem  Dmcke  von  1  Atmosph&re  und  der  Temperator  von 
Nnll  Grad  Celsius  betraft  das  Gewicht  eines  Cubikmeters  Luft: 
1,293  Kilogramm.  Dem  Werthe  p„  =  10333  EU.  entspricht  dem- 
nach der  Werth:  y,  =  1,293  Eil.,  und  wenn  man  zugleich  Rtr  a 
den  oben  angegebenen  namerischen  Werth  einsetzt,  so  erhftlt  man 
die  Gleichung : 

_,     p        10333  /.    ,      *    \ 

^J    T=M9-3-0+-273-)'    '^"^ 

8)  ^  =  29,27  (273  +  0- 

In  letzterer  Gleichung  bezeichnet  der  eingeklammerte  Aus- 
druck denjenigen  Werth,  welchen  man  fBr  die  Temperatur  erhalte» 
wQrde,  wenn  man  statt  des  Nullpunktes  der  Gelsius'schen  Tempe- 
ratur-3cala  den  um  273  Grad  tiefer  liegenden  Funkt  derselben  aU 
NuUpankt  gewfthlt  hätte.  Dieser  Funkt  wird  der  absolute  Null- 
punkt der  Temperatur,  und  die  Grösse: 

9)  273 +  ^=2" 

wird  die  absolute  Temperatur  genannt  Nach  Einfahning  dieser 
Bezeichnungsweise  kasii  man  der  Gleichung  8)  auch  die  folgende 
Form  geben: 

tO)     -^  =  29,27. 

Diese  Gletebung  zeigt:  dass  die  auf  der  linken  Seite  stehend» 
Function  der  drei  Ter&nderlichen  Grossen:  p,  f,  T  den  constante» 
Werth: 

11)    Ä=  29,27 
stets  beibehält  —  wie  auch  immer  Jene  drei  Grossen  sich  lindem 
mOgen.     Man  kann  daher  die  Gleichung: 

12)  ,V=* 
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bmatEen,  um  iigeüi  eiae  dieser  drei  Teräaderlictaen  QrOssAn  zn 
berechneo,  sobald  die  Wertbe  der  beiden  anderen  gegeben  sind. 

Da  f  =  —  zu   setzen   ist  (nach  Gleichung  5),    so  kann  man 

der  obigen  —  aus.  der  Verbindung  des  Mariotte'schen  Qesetzes 
mit  dem  Gay-Lossac'Bchen  Gosetse  herTorgegangenen  —  Glsichung 
auch  die  folgende  Form  geben: 

13)    pv  =  ItT, 
in    welcher    dieselbe   auf  analoge    Weise   zur   Berechnung   irgend 
einer  toq  den  drei  GrOasen  p,  v,  T  benutzt  vreiden  kann,  sobald 
die  WerUie  der  beiden  anderen  bekannt  sind. 


Tenp«r«tarlllcli<  d*r  Lutt. 
Ffir  die  absolute  Temperatur  der  Luftmaase  ergiebt  sich  aus 
der  Hariotte-Oaj-LasBao'schen  Gleichung  der  Ausdruck: 

.)   r=f . 

Die  Grosse  T  erscheint  in  dieser  Gleichung  als  Function  der  bei- 
den Terftnderlichen  Grossen  p,  v,  und  das  Gesetz,  nach  welchem 
die  Grosse  T  mit  den  GrOssen  p,  c  sich  ändert,  kann  man  sich 
durch  eine  krumme  Fläche  auf  folgende  Weise  geometrisch  ver- 
anschanlicben. 

Wenn  man  in  der  Horiiontalebene  OXY  den  Punkt  anseht, 
dessen  Coordinaten  p,  v  sind,  und  in  diesem  Punkte  ein  Perpen- 
dikel Ttm  der  L&nge  T  errichtet,  so 
^*'  kann  der  Endpunkt  J  dieses  Perpen- 

dikels als  Beprtsentant  des  augen- 
blickliehea  Zostandes  der  Luftmasse 
betrachtet  werden  (Fig.  ö58).  Indem 
man  stob  diese  Constraction  ffir 
sftmmtJiche  Werthen  -  Combinationsn 
der  Grossen  p,  v  wiederholt  denkt, 
eil&lt  man  als  geometrischen  Ort 
ffir  alle  Lagen,  welche  der  Punkt  J 
annehmen  kann,  eine  krumme  FUche, 
welche  abkfirzungsweise  die  „Tem- 
peraturflftohe"  genannt  werden  soll.  Jedem  Punkte  dieser  Tem- 
peraturfliche  entspricht  ein  besonderer  Zustand  der  Luftmasse,  in- 
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Fig.  5&9. 


aofern   mit   der  Loge   dieses  Panktes   zugleich    ffir   jede    der  drei 

Ter&nderlicfaeD  Grössen  p,  v,  T  ein  bestimmter  Werth  gegeben  ist. 

Deakt  msa  rieh  dnrcb  den  Punkt  J  eine  Ebene  gelegt,  welche 

der  Vertioal-Ebene  OXZ  parallel  ist,  so  erkennt  man   (aus   Glei- 

chnng  ]),   dass    die  Temperaturflftche   von   dieser  Ebene  in    einer 

geraden    Linie     geschnitten     wird, 

welche  — -  der  Gleichung  p  =  Const 

entsprechend    —    als    Linie    con- 

etanten   Druckes   mit   dem  Namen 

„Isobare"    bezeichnet    werden    kann. 

Der    Steignngawinkgl    dieser    Isobare 

ist  nach  Fig.  5Ö9    zu   berechnen  »a» 

der  Gleichung: 

T 
2)     tgffl  =  ^, 

velcher  man  nach  Gleichung  1)  auch 
die  folgende  Form  geben  kanu: 

3)    tgm  =  ^- 

Denkt  man  sich  ein  anderes  llal  die  Schnitt-Ebene  parallel 
zur  Vertical-Ebene  0  YZ  hindarchgelegt,  so  erfa&It  man  wiederum 
eine  gerade  Durchschnittalioie,  wel- 
che —  der  Gleichung  v  =  Const.  ent- 
sprechend —  als  Linie  coDstanten 
Volumens  mit  dem  Namen  „Iso- 
piere" bezeichnet  werden  kann  (nach 
dem  griechischen  Worte:  icX-^pijc  := 
voll).  Der  Steigungswinkel  dieser  Iso- 
piere ist  nach  Fig.  560  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

T 

4)    tge=  — , 


Fig.  M«. 


welcher  mau  nach  Gleichung  t)  auch 
die  folgende  Form  geben  kann: 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  in  jener  krummen  FUthe  die 
Linien  constanten  Druckes  und  die  Linien  constanten  Volamens 
zwei    einander   schneidende   Systeme   von   geraden  Linien    bilden. 


D,gM,zed.yGOOgIe 


TemperatnrJlfiehe  der  Lnft 


503 


Fig.  661. 


Die  Temperatnrflftche  kann  (laher  ancb  als  geometrischer  Ort  aller 
DurchschniUeponkte  dieser  beiden  Linien-Sjsteme  aufgefaeat  «erden 
(Fig.  561). 

Wenn  man  endlich  drittens:  eine 
horizontale  Schnitt-Ebene  hindnrch- 
legt,  so  wird  die  TemperaturBäche  von 
derselben  in  einer  k  r  n  m  m  e  a  Linie 
geschnitten,  welche  —  der  Glaichnng 
r=Con8t.  entsprechend  —  als  Linie 
constanter  Temperatur  mit  dem 
Namen  ,, Isotherme"  bezeichnet  wer- 
den kann  (Pig.  562).  Der  Gleichung 
dieser  Isotherme  kann  man  (nach  Glei- 
chnng  1)  die  folgende  Form  geben: 
'^  6)    pr  =  Con8t., 

und  man  erkennt  ans  dieser  Gleichung,  dass  die  Isotherme  eine 
io  der  Horizontal-Ebene  liegende  Hyperbel  mit  rechtwiakeligea 
Asymptoten  bildet. 


Fig.  5«2. 


Betrachtet  man  die  Temperntnrfläehd 
als  eine  Gebirgsoberfläclie,  so  wQrden  die 
laothermen  mit  krnnimlinigeii  Hori- 
lontalwegen  veTglichen  werden  IcSonen, 
während  die  Isobaren  und  die  Isople'- 
ren  als  geradlinig  ansteigende  Wege 
am  Qebirgsabhange  rieh  daTstellen  wQr- 
den.  Jede  bestimmte  gegebene  Aenderoiig 
des  Znstandes  der  LaftmasBe  würde  hier- 
nach als  eine  Wandernng  aof  diaaer  Ge- 
birgsflüche  anfgefasst  werden  kGnnenltngH 
einer  beBtimmten  vorgeecbri ebenen  Bahn- 
linie, deren  einzelne  anf  einander  folgende 
Panlfte  die  nach  einander  dorcblanfenen 
ZnatSade  der  Lnftmasse  repriwentiren. 
Für  die  beiden  partiellen  Differenzial-Qaotienten  der  Grflsse 
T  ergeben  aich  aus  Gleichui^  1)  die  Werthe: 

'dp       R  '      dv        B 

nnd  för  das  totale  DifFerenzia]  der  Grinse  T  erhält  man  hiemach 
die  folgende  Gleichung: 

9)    .r  =  (D*  +  (g)*,    «der: 
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"^^^^ +!"■■■ 

welche  letztere  Engteicfa  die  DiffereDZialgleicfaang  der  Temperatur- 
fladie  darstellt. 

Anstatt  die  GrOsae  T  ala  Function  der  beiden  iinabhäng^[en 
verftDderlichen  GrOsseo  f  und  v  zu  betrachten,  k&nnte  man  aach 
die  OrftsM: 

.0)    ,=^ 

als  Fanction  der  beiden  nnabhftngigen  Veränderliehen  T  und  r, 
oder  auch  die  GrOsse: 

...  BT 

11)    (1  = 

P 
als    Function   der   beiden    unabhängigeQ    Veränderlichen  T  nad  /> 
auffassen.     Man  würde  dann  z.  B.  fQr  die  partiellen  Differenzial- 
quotienten  der  Grössen  ^  und  c,  nach  T  genommen,  die  fo^eoden 
Gleichungen  erhalten: 

'^>   %=\'       '«   Ä=7' 

welche  zeigen,  dass  die  Werthe  derselben  resp.  mit  den  reciproken 
Werthen  der  oben  fOr  die  beiden  partiellen  Differentialqnotienten 
der  Grosse  T  gefundenen  Ausdrücke  identisch  sind. 

§  180. 
■Mhulicbu  Atqulvalent  der  Wlrme. 

Diejenige  Wärme- Quantität,  welche  erforderlich  ist,  um  einer 
Masse  von  1  KU.  Gewicht  eine  Ten]peratnr-ErhJ>hnDg  von  1  Grad 
Celsius  zu  ertheilen,  wird  die  „specifische  Wärme"  oder  die 
„Wärme-Capacität"  des  betreffenden  Stoffes  genannt  Als 
Wärme-Einheit  pflegt  man  hierbei  die  Wärme-Capacität  des 
Wassers  bei  Null  Grad  Celsius  zu  wählen:  nämlich  diejenige 
Wärme- Quantität,  welche  erforderlich  ist,  um  die  Temperatur  eines 
Kilogramms  Wasser  von  Null  Grad  bis  auf  •\-  1  Grad  Celsius  za 
erhöhen. 

Wenn  mit  dQ  die  unendlich  kleine  Wärme- Quantität  bezeich- 
net wird,  welche  einer  Uasse  von  1  Eil.  Gewicht  die  oaendlich 
kleine  Temperatur-Erhöhung  dT  ertheilt,  so  ist: 
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diejenige  Wftrme-Qaantit&t,  welche  dieser  Uasse  eine  Tempentnr- 
Erfaftbnng  von  1  Ond  ertheilen  wQrde,  oder  die  specifische  W&rme 
des  betreffenden  Stoffes. 

Ffir  die  spedfiache  W&nne  der  Luft  ei^eben  die  Beobaoh- 
tnngea  zwei  Terschiedene  Werthe,  jenachdem  bei  ZuRUirnng  der 
Wftrtne  entweder  das  Volumen  oder  der  Druck  anverändert 
erhalten  wird.  Die  speciflsche  W&rme  der  Luft  bei  constantem 
Volumen  hat  den  cosstanten  Werth: 

2)  c  =0,1685. 

Die  speciflsche  Wärme  der  Luft  bei  constantem  Drucke  hat  den 
gleichfalls  eonatanten  Werth: 

3)  (^  =  0,2376. 

Die  Wärme- Quantität,  welche  erforderlich  ist,  am  einem  Eilo- 
gratsm  Luft  bei  constantem  Volumen  die  Temperatur-ErhiJhnng 
dT  zu  ertheilen,  bat  also  die  GrOsse: 

Bei  dieser  Temperatur- Erhöhung  wird  gleichzeitig  die  Draek- 
Vei^rdSBemng  dp  hervorgebracht  Die  Wärme- Quantität,  welche 
erforderlich  ist,  am  bei  constantem  Drucke  jene  Temperatur- 
Erhöhung  herrorzubringen,  hat  den  grösseren  Werth: 

6)    dQp  =  c^dT. 
Bei  dieser  letzteren  Art  der  W&rme-Zufdhmng  wird  zugleich  die 
Volumen -VergrOsseiung  dv   hervorgebracht,    wobei   voji   dem   con- 
stanten  Drucke  p  die  unendlich  kleine  mechanische  Arbeit: 


6)   d^=pdv=p[^)dT 


verrichtet  wird.  Nach  der  Anschanungsweise  der  mechanischen 
Wärme-Theorie  hat  man  die  Ursache  des  Unterschiedes  zwischen 
jenen  beiden  erforderlichen  Wärme- Quantitäten  darin  zu  suchen: 
dass  bei  dem  letzteren  Falle  von  der  zngefflhrten  Wärme  nicht 
nur  die  Temperatur-Erhöhung  dT,  sondern  zugleich  auch  die  me- 
chanische Arbeit  d^  hervorgebracht  wird.  Man  hat  den  letzteren 
Vorgang  so  aufznfitssen,  als  ob  die  zngeführte  Wärme- Quantität 
dQp  gleichsam  in  zwei  Theile  sich  zerlegt,  'von  denen  der  eine 
Theil  dQt  auf  das  wirkliche  Hervorbringen  der  Temperatur-Er- 
bOhuDg  dT  verwendet  wird,  während  der  andere  Theil: 
7)    dft-d^.  =  (cp-c)dr, 
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welcher   als  Wärme   Terschwindet,   gleichzeitig  in  mechanische 
Arbeit  umgewaDdelt  wird. 

Nach  den  Hypotheaeo  der  mechaniechen  Wärme- Theorie  steht 
in  allen  solchen  Fallen,  wo  Wärme  in  mechanische  Arbeit  amge- 
wandelt  wird,  die  hervorgebrachte  mechauische  Arbeit  in  einem 
conatanten  Verhältnisse  zu  der  verschwindenden  Wänne-Quan- 
tätät.     Wenn  also  mit  Ä  daa  Wärme-Aequivalent  der  Arbeits-ESn- 


■  —  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  für  das  Arbeits-Aequivaleot 
der  verschwindenden  Wärme-Qnantität  dQp  —  dQo  der  Werth: 

nnd  durch  Gleicbsetzang  der  beiden  fßr  die  Gtftsse  ^  gefundenen 
Ausdrücke  erhält  man  die  Gleichung: 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  dv  diejenige  Volumen-VergrOsse- 
rung,  welche  bei  constantem  Drucke  eintritt,  wenn  die  Tetn- 
peratuT-ErhÖhiing  dT  stattfindet.  Wenn  man  also  der  obigen  Glei- 
chung die  folgende  Form  giebt: 

10)  Ap{^f)  =  e,-,., 

SO  bedeutet  hierin  der  eingeklanimerte  Quotient  den  partiellen  Bifi'e- 
renzialquotJeTiten  von  v,  nach  T  genommen ,  und  nach  Substitution 
des  in  Gleichung  13)  des  vorigen  Paragraphen  fQr  diesen  Differenz 
zialquotienten  angegebenen  Werthes  erhält  man  die  Gleichung: 

11)  ^i?  =  cp  — e„. 

Für  daa  Wärme-Aequivalent  eines  Meterkilc^rammes  eigiebt  sich 
hieraus  der  Werth: 

,_,       .       0,2375  —  0,1685  1 

12)  A  = ^^^^ =  -^^. 

Daa  mechanische  Aeqnivalent  der  Wärme-Einheit  beträgt  demnach 
424  Meterkilogramm. 

§  181. 
Paiuon'tchM  Gm  alz. 
Um  diejenige  Wärme-Quantität   zu  berechnen,    welche   einem 
Eil<^ramm  Luft  zugeführt  werden  muss,    wenn  bei   conatantem 
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YolDmen  die  Temperatur- Erhj>hnng  dT  in  demselben  herror- 
gebracbt  werden  soll,  hat  man  der  Oleichnng  4)  des  vorigen  Para- 
graphen die  folgend«  Form  zn  geben: 


1)    dQ.: 


"(f)*. 


und  darin  För  den  eingeklammerten  partiellen  Differenzialqaottenten 
den  in  §  179  (Gleichang  7)  angegebenen  Werth  zu  sabstituiren;  man 
erhält  dann  die  Qleicbung: 


2)    dQ.  =  c(^)dp. 


Um  diejenige  Wärme-Quantität  zu  berechnen,  welche  einem 
Eil(^ramD)  Luft  zugeführt  werden  mnsa,  um  bei  constantem 
Dracke  die  Temperatur-ErhObung  dT  hervorzubringen,  bat  man 
der  Qleichung  5)  des  vorigen  Paragraphen  die  folgende  Form  zu 
geben: 

und  darin  ffir  den  eingeklammerten  partiellen  Differenzialquotienten 
den  in  §  179  (Gleichung  8)  angegebenen  Ausdruck  zu  aubstituiren ; 
man  erhält  dann  die  Gleichung: 


4)  äQ,='.(:i) 


dv. 


Die  Wärme-Qnantität  dQ,  vergrOssert  den  Druck  um  die 
Grösse  dp,  tässt  aber  das  Volumen  v  unverändert.  Die  Wärme- 
Qnantität  dQp  vergrOssert  das  Volumen  um  die  Grösse  dv,  lässt 
aber  den  Druck  p  nnverändert.  Diejen^e  Wärme- Quantität  AQ, 
welche  erforderlich  ist,  um  gleichzeitig  die  Druck -Yergrösse- 
ruog  dp  und  die  Volumen-VergrOssernng  dv  bervorzubriogen,  i^t 
gleich  der  Summe  jener  beiden  Wärme- Quantitäten  zu  setzen; 
also  ist: 

^)  "«  =  '•  (f)*+''(f)*'»^«- 

,  „  _  Cb  p  dp  +  Cp  ;)  dv 

Um   die  Beziehung   zu    finden,    welche   zwischen   der  Drnck- 

Aendemng   dp   und    der   Volumen-  Aenderung    dv   in    demjenigen 

Falle  stattfinden  würde,   wenn  gar  keine  Wärme  zngefQhrt  wird, 

bat  man  dQ  gleich  Xnll  zu  setzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

6)    0  =:  Cb  p  dp  -|-  Cp  p  dv. 
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Das  Terh&ltnisa  der  beiden  W&rnie-GftpaciUteQ  hat  nach  den  Glei- 
«hangeu  2)  nnd  3)  des  vorigen  Paragraphen  die  Grösse: 

^^    *  ~  c,  -  0,1686  "  ^'*^- 
Hieniach   kann   man    der  obigen  Gleichung,    indem  man   dieselbe 
durch  c  dindirt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

8)    ^  =  -i±. 
P  f 

Wenn  man  diese  Gleichung  integrirt  —  aaf  der  linken  Seite  zwi- 
schen den  Orenun  p^  nnd  p,,  auf  der  rechten  Seite  zwischen  den 
Grenzen  c,  und  v,  —  so  gelangt  man  zn  den  folgenden  Gleichungen : 


11)  P'_(.<i_).-' 


Wenn  mit  Ti  die  anfänglictie  und  mit  T,  die  nachlierige  Tem- 
peratnr  bezetdinet  wird,  so  ist  nacli  dem  Mariotte-Gay-Lnüsac'acheD 
Gesetze: 


-)  |-=(^:-)(t) 


lu  setzen,  und  wenn  man  hierin  das  eine  Mal  fQr  das  Verbaltniss 

— ,  das  andere  Mal  fflr  das  Verhaltniss  -*- den  aus  Gleichung  11) 

zu   entnehmenden  Werth  snbstituirt,  so  ethftlt  man  die  folgenden 
Gleichungen : 


13) 


A 


=(^)'" 


aus  welchen  man  die  bei  dieser  Zustandsänderung  stattfindende 
Temperaturänderung  berechnen  kann.  Die  drei  Gleichungen  11), 
13),  14),  welchen  man  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

16)    ptV^,=pM, 

16)    r,fi-i  =  rX"S 
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17) 


PdiBsoD'tchea  Oeseti. 


enthalten  das  Poisson'sche  Gesetz  und  gelten  fflr  soldie  Zuatands- 
flnderangen,  bei  welchen  wedtir  Wftrme-Zafäbrnng  noch  W&rme- 
£ntzi^ang  stattfiodet.  E^ne  solche  ZuatandsUndening  wird  z.  B. 
dann  stattfinden,  wenn  die  (festen  und  bev^lichen)  Ge(2ssv&nde, 
welche  die  Luflmasse  einschliesst,  für  Wärnie  vollkommen  nn- 
durchdringüch  —  oder  „adiabatisch"  —  sind,  und  wird  deshalb 
eine  „adiabatische"  ZustandaSnderang  genannt.  Die  kmmme 
Linie,  welche  der  den  Zustand  der  Lnftmasse  repräsentirende  Funkt 
in  der  Temperaturfläche  bei  dieser  ZustandEftnderung  beschreibt, 
wird  die  „adiabatische  Cnrre"  oder  „Adiabate"  genannt, 
und  wenn  man  den  oben  ge^ndenen  Gleichungen  die  folgenden 
Formen  giebt: 

18)  ;>c*  =  Const, 

19)  r»;*->  =  Const, 

T* 

20)  -  ~,  =  Const, 

so  kOonen  dieselben  als  Gleichnngen  der  Frojeetionen  dieser  Gurre 
auf  die  drei  Goordtnaten-Ebenen  betrachtet  werden. 

Wenn  i.  B.  aU  Anf»iigiiii>taiid  derjeDig«  gvwfifalt  wird,  in  welchem  di« 
gewChnliche  ftttnMpbSTuche  Luft  bei  mittlerem  Barometentande  (in  der  HSh» 
des  HaereupiegeU)  bei  der  Tempeiitar  Ton  Nall  Ortd  Celaias  dch  befindet, 
Bo  iit:  F,  =  — 2—  =  0,7784.  j>,  =  10383  and  r,=aJ3  in  »atMn.  Bei  adia- 
batiMher  Anidehnong  ant  das  lehnfiehe  Volnmen  wird  V|  =  7,784  alto 
(nach  Qleichnng  lli):  ji,  =  402  und  (nach  Gleichong  IS):  Tt  =  106,3.  Bei  adia- 
batischer CompreiBion  an f  den  lehnten  Tbeil  des  QTfpTQDglicben  Tolnmen» 
wird  dagegen:  i^  =  0,07784,  also:  j>,  =  S65600  und;  r,  =  70l,7.  Die  den 
obigen  Werthen-Combinationen  entaprechenden  drei  Ponkte  der  Temperatnr- 
tlSche  gehören  demnach  einer  nnd  denelben  adiabatiBchen  Canre  an.  Mit  Bei- 
behaltnng  des  Werthei  T,  =  2T8*  (oder  t,  =  (fi  Celsius)  erbilt  man  auf  gleiebe 
Weise  ans  Glcichnng  18)  oder  Gleichung  16)  fUr  die  Volnrnen-Aendemngen  and 
die  TemperatnT-Aendernngen  die  nachfolgenden  tmanuneDgflhSrigen  Zahlen* 
werthe: 


1 

1 
6.e07 

1 
16,98 

2,M 

«.607 

1M8 

r,= 

108.2 

41,8 

16,08 

701,7 

17»7,1 

4635.5 

<s  =  - 

-  166,8 

-  232,7 

-  256,92 

+  428,7 

+ 1524,1 

+  4882.S. 
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§  182. 
.   UlibatiMha  Zuiiaiidtiiidaning. 
Wenn  das  Volumen  der  in  einem  cyltadrischen  Gefässe  zwi- 
schen   dem    festen  Boden   und    einem    beweglichen   Kolben    einge- 
schlossenen Luftmaase  in  Folge   einer  Verschiebung   des   letzteren 
um   die  Grösse  dv   zunimmt,    während    von   aussen    her  auf  den 
Kolben    ein    der  Gleicbgewichtsbediogung  desselben  entsprechender 
Gegendruck  wirkt,  so  verrichtet  der  von  innen  gegen  den  Kolben 
wirkmde  Druck  der  eingeschlossenen  Luft  die  mechanische  Arbeit: 
Fig.  668.  1)     dn=pdv, 

P  I  welche  auf  die  in  Fig.  563  ange- 

deutete Weise  durch  den  schraf- 
tirten  FUchenstreifen  geometdscb 
dargestellt  werden  kann.  Die 
ganze  bei  dem  Uebergange  aus 
dem  Volumen  v,  in  das  Volumen 
r,  verrichtete  mechanische  Arbeit 
hat  demnach  die  QrOsse: 

2)    %^jpdv 


"-^i 


t.  und   entspricht  der  in  Fig.  664 

schrsffirten  Fläche,  deren  Inhalt 
berechnet  werden  kann,  sobald 
die  Form  der  oberen  Begrenzungs- 
linie  gegeben  ist,  d.  h.  sobald  das 
Gesetz  bekannt  ist,  nach  welchem 
der  Druck  p  mit  dem  Volumen  t> 
sich  ändert. 

Wenn    während    der  Ausdeh- 
nung   weder    Wärme-  ZufQhrong 
noch  Wärme-Entziehung  stattfand, 
so  war  die  ZustandsSndening  eine 
adiahatiscbe,    und-   die    obere 
Begrenzungslinie   der  schrafBrten  Fläche  ist  in  diesem  Falle   als 
Horizontalprojection  der  adiabatischen  Curve  zq  betrachten.    Nach 
der  Gleichung  18)  des  vorigen  Paragraphen  ist  also  fär  diesen  Fall: 
3)    /)f*=i)iP* 
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ZU  setzen,  und  venn  man  den  hieraus  fflr  die  GrOsse  p  zu  ent- 
nebmeDden  Weiib  in  Oleichung  2)  substitnirt,  so  gelangt  man  zu 
des  folgenden  Gleichungen: 


4)     «=;.,«* /^p-'^rfr, 


6) 

In  letetorer  Gleichung  kann  j),f,  =  Br,  gesetzt  werden  (nach 
§  178),  und  wenn  man  zugleich  mit  Benutzung  der  Gleichung  16) 
des  vorigen  Paragraphen  das  Yerhältniss  der  Volumina  durch  das 
Yerhaltniss  der  Temperaturen  amdrückt,  so  erhält  man  fQr  die 
mechanische  Arbeit  den  Werth: 

Dieser  mechanischen  Arl>eit  entapricht  (nach  §  180)  das  Wftrme- 
Aequivalent; 

Da  keine  Wärme  zugeführt  wurde,  so  hat  man  diese  Wftrme- 
Quantitftt  als  denjenigen  Theil  der  ursprät^Uchen  in  der  Luftmasse 
enthalten  gewesenen  inneren  Wärme  anznaehen,  welcher  während 
der  Ausdehnung  als  Wärme  verschwand  und  in  meobaniBche 
Arbeit  umgewandelt  wurde.  Nach  Substitution  des  aus  §  180 
(Gleichung  11)  für  das  Product  AR  zu  entnehmenden  Werthes  er- 
hält man  für  diesen  in  Arbeit  umgewandelten  Theil  der  inneren 
Wärme  die  Gleichung: 

9)  Q  =  cAT,-T,), 

welche  zeigt,  dass  Q  =  CvTf  wird,  wenn  T,  =0  oder  v,  =  oc 
wird,  d.  b.  wenn  bei  Fortsetzung  der  Ausdehnung  bis  ins  Unend- 
tiche  nach  und  nach  die  ganze  ursprünglich  Torhanden  gewesene 
Wärme  in  Arbeit  umgewandelt  wurde.  Hieraus  folgt,  dass  die  in 
einem  Eil<^amm  Luft  von  der  absoluten  Temperatur  T  enthaltene 
Wärme-Quantität  zu  berechnen  ist  aus  der  Gleichung: 

10)  U=e^T, 


D,gM,zed.yGOOgIe 


512  Neunter  Abwhnitt.    §  1B2. 

nnd  Btch  EinfAhrniig  dieser  Bezeicbnnngsweise  kann  nun  der  oben 
gefundenen  Gleichnng  auch  ^ie  folgende  Fonn  geben: 

11)  Q=Ui~L\. 
Das  mechuiische  Aequiralent  der  ganzen  ursprünglich  Torhaoden 
gewesenen  Winne-Qaantit&t  CT,  erscheint  in  Fig.  564  dai^estellt 
darcb  die  gaaze  zwischen  der  Absciasen -Achse  nnd  der  asytn- 
ptotiBch  an  dieselbe  sich  anschliessenden  Horizontslprojection  der 
Adiabate  li^ende  Fläche,  deren  linksseitige  fiegreneoDg  die  Or- 
dinate pi  bildet. 

Bei  adiabatischer  Compression  vom  Volumen  e,  bis  auf 
das  VolnnaeD  v,  w&rde  die  innere  Warme  von  der  GrAsse  ü,  bis 
auf  die  Grfidse  U^  zunehmen,  uod  diese  Zunahme  Uj —  ü^  würde 
als  Wärme-AequiTaleiit  der  anf  die  Lüftmasse  bei  der  Compreasion 
flbertrageaen  mechanischen  Arbeit  zu  betrachten  sein.  Durch  eine 
solche  Zuführung  ron  mechanischer  Arbeit  würde  also  der  Zustands- 
punkt  der  Luftmasse  ans  der  anfänglichen  Isotherme  T,  in  eine  be- 
liebige Toi^eschriebene  hfiber  liegende  Isotherme  T^  versetzt  werden 
können.  Niemals  aber  würde  durch  alleinige  Zuführung  tod 
mechanischer  Arbeit  bewirkt  werden  können,  dass  der  Znstandspaokt 
der  Luftmasse  in  eine  höher  liegende  Adiabate  versetzt  wird  — 
so  lange  die  hier  gemachte  Voraussetzung  erfüllt  bleibt:  nach  wel- 
cher der  auf  den  Kolben  von  aussen  her  wirkende  Druck  stete  die- 
jenige Grosse  haben  sollte,  welche  der  Gleichgewichtsbedingung  des 
Kolbens  entspricht 

Nach  den  Gleichungen  9)  und  6)  kann  man  dem  Ausdrucke 
für  die  bei  adiabatischer  Zustaudsänderung  verrichtete  Arbeit,  in- 
dem man  zugleich  für  die  Constanten  ihre  nnmerischen  Werthe 
einseUt,  auch  die  folgenden  Formen  geben: 


13)  a  =  71,4 .  T,  (l  —  -^).    Ode 

14)  a=7,,4.T.{l-(i)'-') 


Wenn  i.  B.  T,  =  2TS*  getetxt  wird  (<nt«prechend  mn«  Anfimgitamperator 
TOD  Nnlt  Grad  Cehins),  m>  «^ebt  sich  für  Ä  d«r  Wertli: 

IS)    !l  =  195O0(l-(-j)''°}- 

Für  -"*-  =  0  wird  Ueraacli  H  — igMO"*,  d.  h.  wenn  1  Eilognmm  Laft  tob 
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der  Dnprllnglicheii  Temperatar  7\  =  S7S'  ohne  ZnfDhniDg^  toh  Wfirme  bis  idb 
IJneDdliche  aich  lasdehnt,  bo  Tfirichtet  dar  Dracl  denelben  eine  mechftniKha 
Atbeit  TOD  IB&OO  Heteikilo^uamen.  Die  ^nxe  areprOoglicb  in  der  Lnftmuse 
Torhandeii  gewesene  W&rme-QQantiUt:  cTj  =0,ltlSÖ. 275  =  46  Wärme-EiD- 
heiten  wird  dbbei  in  mechsniiche  Arbeit  nmgevuidelt,  und  die  ibgolate  Tem- 
peratnr  d«r  Loftniuie  würde  dabei  bis  anf  Null  Gnd  Bioben. 

Pör  -"'  =  ^-  wird  Ä  =  11 900°>*,  i.  h.  wann  1  Kilogramm  Lnft  von  iet 

araprDngKcben  Temperatnr  T,  =  278*  ohne  ZafBhmng  tod  Wirme  bis  anf  du 
Zehnraebe  det  Tolnmens  aieh  ansdebnt,  so  Terrichtet  der  Dmck  derselben  eine 
mechanische  Arbeit  von  It  900  Heterkilogrammen.  Nach  der  Gleichang  11)  des 
TOTigen  Paragraphen  niikt  dftbei  der  Dnick  Ton  der  GrOsse  pi  bis  anf  di« 
QrOsae;  J^  =  -^^y<  ^"^  naebGloichang  18)  des  Torigen  Paragraphen  sinkt  die 
absotote  Temperatar  Ton  der  Gross«  T,  =  278°  bis  aof  die  Grösse  T,  =  106V- 
FOr  -^  =  10  wird;  «  =  —  30600"*,  d.h.  wenn  1  Kilogramm  Lnft  too 

der  Drspr&n glichen  Temperatar  T^  r=  27S*  bis  anf  den  lehnten  Theil  des  nr- 
■prünglichen  Rauminhalts  siiBammeiigepreut  warden  soll,  so  Ist  hieno  eine 
mechanische  Arbeit  tou  80600  Heterkilogrammen  erforderlich,  falls  bei  diesem 
Zusammenpressen  keine  Ableitung  Ton  Wärme  stattfindet.  Der  Drnck  wDtde 
hierbei  (nach  Gleichnng  11)  des  Torigen  Paragraphen)  von  der  GrOsse  ji,  bis  anf 
die  GrOsse  p,  =;25,T  .pi  lanehmeo,  nnd  die  absolnte  Temperatar  wDrde  (nach 
Gleichnng  18)  des  Torigen  Paragraphen)  von  der  Gr&sse  T,  =^  273°  bis  anf  di« 
Grliss«;  3'i  =  701',7  inDehmeo. 

T 
WeDit  man  in  GMchung  13)  für  das  Verb&ltniss  -^  den  in 

-«1 
OUichnng  14)  dee  Tätigen  Paragraphen  gefundenen  Werth  einsetzt, 
80  nimmt  dieaelbe  die  folgende  Form  an: 


16)     a=71,4.2',U- 


-(#)• 


und  kann  in  dieser  Form  snr  Berechnung  der  mechanischen  Ärbtit 
in  Boleben  F&llen  benutzt  werden,    wo  statt  des  Volumen-Terlifilt- 


För  r,  =  873*  ond  ^  =  10  wird  hiemach:  «  =  — 18  600»*,  d.h.  weno 

1  Kilogiamm  Laft  Ton  der  nrsprilDglicheD  Temperatur  r,=273''  soweit  losam- 
ra«ngepreast  werden  soll,  daat  der  Dmck  anf  das  Zehnfache  steigt,  so  ist  hieran 
eine  mechanische  Arbeit  Ton  18  600  Heterkilogrammen  erforderlich,  falls  bei 
diesem  Znsammen  pressen  keine  Ableitnng  von  Wärme  stattfindet.  Dabei  wflrde 
die  absolute  Temperatur  tod  273*  bis  anf  &S8*,8  nnebmen  und  du  Tolnnen 

roa  V,  bis  anf  *^  ^=  ~^  ,*»   abnebmen. 

Bitter.  iDgtDienr-MechmnilE.    3.  Anfl.  83 
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§  183. 
Entropie. 
Wetm  man  die  Gleichung  5)  des  §  181  auf  beiden  Seiten  durch 
T  diTtdirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

'       i'  ~  RT 

welcher  man  nach  Substitution  der  Werthe;  RT^pv  und  e.  =■  kr-^ 
auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

3)     ^=4=.  lg  (?.')]• 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  Aaas  die  Grösse  -~  als   das   TOllstän- 

dige  Bifferenzial  einer  Function  von  p  und  v  sich  darstellt.     Durch 
AnsfQhmng  der  Integration  erhält  man  die  Gleichung: 


./f 


^-c„  lg  (!>'''')  4-Const., 


in  welcher  die  Integrations-Consitante  noch  näher  zu  bestimmen  sein 
wird.  Die  auf  solche  Weise  definirte  Grösse  wird  die  „Entropie" 
der  Luftmasse  genannt.*) 

Da  die  adiabatische  Ciuve  (nach  §  181,  Gleichung  18)  die- 
jenige ist,  in  deren  Punkten  das  Produkt  pv'  fiberall  einen  und 
denselben  Werth  hat,  so  ergiebt  sich  ans  der  obigen  Gleichung, 
dass  die  adiabatische  Curve  auch  als  Curve  „constanter  En- 
tropie" aufgefasst  und  demgemilss  mit  dem  Namen  „Isentro- 
pische  Curve"  bezeichnet  werden  kann.  Jeder  adiab&tischen 
CnrTe  entspricht  ein  bestimmter  Bntropie-Wetth.  Bei  dem  üeber- 
gange  des  Zustandspunktes  von  einer  gegebenen  Adiabate  zu  einer 
zweiten  gegebenen  Adiabate  ändert  sich  die  Entropie  stets  um 
dieselbe  Grösse  —  wie  auch  immer  die  Form  und  Lage  der  tJeber- 
gangslinie  gewählt  werden  mftga. 

Der  Werth,  welcher  in  Gleichung  4)  für  die  Integrations-Con- 
stante  einzusetzen  ist,  wird  abhängen  von  der  Lage  derjenigen  Adia- 
bate, welche  dem  gewähltoti  Anfangszustande  entspricht  Wenn 
man  als  solche  z.  B.  diejenige  wählt,  welche  der  Gleichung: 
pn''^  Const.  entspricht,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

i-)  CUusins:   .Mechanische  W&rmcthei>rie'.    S.  Anfl.    I.  Band  S.  111. 
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5)    ]^=':„lgW-''„tg(pO- 

Diese  Oleichung  zeigt,  <las3  fär  das  obige  lotegral  stets  ein  be- 
stimmtpr  endlicher  Wertb  sich  ergeben  wird,  sobald  dfis  Produkt 
|)D^  grosser  als  Null  ist  Wenn  dagegen  po''  =  0  wäre,  so  er- 
hielte man  die  Qleichimg: 


e./ 


-  j-  =  c^  lg  (pr*)  -\-  oc. 


In  diesem  Falle  würden  also  die  £ntropie-Werthe  in  slleo  ausser- 
halb der  Adiabate  jenes  Anfangssustandes  liegenden  Punkten  der 
Temperaturfläcbe  unendlich  gross  werden,  obschon  die  Differenzen 
der  Entropie- Werthe  auch  in  diesem  Falle  stets  endliche  QrAesen 
bleiben  würden. 

Um  das  Rechnen  mit  imendlich  grossen  Entropie-Werthen  za 
vermeiden,  empfiehlt  es  sich  daher:  als  Adiabate  .des  Anfangszu- 
standes irgend  eine  bJJher  liegende  Adiabate  za  wählen,  d.  h.  eine 
solche,  deren  Oonstante  grösser  ist  als  Null.  Wenn  man  z.  B. 
diejenige  wfihlt,  welche  der  Qleichung: 

7)  pü*  =  l 

entspricht,  so  wird:  Ig(pD^)  =  0,  und  för  die  Adiabate:  pv*  = 
Const  ergiebt  sich  nunmehr  der  Entropie- Werth: 

8)  S  =  c,lg(pv'). 

Hiernach  würde  die  Qleichung  7)  diejenige  Adiabate  repr&sentiren, 
welcher  der  Entropie- Wertfa :  S  =  0  entspricht 

FQr  die  Entropie,  welche  ein  Kilogramm  gewShnlichor  atmosphSrischer 
Laft  bei  mittlerem  Barometeratuide  (in  der  H6be  des  Ueerssipiegels)  bei  der 
Temperatur  von  Nail  Qrad  Celnue  besitit,  erhilt  man  xw  obiger  Gleiehnug, 
iDdem  man  darin:  r  = ---^-— ^ 0.ITS4  Dnd7  =  10393  BeUt,  den  Wertb: 

9)  «  =  0,l«85  lg  (lO  333  .  0,7734 ''")  =  1,496. 

Bei  isothermiacheT  Ausdehnung  dieier  Luftroasie  auf  das  zebnfacba 
Vulamen  würde  (nach  dem  Hariotte'ichea  Qesetie)  der  Drack  aof  den  lefantan 
Theil  sinken,  und  die  Butcopie  würde  laaebmen  bia  auf  die  QiSaie: 

10)  G  =  0,1885  lg  (l033,3  .  7,734'"")  =  1,866. 

Bei  constantem  Voinmeu  verhalten  sich  die  Drücke  wie  die  absolateD 
Temperataren.  Hiernach  erbElt  man  ans  QleichuDg  S)  fBr  die  Isoplare:  v^ 
"iliäV  ^  ^i^^^^  Kubikmeter  i.  6.  die  nachfolgenden  tneammengehdrigen  Zahleo- 
wertbe; 

-^  =  -„-=-„  =0,01        0,1        1  10         100 

10S3S        278         ' 

IE=  0,780      1,108     1,496    1,884    2,272. 
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Bei  oiiiBtBnteiii  Drucke  Terhalten  ucii  die  TolDmins  wie  die  abeoUteii 
TemperktursD.  Hiernach  ergeben  dch  t.  B.  fQr  die  IsobBie:  p=lOSBZKi\., 
die  Daehfotgenden  lotunmengehBrigen  Wertbe; 

^r^v  =  ^-s^  =  O-Ol      0,1         1  10         100 

0,7784  278 

e  =  0,408     0,M9     1,496     !,044     2,&9I. 

Da  bei  adimbatischer  ZuKtandsindeniDg  die  Entropie  conaUnt  bleibt,  so 

ergiebt  sich  ans  den  am  Schlnsse  d«a  §  181  berechneten  Zahlenbeiapieten,  dasa 

die  drei  Wertben-Combinationen: 

u  =  0,7784      7,734      0,07784 

p  =  10  888         402      26ft  600 

T=      278      106,2  701,7 

drei  verachiedene  Znatfinde  reprieentiren,  welchen  ein  nnd  derselbe  Entropie- 

Warth  entapricht,  nimlicb  der  Wertb:  C  =  1,496. 

TJm  denjeD^en  Paukt  der  Tetnperatiirflftche  za  fiodeD,  in  wel- 
chem ir^nd  eine  gegebene  laotherme:  T=Const.  von  der  Adia- 
bate: 9  =  0  geschnitten  wird,  hat  man  die  beiden  Gleichungen: 

p»*=l     und     px>  =  BT 
für  die  beiden  Coordinaten  \i  und  u  anfzulOeen;  man  erbUt  dann 
2.  B.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe: 


T=      273 

1 

29,27 

p  =  26,37  .  10" 

110460 

1 

t  =  303 . 10"" 

0,000266 

1. 

Die  Isothermen  sind  die  Linien,  in  welcheo  die  Tempe- 
ratur einen  constanten  Werth  hat,  und  die  Adiabaten  (oder 
iBentropen)  sind  die  Linien,  in  welchen  die  Entropie  einen  oon- 
stanten  Werth  bat.  Beide  Linien -Systeme  liegen  in  der  Tempe- 
raturfl&che,  und  jeder  gegebene  Punkt  dieser  Fläche  kann  dem- 
nach angesehen  werden  als  der  Durchschnittspunkt,  in  welchem 
eine  bestimmte  Isotherme:  7'=^Const.  von  einer  bestimmten  Adia- 
bate: IS  =  Const.  geschnitten  wird.  Statt  der  Coordinaten  p  nnd  v 
konnten  daher  zur  Bestimmung  dieses  Punktes  auch  die  QrOssen 
T  und  @  als  Coordinaten  gewählt  werden,  und  da  jeder  Punkt 
der  Temperaturfläche  einen  bestimmten  Zustand  der  Luftmasae  re- 
piäsentirt,  so  ist  dieser  Zustand  vOllig  bestimmt,  sobald  für  die 
beiden  Grössen  T  und  E  ihre  Werthe  gegeben  sind. 

So  z.  B.  würden  die  Werthe  r=273  und  ffi  =  1,496  den- 
jenigen Zustand  repräaentireo,  welcher  dem  Drucke  p  =  10333  Kil. 
und  dem  Volumen  r  =  0,7734  Cubikmeter  entspricht;  ebenso  z.  B. 
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die  Werthe  7^=273  und  S  =  1,655  denjeaigen  Zuataod,  welcher 
dem  Druck  p  =  1033.3  KU.  und  dem  Volumen  u  =  7,734  Oubit- 
meter  entspricht.     Mittelst  der  beiden  Öleichungan: 

pv  =  ET    und    c^,  \g (pi^)  =  IS 
können   die  Cpordinaten  des  einen  Systems  jederzeit  leicht  in  die 
des  anderen  Systems  transformirt  werden. 

Während  einer  Zustands-Aenderung  der  Luftmasse  beschreibt 
der  den  Zustand  derselben  repr&senUrende  Funkt  in  der  Tempe- 
raturfläche eine  bestimmte  BaboUnie.  Die  Art  der  Zustandsände- 
rung  kann  daher  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

II)  T=/m 

cbarakterisirt  werden,  insofern  nach  obiger  Erklärung  eine  solche 
Gleichung  immer  als  Gleichung  irgend  einer  in  der  Temperatur- 
fläche  liegenden  Linie  aufgefasst  werden  kann. 

§  184. 

Iiathertnitohe  Zuitandilndening. 

Die  adiahatische  Ausdehnung   ist   (nach    §  182)   stete   mit 

«inem    Sinken    der   Temperatur    verbunden.      Wenn   während    der 

Ausdehnung  die  Temperatur   unverändert  bleiben  soll,  so  muss 

der  Luftmasse  beständig  Wärme  zugeführt  werden,   welche  hierbei 

als  Wärme  verschwindend  in  die  auf  üeberwindung  des  äasaeren 

Gegendruckes    verwendete    mechanische  Arbeit   umgevrandelt    irird. 

Diese    mechanische  Arbeit   kann   man  —  auf  dieselbe  Weise,    wie 

mit  Bezug  auf  Fig.  663  und  Fig.  664 

F'K-  &*&■  bereits  erklärt  wurde  —  geometrisch 

darstellen  mittelst  der  in  Fig.  666 

schrafflrten  Fläche,  welche  oben  von 

der  Isotherme:  T  =  Const  begrenzt 

wird.     Für  das  Wärme-Aequivalent 

dieser   mechanischen  Arbeit  ergiebt 

sich  hiemach  der  Werth: 

1)     Q  =  Äfpdv. 

Wenn  man  hierin  für  p  den  aus  der 
'  Gleichung:  pv  =  BT  za    entneh- 

menden Werth  substitulrt  und  nachher  —  unter  Berflckaichdgung 
des  ümstandes,  dass  die  Grosse  T  constant  ist  —  die  Integration 
ausfahrt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
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2)  Q  =  ARt[-^~,     (. 

3)  «  =  ^JiTlg(A). 


Die  Wärmo-QuantitHt,  welche  einem  Eilograinm  Luft  von  der  abmlntett 
Temperatur  7=  279°  twi  iso thermischer  Ansdehunug  anf  das  «hufache  Tola- 
meu  iniuführen  ist,  hat  demnach  die  GrOsse; 

an  97      971» 

4)  Q=  — ^2  ~    -  Ig  10  =  43,4  Wavjiie-Einheiten. 

Zu  dem  gleichen  Resultate  irürde  man  mit  Benutzung  der 
Qleiefaung  3)  und  8)  dee  Torigen  Paragraphen  gelangen,  iodein  man: 

5)  dQ=Td^ 

setet  und  hiernach  —  wiederum  unter  Berficksichlignng  des  Um- 
standes,  daes  die  GrOsse  T  constant  igt  —  die  Integration  ausführt; 
man  erhält  dann  die  Gleichung: 
«t 

6)  Q  =  Tfda,     oder: 


7)  C=r(e,-@,).    Oden    -|-  =  @,--®.. 

Weim  in  Bezug  auf  das  ohen  berechnete  Beispiel  angenommen  wird,  dass 
das  anßngliche  Volumen  r,  =  ■  -^  =  0,7734  war,  so  ist  nach  den  Gleichun- 
gen 9)  und  10)  de«  vorigen  Paragraphen ;  S,  =  1 ,496  and  S,  ==  1 ,650  in  setien ; 
man  erhSlt  also  für  die  erforderlicbe  Wanne- (jnautität  wie  oben  den  Werth: 

8)  g  =  273  (1,655—  1.4961  =  43,4  Wärme- Einheiten. 

Die  obige  Gleichung  seigt,  dass  die  bei  isothermischem  Ueber- 
gange  aus  einer  gegebenen  Adiabate:  S^CE,  in  eine  zweite  ge- 
gebene Adiabate:  S  =  S,  zuzuführende  Wärme-Quantitat  stets  der 
absoluten  Temperatur  dieser  Isotherme  proportional  ist;  oder:  dass 

der  Quotient  ~  fSr  alle  isothermischen  Ueberg&nge  aus  der  ersten 

in  die  zweite  Adiabate  einen  und  denselben  Werth  annimmt. 

Wenn  z.B.  die  Ueberführung  ans  der  Adiabate:  £=1,496  in  die  Adia- 
bate: e  =  l,655  IfingB  der  lautberme:  T  =  2.  273  =  646  erfolgte,  ao  würde 
die  Wänne-Quantität:    9  =  2.  43.4  =  86,8  Wärm«-Einheittn  erfurderlioh  sein. 

Zugleich  erkennt  man  aus  Gleichung  3),  dass  für  alle  isother- 
mischeo  ÜebergAnge  aus  der  ersten  in  die  zweite  Adiabate  das 
Auadebnungsverhältniss  einen  und  denselben  Werth  hat. 
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Die  oben  gefnndeDeD  Gleichungen  gelten  niclit  nur  für  die 
isotbenQischa  Expansion,  sondern  auch  für  die  isottiennisclie 
Compression  vom  Volumen  v,  auf  das  Volumen  v^,  fdr  welohoD 
letzteren  Fall  die  Grösse  Q  als  dicrjenige  Wärme- Quantität  anzu- 
sehen ist,  irelche  der  Luftmasse  entzogen  werden  muss,  w«i& 
die  Temperatur  unverftndert  bleiben  soll. 


§  186. 
Kllgemalne  Wlrm»4lfl1chiiiig. 
Nach   §  181  (Gleichung  5)    hat   diejenige    Wanne -Quantität, 
welche  einem  Eilogramm  Luft  zugeführt  werden  muB3,  wenn  gleich- 
zeitig der  Druck  om  dp  und  das  Volumen  um  dv  yergröBaert  wer- 
den soll,  die  Grosse: 

c.,  vdp-\-  c^pdv 

1)  dQ^^^L^^-^ 

Wenn  man  hierin  das  eine  Mal  fSr  e,,  das  andere  Mal  für  c^  den 
aas  der  Gleichung  11)  des  §  180  zu  entnehmenden  Werth  einsetzt, 
so  erh&lt  mau  mit  Benutzung  des  in  §  179  (Gleiohnng  9)  fflr  das 
totale  Differenzial  von  T  angegebenen  A.uadruckes  die  Gleichungen: 

2)  dQ  =  c^dT—Ävdp, 

3)  dQ  =  c,dT-\~Apdv. 

In  letzterer  Gleichung  kann  c^dT^dU  gesetzt  werden  (nach  §  182, 
Gleichung  10);  dieselbe  zeigt  daher  in  der  Form: 

4)  dQ=dU'i-Apdv, 

dass  die  zugeführte  Wärme- Quantität  dQ  aus  zwei  Theilen  sich 
zusammensetzt,  von  denen  der  eine  Theil  dU  auf  VergrOsserung 
der  Inneren  Wärme  verwendet  wird,  während  der  andere  Theil 
Apdv  als  Wärme  verschwindet  und  in  Eipansionsarbeit  umgewan- 
delt wird.  Für  die  ganze  Wänne-Qaantität,  welche  der  Luftmasse 
während  einer  bestimmten  vorgeschriebenen  Zustandeänderung  zuge- 
fährt  werden  muss,  ergiebt  sich  hiernach  die  Gleichung: 
u, 

ö)    Q^  fdU-\-A  fpdv. 


Das  erstere  Integral  hat  den  Werth  Ug' —  U^,  hängt  also  nur  ab 
von  dem  gegebenen  Anfangszustande  nnd  dem  g^ebenen  End- 
zustande.    Das   zweite   Integral    dagegen    hängt  zugleich   ab   von 
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der  Art  des  Ü9b«rgsnge8  und  kana  nur  dann  bestimmt  werden, 
wenn  das  Qesetz  gegeben  ist,  nach  welchem  p  mit  v  sich  ändert« 
während  des  Uebei^anges. 

Wenn  man  nach  Beendigung  der  TOrgeschriebenen  Znstands* 
toderuDg  die  Laftmasse  adiabatisch  sich  ausdehnen  liesse,  so 
lauge  his  die  Temperatur  ~  und  mit  derselben  tugleich  die  innere 
Wärme  —  wieder  bis  auf  die  ursprüngliche  Grflase  abgenommeD 
hat,  so  ffärde  dieselbe  Wärme -Quantität,  um  welche  vorher  die 
innere  Wärme  zugenommen  hatte,  hierbei  wieder  in  mechanisdie 
pj     g^jg^  Arbeit     umgewandelt    werden. 

Das  Arbeitsäquivalent  der  gan- 
zen Wärme- Quantität,  welche 
während  der  durch  die  Lini«' 
A  B  repräsenttrten  Zustands- 
änderung  der  Luftmasse  zuge- 
führt wurde,  kann  daher  geo- 
metrisch dargestellt  werden 
durcb  die  Summe  der  beiden 
in  Fig.  566  schraffirten  Flächen, 
von  denen  die  linksseitige  das 
Int^ral  fpdn  darstellt,  wäh- 
rend die  rechtgaeitige  das  Ar- 
beitsäquivalent  der  Zunahme 
'         '  der  inneren  Wärme  repräsenUrt. 

Am  Schlüsse  des  §  183  wurde  gezeigt,  dass  die  Art  der  Zu- 
standsänderong  auch  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

Flg.  oC7. 

charakterisirt  werden  kann,  oder  durch 
eine  Linie,  deren  Form  erkennen  lässt: 
nach  welchem  Gresetze  die  Tempe- 
ratur mit  der  Entropie  sich  ändert. 
Man  würde  daher,  wenn  dieses  Gesetz 
unmittelbar  gegeben  wäre,  die  Wärme- 
Qnantitat: 

7)     dQ  ^  Td® 
auch  auf  die  in  Fig.  567  angedeutete 
Weise  durch  den  scfaiaffirten  Fläehen- 
streifen   geometrisch    darstellen    kSnnen    und    die    ganze    Wärme- 
Quantität  Q   durch  Sommation   der   einzelnen  Flächensbvifen   be- 
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BtimiiieD  kdnnen.  Für  deo  Fall  der  isothermiacheii  Zustaods- 
UnderuDg  wärde  man  anf  solche  Weise  eine  Rechteck  fläche 
erhalten,  deren  Inhaltsberechoang  wieder  zu  dem  in  Gleichung  7) 
des  Torigen  Paragraphen  fdr  diesen  Fall  gefundenen  Werthe  fahren 
wfirde. 

§  186. 
BMchlennIgte  Expauion. 

Bei  allen  bisher  untersachten  Fällen  wurde  vorausgesetzt:  dass 
die  Zustttudsänderung  mit  sehr  geringer  Geschwindigkeit  erfolgte, 
und  dass  der  von  aussen  her  auf  den  Kolben  wirkende  Druck  stets 
diejenige  Grösse  hatte,  welche  den  jedesmaligen  Gleichgewichts- 
bedingungen der  eingeschlossenen  Luftmasse  entsprach.  So  lange 
diese  Voraussetzung  erfallt  blieb,  durfte  die  bei  irgend  einer  Zu* 
standsänderuDg  stattfindende  Verschiebung  des  Kolbens  stets  als 
eine  gleichfftrmige  Bewegung  betrachtet  werden,  und  —  wie 
am  Schlüsse  des  §  182  gezeigt  wurde  —  konnte  in  diesem  Falle 
durch  alleinige  Zuführung  von  Arbeit  (ohne  gleichzeitige  Zu- 
führung oder  Eotziehung  von  Wärme)  niemals  eine  Versetzung  des 
Zmtandspnnktes  der  Luftmasse  in  eine  andere  Adiabate,  d.  h.  eine 
Aenderung  ihrer  Entropie  hervorgebracht  werden. 

Wenn  dag^en  der  von  aussen  her  auf  den  Kolben  wirkende 
Druck  grosser  oder  kleiner  ist  als  der  Gleichgewichtsdnick  der 
eingeschlossenen  Luftmasse,  so  wird  eine  beschleunigte  Bewegung 
des  Kolbens  —  in  der  Richtung  nach  innen  oder  in  der  Richtung 
nach  anssen  hin  —  stattfinden,  und  in  diesem  Falle  wird  auch 
ohne  Wärme -Zuführung  oder  -Entziehung  —  durch  alleinige  Zu- 
führung einer  (positiven  oder  n^tiven)  ArbeitsgrQsse  —  eine 
Aenderung  der  Entropie  hervorgebracht  werden  k&nnen.  Es  lässt 
sich  jedoch  nachweisen:  dass  diese  Aenderung  stets  nur  eine  Zu- 
nahme —  niemals  aber  eine  Abnahme  sein  kann. 

Bei  adiabatischer  —  langsam  und  allm&blicfa  erfolgender 
—  Ausdehnung  kann  die  Bewegung  des  Kolbeos  als  eine  gleich- 
förmige betrachtet  werden.  Die  der  Luftmasse  entzogene  auf  den 
Kolben  übertragene  Arbeit  würde  iD  diesem  Falle  (nach  Fig.  564) 
durch  die  von  der  Adiabate  begrenzte  Fläche  geometrisch  dana- 
steUen  sein.  Bü  dieser  Art  der  Ausdehnung  würde  der  Druck 
allmftblich  von  ji,  bis  p^  and  die  Temperatur  von  T,  bis  aaf  T, 
sinken.  Wenn  statt  dessen  ein  anderes  Mal  angenommeD  wird, 
dass  der  äussere  Druck  plötzlich  von  p^  bis  p  sinkt  und  w&hrend 
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Fig.  Ö6S. 


des  alsdann  eintretendeD  beschleuDigteo  Zurficlcweichens  des 
Kolbens  den  constanten  Werth  p  beibeh&lt,  bd  ergtebt  sich  fnr  die 
von  der  Luftmasse  auf  den  Kolben  äbertragetie  Arbeit  der  Werth: 
,  1)  M=p(c,— f,). 
Diese  in  Fig.  668  durch  die  schrafßrte  RechtecbBäche  darge- 
stellte Arbeit  wird  immer  kleiner  sein  ah  die  adiabatische  Arbeit, 
sobald  —  wie  hier  einstweilen 
vorausgesetzt  werden  soll  —  der 
constante  Druck  p  kleiner  ist  als 
der  Druck  p^,  welcher  nach  Be- 
endigung der  adiabatischen 
Ausdehnung  eingetreten  sein  wSrde. 
Denkt  man  sich  nunmehr  nach 
dem  üebergange  der  Luftmasse 
aus  dem  Volumen  Vi  in  das  Vo- 
lumen Vf  das  Zurückweichen  des 
Kolbens  durch  irgend  ein  Be- 
wegungshindemiss  (z.  B.  eine  Ver- 
engung des  Cylinders  an  dieser 
Stelle)  plötzlich  gehemmt,  so  erkennt  man,  dass  bei  nachher  ein- 
tretendem Gleichgewichtszustände  die  Luftmasse  eine  Isotherme  T 
erreichen  wird,  welche  hOher  liegt  als  diejenige  Isotherme  7*,, 
welche  die  Luftmasse  bei  adiabatiscber  Ausdehnung  erreicht 
haben  wQrde.  Denn  von  der  inneren  W3rme  der  Luftmasse  wurde 
im  Torliegenden  Falle  nur  der  Theil: 

2)  Ö  =  ^p(»,— u,) 

in  äussere  Arbeit  umgewandelt.    Indem  man  diese  QrOsse  dem  Ver- 
luste an  innerer  Wärme  gleichsetzt,  erb&lt  man  die  Gleichung: 

3)  «.m-T)»^!,  (.,-..,), 

aus  welcher  für  die  wirklich  erreichte  Endtemperatur  der  folgende 
Werth  sich  ergiebt: 

Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  T^Ti  wird,  wenn  der 
constante  Gegendruck  p  die  GrOsse  Null  hatte.  In  diesem  Falle 
wird  die  Tempenttnr  der  Luftmasse  trotz  erfolgter  Volumen-Ver- 
grOsserung  wieder  bis  zur  Isotherme  des  Anfangszustandes  hinauf- 
steigen, und  aus  dem  in  §  183  für  den  Fall  einer  isothermischen 
Ausdehnung    berechneten    Z&hlenbeispiele    ergiebt    sich,    dass    mit 
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einer  solchen  ZuBtands-Aendeniog  immer  eine  VerEetzang  in  sine 
hjUiere  Adiabate,  d.  b.  eine  YergrOssernng  der  Entropie  ver- 
bnnden  ist. 

Wenn  i.  B.  ein  Eibgramm  gewöhnlicher  atmosphärischer  Lnft  (Tom  Drucke 
j),^10333Eil.,  Tom  Tolnmen:  f>  =  0,7784  Cnhikmeter  nnd  von  der  Temperatur 
r=:273°]  plotriich  ohne  Gegendruck  auf  äue  Zehnfache  des  nrspr anglichen 
Tolnmens  sich  ansdehnte,  ao  wQide  (nach  §  133)  die  Entropie  von  der  Oröne 
1,496  bia  %a  der  Griiase  1,65S  innehmen. 

§  187. 


Bei  langsam  nnd  allin&faUch  erfolgender  adiabatiscber  Com- 
pression vom  Volumen  r,  auf  das  kleinere  Volumen  v,  würde  ein 
dem  Laufe  der  adiabatisoben  Curve  entäprechendes  allmähliches 
Anwachsen  des  Druckes  von  der  ursprünglichen  Grösse  p^  bis  zur 
Grösse  pi  Btattfinden,  und  nach  Fig.  564  würde  die  von  der  Adia- 
bate selbst  begrenzte  Fläche  die  der  Luftmasse  hierbei  zngefShrte 
ArbeitsgrOsae  darstellen. 

VTenn  d^egen  ein  anderes  Mal  der  äussere  Druck  pldtzHch 
TOQ  der  Qrßsse  p^  bis  zur  GrOsse  P  gesteigert  wird  und  während 
des  dadurch  bewirkten  bescbleu- 
Fi»-  &69-  nigten  Vorrückens   des   Kolbens 

den  constanten  Werth  P  beibe- 
hält, so  wird  der  Luftmasse  eine 
Arbeit  zugeführt  von  der  Grösse: 

1)  M  =  P(p»— «,). 
Diese  in  Fig.&69  durch  die  schraf- 
firte  Rechteckfläche  dargestellte 
Arbeit  wird  immer  grösser  sein 
als  die  adiabatische  Arbeit,  wenn 
—  wie  hier  vorausgesetzt  wird  — 
der  constante  Druck  P  grösser 
y  ist  als  derjenige  Druck  p,,  wel- 
cher nach  Beendigung  der  adia- 
batiscben  Compression  eingetreten  sein  würde. 

Denkt  man  sich  nach  dem  üebergange  der  Luftmasse  in  das 
kleinere  Volumen  r,  das  Vorrücken  des  Kolbens  plötzlich  gehemmt, 
so  erkennt  man,  dass  bei  nachher  eintretendem  Gleichgewichts- 
zustände der  ZustandspuDkt  der  Lurtmasse  eine  Isotherme  T  er- 
reichen   wird ,    welche    höher    liegt    als    diejenige    Isotherme    T, , 
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welche  die  Lucasse  bei  laogsamer  adiabatiscber  Compression 
erreicht  babea  wörde.  Indem  man  das  W&rme-AequiTalenl)  der 
oben  gefandeoen  ArbeitsgrOsse  dem  Zuwachse  der  inneren  W&rme 
gleich  setzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

2)  APiv,~v^)  =  e^(T~~Tt), 

aus  welcher  fär  die  erreichte  End-Temperatur  der  folgende  Werth 
sich  ei^ebt: 

3)  r=r.+  ^-^''';-°''. 

TJm  diejenige  GrOsse  Eu  finden,  welche  der  constante  äussere 
Druck  P  haben  musste,  damit  der  nacbherige  Oleichgewichtsdruck 
der  Luftmaase  ebenfalls  gleich  P  werde,  hat  man: 

4)  Pvi=ET 

zu  setzen  und  hierin  für  T  den  oben  gefundenen  Werth  zu  sub- 
stituiren.  Man  erh&lt  dann  eine  -Gleichung,  welche  fOr  P  aufge- 
löst die  folgende  Form  aonimmt: 

^'    ^^  ic,  +  AE}v,  —ABvj  ■ 
Wenn  man  in  dieser  Gleichung:  BT,  =Ps  v,  setzt,  so  erhält 
man  durch  Auflösung  derselben   fOr  das  dem  obigen  Werthe  von 
P  entsprechende  Gompressionsverbältniss  den  Werth: 


AB^ 


.  P«, 


Diese  Gleichung   zeigt,   dass    das  Verhftltniss-^nur  abhängt 

von  dem  Drnck-Verhältnias-p-i  nicht  aber  von  der  abso- 
luten Grösse  des  urspranglichen  Druckes. 

WeoD  I.  B.  die  Loftmasse  DtspTÜDglioh  im  Zustande  der  gewOhnlich«ii 
atmospbtLriiehen  Luft  sich  befand  (entepreeheDd  den  Wertfaen;  pt  ^^  10333  Eil., 
V,  =  0^™,T7S4,  T,  ~  273°),  nnd  der  intaeie  Druck  plBtilicb  anf  10  Atmosphätan 

gesteigert  wird,  so  iBt^=  —in  setten,  und  es  wird— '- =  0,36165,  oder 

t.,  =  0<"°,28.  Dem  Droclie  P=  10. 10883  Kil.  und  dem  Volamoo  p,=0™,28 
entspricht  die  Temperatar  T  =  987*.  und  nach  §  183  Sodet  man,  daaa  bei  dieaar 
ComproMioQ  die  EntrO|iie  der  Luftmasee  von  1,496  liis  1,643  zDoimmt,  wfibrend 
bei  adiabatiscber  Campregsion,  d.  h.  bei  constact  bleibender  Eotiopie  das  Vo- 
lameD  bis  auf  die  GrSsse  t>,  =^  0.1953  r,  abnehmen,  nnd  die  Temperatar  bis  m 
der  GrOsse  7*]  ^=  538*  zunehmen  wQrde,  nenn  der  Druck  bis  auf  das  Zehnfache 
innähme. 
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Die  obi^  Gleichung  zeigt,  dass  mit  allmählich  wachsendem 
Werthe  der  Gr&ase  P  das  Volumen-Verh&ltniBS  einem  bestimmten 
Orenzwertbe  sich'oUiert,  welchen  dasselbe  niemals  öberschreiteo 
kann;  denn  fßr  P=co  wird: 

-.      r.  _        AR  __  Cp  -  ■=«  _     1 

'     Pj         AR--\-c^  Cp  3,44 

Hieraus  folgt,  dass  selbst  bei  Anwendung  einer  unendlich  grossen 
Druckkraft  P  es  nicht  mißlich  sein  würde,  eine  bleibende  Com- 
pression  berrorzubringen  auf  ein  Volumen: 


n< 


3,44 


Fig.  570. 


Fig.  671. 


Während  bei  allmählicher  Steigerung  des  Druckes  —  entspre- 
chend dem  Laufe  der  adiabatischen  Gurve  —  jede  beliebige  blei- 
bende Compression  hervorgebracht  werden  kann. 

Die  oben  gefundenen  Gleichungen  kOnnen  auch  auf  den  in 
Fig.  670  und  Fig.  571  dargestellten  Fall  angewendet  werden,  bei 
welchem  angenommen  ist,  dass  die 
Eolbenfläche  1  Quadratmeter  beträgt 
und  dass  eine  auf  den  Eolben  gelegte 
schwere  Masse  durch  ihr  Gewicht 
den  äusseren  Druck  gegen  die  ein- 
geschlossene Luftmasse  hervorbringt 
Diese  Belastung  hatte  anfänglich  die 
iuPig.570  ang^ebene  Grösse ji,  und 
wird  durch  Auflegen  eines  Deherge- 
wichtes  plötzlich  bis  zu  der  Griksse 
P  gesteigert  In  Folge  dessen  wird 
der  Kolben  sinken  und  nach  Schwin- 
gungen von  abnehmender  Amplitude  schliesslich  in  einer  neuen 
Gleichgewichtslage  (Fig.  571)  zur  Ruhe  gelangen  ^—  insofern  mit 
jeder  Schwingung  eine  ungleichförmige  Zustandsänderung  der 
Luftmasse,  folglich  eine  Zunahme  der  Entropie,  oder  ein  um- 
atz  von  lebendiger  Kraft  der  schvringenden  Bewegung  in  Wärme 
verbunden  sein  wird. 

Nach  eingetretenem  Ruhezustände  wird  die  von  der  Hohe  h^ 
bis  auf  die  Höhe  A,  heral^esunkene  Belastung  die  mechanische 
Arbeit: 

9)    P(%-".)  =  P{A,-Ä,) 
verrichtet  haben,    und   die   innere  Wärm«  wird   um  das  Wärme- 
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Aequivalent  dieser  Arbeitslose  za^enommen  haben.  Ana  den 
oben  gefandenen  Gleichungea  ergiebt  sich  demnacli,  dass  es  unter 
den  hier  voransgeeetEteD  Bedinguogeii  Diemals  möglich  sein  wird, 
«ine  bleibende  Senkung  dea  Kolbens  bis  &uf  eine  Hdhe: 

">'  ».<w 

zu  bewirken  —  wie  gross  auch  immer  das  auf  den  Kolben  ge- 
legte Gewicht  P  gewählt  werden  mOge. 


Zonikne  der  Entnpl«  bei  Tanparatgr-AiugleidKmiea. 
Wenn    einer  Luflmasse    von    der  Temperatur  T  die  Wftrme- 
Quantitfit  dQ   entzogen    wird,    und  diese   Wärme- Qnantitftt  einer 
wideren  Luftmasse  von  der  Temperatur  t  zugeführt  wird,  so  rer- 

mindert  sich  die  Entropie  der  ersteren  nm  die  Grösse-^«  w&h- 


Die  Qesammt- Entropie  der  beiden  Luftmassen  wächst  also  am  die 
OrSsse: 

.)    .6  =  i^-f , 

welche  stets  positiv  ist,  sobald  T  grösser  ist  als  t,  wie  hier  voraoe- 
geeetzt  werden  soll.  Hieraus  f<riigt,  dass  mit  Jedem  W&rme-Üeber- 
gange  von  einem  w&rmeren  Theile  tu  einem  kSlteren  Theile 
eine  Zunahme  der  Entropie  des  Ganzen  verbunden  sein  wird. 

Nach  §  182  und  §  183  ergeben  sich  resp.  för  Druck,  VotumeD, 
absolute  Temperatur,  Entropie  und  innere  Wärme  eines  Luftkilo- 
grammes  die  nachfolgenden  zusammeDgehörigeu  Zahlenwerthe: 
[;)i  =  10  333  fft  =  10  333 

r,  =  0,7734  r,  =  1,5468 

'  7",  =  273  l  Tj  =  646 

e,  =  1,496  «,  =  1,661 

[ü,  =  46  [P,  =  92. 

Denkt  man  sieb  ein  Kilogramm  Luft  (Nr.  1)  in  dem  durch  den 
Index  „E^Qs"  charakterisirten  Zustande  und  ein  anderes  EUogramm 
Luft  (Nr.  2)  in  dem  durch  den  Index  „Zwei"  charakterisirten  Za- 
stande,  so  ergebt  sich  für  die  Entropie,  welche  diese  beiden  Luft- 
massen zusammengenommen  besitzen,  der  WerUi: 
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2)  ffi,  +(S,  =3,157. 

Wenn  diese  beiden  Luftmassen  —  anfänglich  durch  eine 
Scheidewand  getrennt  —  zusammen  in  einem  und  denselben  Oc- 
fUsse  sich  befinden,  dessen  nnbeweglich  Toninsgesetzte  Wände  für 
Wärme  undurchdringlich  sind,  so  wird  nach  Beseitigung  jener 
Scheidewand  eine  Temperatur-Ausgleichung  eintreten,  bei  welcher 
die  gesammte  innere  Wärme: 

3)  U,  4-  17,  =  138 

nunmehr  gleichförmig  auf  die  ganze  Masse  sich  vertheilen  wird. 
Nach  erfolgter  Temperatur-Ansgleichung  wird  jede  von  den  beiden 
Luftmassen  das  Volumen: 

4)  ,.^  »■+'•■  ^1,16,       . 

die  innere  Wärme:  17^69  und  die  überall  gleiche  Temperatur: 

T,  4-  71 
6)     r  =  ^^i^|~^*-  =  409,6 

besitzen,  .während  der  Druck  die  Grösse  j)  =  10333  unTerändert 
beibehalten  hat.  Diesen  Wertlien  entspricht  nach  §  183  der  En- 
tropiewerth:  @  :=  1,593  für  jedes  Kilogramm.  Während  der  Tem- 
peratur-Ausgleichung wächst  also  die  Entropie  des  Ganzen  von 
der  Grösse:  ®i  -1-  ffi,  =  3,157  bis  zu  der  Grösse: 
6)     2IS  =  3,1«6. 

In  den  vorigen  beiden  Paragraphen  wurde  gezeigt,  dass  auch 
Zustands-Aendeningen,  welche  auf  rein  mechanischem  Wege  — 
d.  h.  ohne  gleichzeitige  Wärme- Zuffibning  —  hervorgebracht  wer- 
den, mit  einer  VergrössAmog  der  Entropie  verbunden  sein  können; 
dass  jedoch  eine  solche  Vergrösserung  der  Entropie  immer  nur 
dann  eintreten  wird,  wenn  jene  Zustands-Aenderungen  mit  Be- 
schleunigung stattfinden.  Diese  letztere  Einschränkung  fällt 
weg,  sobald  man  die  bis  dahin  gemachte  Voraussetzung  hllen 
lässt,  nach  welcher  die  Luftmasse  stets  ein  zusammeohängendes 
{lanzes  bilden  sollte. 

Das  obige  Beispiel  zeigt  nämlich:  dass  auch  «ine  Reihe  von 
gleichförmigen  mechanischen  Verändeningen  eine  Vergrösse- 
rung der  Entropie  zur  Folge  haben  kann.  Denn  einen  solchen 
Znstand  ungleichförmiger  Wärme- Vertheilang,  wie  derselbe  oben 
als  Anfangazustand  angenommen  wurde,  könnte  man  bei  einer 
Luftmasse  von  ursprünglich  äberall  gleicher  Temperatur  z.  B.  auch 
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dadnTcb  faervorbringen,  dasa  man  zuerst  die  eine  Hälfte  adia- 
battscJi  comprimirt  und  dieselbe  nach  Ab^be  eines  Tbeiles  der 
gewonnenen  inneren  Wärme  an  die  andere  H&lfte  nasfaher  wie- 
denun  adiabatiscfa  so  lange  sich  insdehnen  ISsst,  bis  der  Dmek 
in  beiden  Hälften  dieselbe  GrOsse  aDgenommen  bat  Hit  dem  hier- 
nacb  eintretenden  W&rme-Debei^Dge  von  der  wärmeren  anf  die 
kältere  H&lfte  wird  —  ebenso  wie  mit  jenem  schon  früher  erf<^- 
ten  Wärme-Üeberguige  —  ein  Wachsen  der  Entropie  des  Garnen 
verbunden  sein,  obwohl  jene  auf  mecbanlscbem  Wege  herbeige- 
führte anfängliche  Compreasion  tind  nachherige  Elzpansion  als 
gleichförmige  Zustands-Aenderungen  voransgesettt  worden. 

Denkt  man  sich  z.  B.  in  Fig.  572  den  Kolben  Ä  für  Wärme 
iindurcbUssig,  den  ^olben  C  dag^en  för  Wärme  durch- 
lässig, so  erkennt  man:  dass 
bei  langsam  und  gleichf&rmig 
stattfindender  Terschiebnng  des 
ersteren  Ton  Ä  nach  B  die  En- 
tropie der  in  dem  ganzen  Cylin- 
der  enthaltenen  Luftmasse  resp. 
zunehmen  oder  constant  bleiben  wird,  jenachdem  der  Kolben 
C  als  unbeweglich  oder  als  beweglich  voran^eaetat  wird. 
Im  ersteren  Falle  wird  ausschliesslich  die  zwischen  den  beiden 
Kolben  befindliche  Luflmassa  eine  Compression  erleiden.  Dieselbe 
wird  alsdann  einen  Theil  ihrer  gewonnenen  inneren  Wanne  an 
die  andere  Luftmasse  abgeben,  und  mit  diesem  W^rme-Üebergange 
ist  eine  Zunahme  der  Entropie  des  Ganzen  verbunden.  Im  anderra 
Falle  dagegen  wird  die  Luftmasse  als  Ganzes  eine  adiabatische 
Compression  erleiden,  bei  welcher  ihre  Entropie  constant  bleibt. 

Auch  bei  den  im  vorigen  Paragraphen  untersuchten  Verengen 
kann  als  letKte  Crsache  der  Entropie-Vergrj^erung:  der  W%rme- 
Debergang  von  einem  wärmeren  zu  einem  kälteren  Theile  der 
Lnftmasse  angesehen  werden,  insofern  bei  jener  beschleunigten 
Bewegung  des  Kolbens  angenommen  werden  darf,  dass  die  von 
demselben  weiter  entfernten  Lnfttheilchen  noch  ihre  nispr&ngliche 
Temperatur  beibehalten  haben  werden,  während  die  dem  Kolben 
zunächst  liegenden  Theilchen  schon  eine  Temperator-Aenderung 
erlitten  haben,  welche  dann  allmählich  auch  auf  die  ersteren  sieh 
abertiagen  wird. 

Die  Untersuchungen  dieser  letzteren  Paragraphen  fahren  sonüt 
zu  dem  Schlüsse:    dass   hei   einer  allseitig    v(m  adiabatischen  — 
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ganz  oder  theilweise  beweglichen  —  Wandflächen  nmschlossenea 
Luftmasse  immer  nur  solche  Zustands-Aenderangeo  berrorgebracht 
werden  können,  bei  welchen  die  Entropie  entweder  constant  bleibt 
oder  zunimmt.  Niemals  aber  wird  es  möglich  sein,  durch  irgend 
welche  Manipulatianen  eine  Zsstands-Aendernng  herbeizuführen, 
mit  welcher  eine  Abnahme  der  Entropie  verbünden  sein  wQrde. 


§  189. 
Curven  coitttwtor  ipacifliclMr  Wtra«. 
Kaeh  §  179  kann  jede  gegebene  stetige  Zastands-Aesderong 
der  Luftmaase  als  eine  Bew^ong  des  ihren  Zustand  repr&senlären- 
den  Panktes  in  der  TemperatnrBäche  längs  einer  gegebenen  krum- 
men Linie  anfge&sst  werden.  Im  Allgemeinen  wird  jede  solche 
Znstands-Aendemng  von  einer  (positiven  oder  negativen)  Tempe- 
ratnr-ErhöhnDg  nnd  von  einer  (positiven  oder  negativen)  Wftnne- 
zuführang  b^leitet  sein.  Wenn  für  irgend  ein  bestimmtes  Weges- 
Element  die  Temperatur- Zunahme  mit  dT  nnd  die  zugefQbrte 
Wärmeqnantität   mit  dQ   bezeichnet  wird,   so  kann  der  Quotient: 

als  diejenige  Winnequantitfit,  welche  unter  gleidien  Umständen 
eine  Temperaturzunahme  von  1  Grad  hervorbringen  wflrde,  die 
spscifiscfae  Wärme  der  Luft  für  die  jenem  Weges-Elemente  ent- 
sprechende specielle  Art  der  Znstands-Aendernng  genannt  werden. 

Denkt  man  sich  die  obige  Gleichung  fnr  jedes  der  auf  einan- 
der folgenden  ßabn-Eleme&te  aufgestellt,  so  erkennt  man,  dass 
der  Quotient  X  eine  Grösse  ist,  welche  im  Allgemeinen  während 
der  Bewegung  stetig  sieb  ändern  wird.  Je  nach  der  Form  des 
TOigeschriebenen  Weges  wird  diese  Aenderung  der  Gritese  \  in 
einem  Wachsen  oder  Abnehmen  derselben  bestehen  können, 
und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  es  för  jene  Bahnlinie  auch 
solche  Formen  geben  muss,  bei  welchen  die  Grösse  \  weder  zu- 
nimmt noch  abnimmt.  Eine  solche  Linie,  f&r  deren  Elemente  der 
Quotient  \  äberall  denselben  Werth  annimmt,  kann  eine  „Curve 
constanter  specifischer  Wärme"  genannt  werden,  nnd  die 
Gleichung  dieser  Linie  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ableiten. 

Der  Gleichung  1)  kann  man  nach  Substitution  des  in  §  179 
(Gleichung  9)  fOr  dT  angegebenen  Werthea  auch  die  folgende  Form 
geben: 

Slttcr,  IngeDlaar-HachuilIi,    &  Anfl.  34 
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2)  aQ^^ivdp-\-pdv). 

rOr  disJeDige  WärmeqDaDtitftt,  welche  erforderlich  ist,  nm  gleich- 
zeitig die  Dmcksunahme  dp  und  die  YolmneuEunahine  dv  hervor- 
zubringen, Würde  in  §  18t  (Qleichiing  6)  der  Ausdruck  gefunden: 

c  vdp  +  c^pdv 

3)  dQ  =  ^^^-'-^ 

Dnrch   Oleichsetsung   dieser   beiden    Ansdrficke    erh&lt    maa    eine 

c 
Gleichung,    welcher   man    nach  Substitution    des  Werthes:-^=  & 

die  folgende  Forna  geben  kann: 

±1     dp  ___ff^r  —  '^  \d^ 

P  ~      ^  c,  — >>  ''    '■  " 
Da   die  Grösse  \  der  YorsuSBetzuDg  nach  einen  von  den  QiOsfleii 
p  und  V  unabhängigen  Werth  haben    sollte,    so   ist  der  Quotient; 

fe.  — X 

ebenfalls  als  eine  constante  Qrftsse  zu  behandeln,  und  man  gelangt, 
indem  man  nach  Substitution  dieses  Werthes  die  Integration  aus- 
führt, zu  den  folgenden  Gleichungen: 


6) 


7)     lg(^)  =  -..g(i^). 

Pl     ^^t  ^ 

Die  Horizontalprojection  der  Cnrre,  welche  der  den  Zustand  ist 
Luftmasse  r^rftsentirende  Punkt  in  der  Temperaturflftche  durch- 
laufen  muss,  wenn  die  Grösse  X  constant  bleiben  soll,  entspricht 
also  der  Gleicinmg*): 

9)    pv'  =  OMst.  =p,f'  =P,*'[y 
und  nach  Gleichung  b)  hat  bei  dieser  Art  d'er  Znetauds-Aenderung 
die  spedifische  Warme  der  Luft  den  oonstanten  WerUi: 


*)  T«Tfl.  Zeaner:  .QrandiBge  d«r  mechsaiKheD  WÄrmetheoiie*.    2,  Aufl. 
8.  14&  nnd  S.  S18. 
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CuTfln  eonitanUr  speciliBclier  Wurme. 


10)     X 


='-C~t)- 


Ans  dieser  Gleicbnng  ergeben  sich  fOr  die  beiden  GrOseen  r 
und  \  die  nachfoIgtaideQ  ziusmmengehSri^n  Werttie: 


-■= 

0 

1 

k 

oo 

x  = 

"' 

oo 

0, 

c^ 

y  =  001181. 

r=Ooii!t 

S  =  G0D8t 

v  =  Cooat 

Wenn  die  Zustands-Aenderong  dem  obigen  Gesetze  gem&ss 
erfolgt,  ao  kann  die  zum  Herrorbriogen  der  Temperatnr-ErhUiiiag 
7,  —  T,  erfordsrliehe  W&rmequantiÜt  bereefanet  werden  ans  der 
Oleichnng: 

11)     Q  =  \(T,  —  Tt). 
Ffir   diese   Wftrmequantit&t    ergiebt    eich   ein    negativer   Werth, 
wenn  die  GrOsee  \  selbst  negativ  (and  zugleich  7,  -—  7*,  positiv) 
ist    Nach  Gleichang  10)  entspricht  dem  Falle: 

<;& 

Fig.  578.  12)    r^j 

eine  negative  speci- 
fischeWftrme.  Wenn 
also  die  Constanta  r 
zwischen  den  Wer- 
then  1  and  1,41  liegt 
—  entsprechend  dem 
in  Fig.  573  durch  die 
pnnktirte  Unie  dar- 
gestellten Falle  —  so 
wird  eine  Tempera- 
tur-ErhOhnng  mit 
einer  Wärme-Ent- 
ziehung verbunden 
sein,  nnd  eine  Tem- 
perattiT-Erniedri- 
gnng  mit  einer 
Wftnne-Zaföhrung. 
Nach  §  183  wird  dorch  die  lugefOhrte  W&rmeqnantit&t  dQ 
«ins  Zunahme  der  Entropie  hervorgebracht  von  der  Gr&sse: 


>*-c 


D,„.z,d,  Google 


532  NeiiDtcr  Abachnitt    §  189. 

13)  .e=f- 

W«in  mftn  bierin  ffir  dQ  den  mos  GleiclniDg  1)  zd  entcdunendeo 
Werth  einBetzt  und  alsdum  die  lotegratioii  uufährt,  so  siUlt  nun 
die  QlekhiiDgeD: 

C  T, 


15)     «,— (g,=Ug(|»-). 


Bei  dem  Uebeiguige  aas  der  Isotherme  T^  in  die  Isothume  T, 
w&dtst  also  die  Entropie  stets  um  dieselbe  GrOsse  —  wo  aach 
immer  dieser  üebergaog  stattSsdea  möge  —  Tonosgesetxt,  dus 
derselbe  dem  obigen  Oesetse  gemäss  erfolgt 

Nach  Snbstitutioa  des  Wertties:  pv  =  BT  kium  mas  der  Gl^ 
chong  9)  aach  die  folgende  Form  geben: 

16)     Tw'  ~  '  =  Const  =  T,  *;  "  '  =  r,  r;  "  ' , 
nnd  wenn  man  hiemach  das  Verh&ltniss  der  Temperataren  durc^ 
das  Verhftltniss  der  Volnnüna  aosdrfickt,  so  erhält  man  die  Gld- 
dnong: 


17) 


e,-e.  =  U'— i)ig(^)' 


weldier  man  mit  Benntznng  des  in  Gleichong  10)  fBr  \  ang^ebenen 
Werthes  anch  die  folgende  Form  geben  kuin: 

18)     ®.-l£.=c,(Ä  — r)lg(|;')- 

ßä  g^benem  Werthe  von  r  entspricht  also  dem  Volamen-Vffl> 

grOssemngsTerhältniss:   n^~*-  stete    dieselbe   Zunahme    der   ^- 

tropie  —  wie  anch  immer  der  Anfangsmataiid  beschaffen  gewesen 
sein  modite.  —  Der  Werth  i-^k  entspricht  der  diabatiachen  Za- 
atands-Aeodemog,  nnd  für  diesen  Fall  wird  S,  —  S,  =^  0.  Der  Werth 
r^l  entspricht  dem  Falle  der  isothermischeo  Znstands -Aende- 
mng,  nnd  f3r  diesen  Fall  erh&lt  man  (in  Uebereinstimmung  mit 
dem  in  §  184  gefimdenen  Resultate)  die  Gleichung: 


19)    15,  — e.  =(c^-'-,)'e(^)' 
-20)  e.-e.=^Äig(^-)=|- 


oder: 
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Idnie  6aM. 
IN«  for  atmosphärische  Luft  gefandenen  Gleichangeo  kSimen 
auch  auf  die  aoderen  sogenannteo  pemumeoten  Gase  aogewendet 
werden,  sobald  man  darin  fSi  die  Constanten  B,  c^,  c  die  Mit- 
sprecheud  veräDderien  numerischen  Werthe  einsetzt,  welche  aas 
der  nachfolgenden  Tabelle*)  zn  entnehmen  sind. 

Ätm.  Luft  Stickstoff        Stoentoff  Wuseratoff 

5  =  29,272  30,134  26,475  422,612 

c,=  0,168  47        0,172  73        0,165  07  2,412  26 

Cp=   0,237  61        0,243  80        0,217  51  3,4090. 

Die  allgemeine  Crleictaang  der  Temperatoifläche  würde  hier- 
nach z.  B.  för  Wasserstoff  die  folgende  Fonn  annehmen: 

1)  :^=  422,612. 

Ans  dieser  Qleiefaang  ergiebt  sich  ffir  das  Volum«i,  welches  ein 
Kilognanm  Wasseratoff  bei  atmosphäriseheni  Dmeke  nnd  üner 
Temperatur  tod  Kall  Grad  Celsius  besitst,  der  Werth: 

2)  "=  "^0*33? '^  =  "''"^  CoMhiKit.,. 

Nadi  §  183  (Gleichung  8)  bat  ein  Eilogramm  Wasserstoff  in  diesem 
Zustande  eine  Entrotrie  Ton  der  Grösse: 

3)  .«  =  2,412  26  lg(l0  333  .  11,162*'")  =  30,52. 

In  der  Temperatnrflftche  des  Wasserstoffes  eatsprieht  der  Dnicb- 
Schnittpunkt  der  Isotherme:  T=273  mit  der  Adiabate  (oder 
Isentrope):  (E  =  0  den  Coordinaten: 

yo  =  205  630 .  10"     und     »„=  0,561 .  10~  ". 
Die  Wärmemenge,  welche  erforderlich  b^  wfirdo,  um  das  Wasser- 
stoffkilogramm  ans  der  Isentrope:  S  =  0  in  die  Isentrope:  <&  =  30,52 
Iftngs  der  Isotherme:  T=  273  fiberEußlhren,  hat  (nach  §  184)  die 
(rrOsse: 

4)  Q  =  273 .  30,52  =  8332  Wftrme-Einheiten, 
▼Uuend  die  Üeberfuhrung  Ungs  der  Isotherme:  T=t'  nur  30,52 
W&rme-ESnh«ten  beanspruchen  würde. 

*)  Zenner;  .GnmdiDgo  der  meebanlKheD  Wannstheorto*.     2   AnfUge. 
Nansr  Abdruck. 
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Die  in  der  obigen  Tabelle  au^effihtten  Stoffe  worden  früher 
„permanente  Gase"  genannt,  insofern  es  bis  vor  EnrzeiD  nicht  ge- 
langen war,  dieselben  in  den  tropfbar  flflssigen  und  festen  Ag^re- 
gatznstand  fiberzaminin.  Nachdem  jedoch  die  am  Schlüsse  des 
Jahres  1877  von  L.  Gailletet  und  Raonl  Pictet  gemachten  ^t- 
declrangen  gezeigt  haben,  dass  diese  Stoffe  ebeDfalls  dem  Wechsel 
des  Aggregatzostandes  unterworfen  sind,  erweist  sich  jene  Benennang 
nicht  mehr  als  zutreffend.  Die  für  atmosphärische  Lnft  als  Ba- 
präsentanten  der  s(^nannten  Gase  gefundenen  Gleichuagen  sind 
daher  nur  innerhalb  eines  beschrAnkten  Gebietes  der  Temperatur- 
fläche  als  gültig  zu  betrachten,  und  bei  Anwendungen  auf  extreme 
Fälle  wird  man  nicht  mehr  erwarten  d&rfen,  dass  die  Besnltats 
der  Rechnung  mit  den  Resultaten  der  Er&hmng  genau  öberein- 
stimmen.  Die  gefundenen  Gltichungen  würden  viebnehr  nur  ffir 
ein  sogenanntes  „vollkommenes"  oder  „ideales"  Gas  in  ^er 
Strenge  als  gfilüg  zu  betrachten  sein;  d.  h.  für  eine  Gaaart,  welche 
man  sich  so  beschaffen  denkt,  dass  die  Grfissen:  £,  c,,  e^  für  die- 
selbe unter  allen  umstanden  als  constant  bleibend  voraosgesetzt 
werden  dürfen. 

Die  Gleichung  11)  des  §  180  zeigt:  dass  die  Differenz  der 
beiden  specifischen  Wärmen  c  und  c^  jedenfalls  eonstant  sein 
würde,  wenn  die  Grösse  R  eonstant  wäre.  Wenn  also  ausserdem 
auch  das  Verhflltniss  jener  beiden  Grfissen  als  eonstant  ange- 
nommen werden  dürfte,  so  würde  auch  jede  von  den  beiden  GrOssea 
c^  und  c^  selbst  als  eonstant  angesehen  werden  dürfen.  Ein  soge- 
nanntes „ToUkommenes**  oder  „ideales"  Gbs  wflide  hiemach  definirt 
werden  können  als  ein  Gas,  für  welches  die  beiden  Grüssen  E  und  Jt 
unter  allen  Umständen  eonstant  bleiben. 


§  191. 
SUbllw  und  Uitltr  GUtchgmichtmiiUnd  dw  Atmwphlr«.*) 
Wenn  mit  f  das  Gewicht  eines  Cubikmeters  Luft,  und  mit  p 
der  Luftdruck  in  der  Höhe  z  über  der  Meeresfläche  bezeichnet  wird, 
so  ist  nach  §  161: 

1)    dp  =  —  "{dz 
zn  setzen,  und  wenn  man  hierin  ßlr  -f  den  aus  der  Gleichung  12) 


*)  TergL  ße;e:  Die  .WirbeUtQnne,  Tornados  und  Wetteninlen  in  der 
ErdfttmosphfcTe*.    HaDDOTer.    Carl  Rampter.    1872. 
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des  §  178  EQ  entnehmenden  Wertb  substituirt;,  so  erhält  man  cBe 
GleichuBg: 

2)  .,=-^. 

Da  im  All^femeiaen  anzunehmen  ist,  dass  die  Temperatnr  der 
atmoBphiriBchen  Luft  mit  der  HQbe  aber  der  Meeresöäche  sich 
ftndert,  so  ist  die  Grosse  T  als  eine  Fancüon  tod  z  zu  betrBchten, 

und  der  Differenzialquotient  -^—  bedeutet  die  Temperatnrzanahme 

az 
pro  Längeneinheit  der  HOhenznnahme.    Wenn  in  Wirklichkeit  das 
Gesetz   dieser    Aenderung    so   beschaffen    ist,    dass    einer   Hfihen- 
Zunahme  ron  f  eine  Temperatur-Abnahme  von  n  Graden  ent- 
spricht, so  ist:  , 

zu  setzen,  and  nach  Substitution  des  hiersoB  für  die  Grösse  iz  zu 
entnahmenden  Werthes  kann  man  der  obigen  Gleichung  die  fol- 
gende Form  geben: 

.)  ^  =  ...f . 

Bei  geringer  Hflhenznnshme  darf  ein  gleichförmiges  Ab- 
nehmen der  Temperatur  von  unten  nach -oben  vorausgesetzt,  und 
demgem&ss  die  Grösse  n  als  eine  von  z  unabhängige  Gonstante 
behüidelt  werden.  Indem  maa  unter  dieser  Voraussetzung  die 
obige  Gleichung  integrirt  —  auf  der  rechten  Seite  zwischen  den 
Grenzen  p^  und  p,,  auf  der  linken  Seite  zwischen  den  zugehörigen 
Grenzwertb«!  T^  and  T,  —  gelangt  man  zu  den  folgenden  Glei- 
chnogeo: 

6)    I8(^)=.51g(^),    oder: 


"  f =(|r)"' 


Denkt  man  sieh  ein  Kilogramm  atmosphärischer  Luft  ohne 
WärmezufOhrung  von  der  Höhe  Zj  bis  zu  der  grösseren  Höhe  z, 
aufeteigend,  so  erkennt  man  (nach  §  161,  Gleichung  11),  disi  die 
Temperatur    dieser  Luftmasse    wfibretid   des  Anfsteigens  abnehmen 
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wird,  insofern  dieselbe  von  dem  grflBseren  Drooke  p,  in  den  idei- 
neren  Druck:  p,  äbei^ht  nnd  in  Folge  dessen  sich  ansdebnen  wird. 
Die  neue  Temper&tnr  T,',  welche  dos  aufgestiegene  Luftkilogiamm 
in  der  BOlie  «,  annehmen  wird,  ist  nach  §  181  zn  berechnen  ans 
der  Gleichung: 

«)  f =(^)""^     ' 

Wenn  T^  kleiner  ist  als  T,,  so  wird  die  aufgesUegene  Luft- 
masse  schwerer  sein  als  die  umgebende  Luft  und  in  Folge  dessen 
wieder  hinabsinken.  Wenn  dagegen  T'^  grösser  ist  als  T*,,  so 
wird  die  aufgestiegene  Luftmasse  fortfahren  zu  steigen  und  von 
ihrer  früheren  Gleichgewichtslage  noch  weiter  sich  zn  entfernen. 
Der  Gleicfagewichtazustand  der  Atmosphäre  ist  also  ein  stabiler 
oder  labiler,  je  nachdem  T,'  kleiner  ist  oder  grosser  als  Tg. 
Der  indifferente  Gleichgewichtszustand  entspricht  dem  Falle,  in 
welchem  T^  gleich  T,  ist,  nnd  aus  den  oben  gefundenen  beiden 
Gleichungen  ergiebt  sich  f&r  diesen  Fall  die  Bedingungsgleichung: 

9)    nE=l-l. 

welcher  man  nach  Substitution  der  namerischen  Werthe  fQr  die 
Gonstanten  E  ond  k  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

'»'     »  =  W66- 

Die  Atmosphäre  befindet  sich  also  im  stabilen  Gleichgewichts- 
zustände, wenn  einer  HSbenzunabme  von  mehr  als  100,66  Metern 
«ine  Temperatur-Abnahme  Ton  einem  Grade  Celsius  entspridit;  im 
labilen  Gleichgewichtszustände  dagegen,  wenn  einer  Höheaznnahme 
von  weniger  als  100,66  Metern  schon  eine  Temperatur- Abnahme 
von  einem  Grade  Celsius  entspricht. 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Untersuchung,  dass  bei 
stabilem  Gleichgewichtszustände  der  Atmospl^ftre  eine  bergan 
gerichtete  Luftströmung  als  kalter  Wind,  eine  bergab  gerichtete 
Luftströmung  dagegen  als  warmer  Wind  sich  bemerkbar  machen 
wird,  während  hei  labilem  Gleichgewichtszustande  das  Umgekehrte 
stattfinden  wird. 

Dte  oben  gefandenen  Gldcbangen  gelten  für  tiockene  ktmotphitruehe 
Luft.  Mit  BeT&ckiiehtignng  des  ia  der  Atmoiphira  stets  nnd  Qberall  Tor- 
handenen  WasserdainpfeR  wQrde  rnsn  zu  dem  Beaaltste  gelangen,  dua  unter 
UmstiDden  schon  bei  erbeblioh  kleineren  Werthen  von  n  der  labile  Uldeb- 
gewichtwQstand  eintreten  kann. 
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Wenn  man  in  Gleicbnsg  7)  füi  das  Temperaturen -Verhältniss 
den  in  §  181  (Gleichung  12)  angegebenen  Ausdruck  einsetzt,  so 
erbftlt  man  eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben 
kann: 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  t>,  den  Banmisbalt  eines  EJlogrammes 
Luft  in  der  Hohe  Zi,  und  r,  den  Raumii^halt  eines  Eilogrammes 
Luft  in  der  HAhe  z,  über  der  Meeresfläcne.  Indem  man  fg  =  v^ 
setit,  Öodet  man  fflr  n  den  Werth: 

Hieraus  folgt,  dass  die  Atmosphäre  in  jeder  Höhe  fiber  der  Meeres- 
flScbe  dieselbe  Dichtigkeit  besitzen  würde,  wenn  das  Gesetz  der 
Temperatur-Aendemng  so  beschaffen  w&re,  daas  einer  BOhenzunahme 
Ton  29,27  Metern  überall  eine  Temperatur-Abnahme  von  1  Grad 
€el8ius  entspricht 

§  192. 
BaromstriiclM  Htthan-BeitlmmungeiL 
Da  bei   kleinen  Höhendifferenzen  ein   gleichförmiges  Ab- 
nehmen der  Temperatur  ron  unten  nach  oben  vorausgesetzt  werden 
darf,  so  ist  nadi  der  im  vorigen  Paragraphen  gewählten  Bezeich- 
mingsweise: 

7*.  — T, 

1)      K  =-5 ~ 

zo  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  kann  man  der 
GldcJiung  6)  des  vorigen  Paragraphen  auch  die  folgende  Form 
geben: 

^)  '>(|)=-(|^)'«(;r)'  -- 


3)    z,- 


>^(S-) 


Ans  dieser  letzteren  Gleichung  kann  man  die  Höhendifferenz  zweier 
Funkte  berechnen,  sobald  die  atmosphärischen  Drücke  und  die 
Temperaturen  an  diesen  beiden  Punkten  aas  directen  Barometer- 
nnd  Thermometer- Beobachtungen  bekannt  sind. 
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Wenn  ».  R  die  Werthe:    T,  =  298'',    T,  =  283»    ond  ^  =  °'^^    be- 
'  ■  pt        0,600 

obacbUt  «ordeii,  m  ergiobt  sich  für  di«  gesochte  HObeodiffereDi  der  Werth 

29,!7(29.-S83)lg(|^) 

Fflr  di«  TemperktDi  7,',  mit  welcher  tioe  Toa  der  unteren  oecb  der 
oberen  Station  Tersetite  Lnftmuse  duelbst  ankommeD  vürde,  «eao  denelben 
onterwegs  Icefne  Wüiine  lo^fühit  wurde,  trhilt  m&n  ans  der  Gleicbeng  S)  des 
vorigen  Paragraphen  den  Werth: 

nnd  für  die  Temperatur  T,',  welche  eine  Ton  der  oberen  nach  der  unteren 
Station  vereetite  Laftmasae  bei  ihrer  Aolninft  an  der  letiteres  anoehmen 
wfirde,  erhält  man  unter  gleichen  Voran RaeCiniigen  den  Werth: 

6)     T,'=r,-C^')       ■■,    oder: 
\  p,  ■> 

Eine  von  unten  nach  oben  gerichtete  LnftetiSninng  wQrde  also  an  der  oberen 
Station  die  Laftlemperatar  um  8*4  (CelaiaB)  erniedrigen,  und  eine  von  oben 
nach  unten  gerichtete  LuftstrOmnng  wQrde  an  der  onteren  Station  die  Lnft- 
temperatur  um  g°  (Celiiiu)  erhoben. 

Statt  der  Gleichnog  3)  würde  man  zar  Berechnung  der  HOhen- 
different  z^  —  ^t  '^'^^  ^"  Oleichiing  6)  des  §  161  benutzen  kOnnen, 
indem  man  darin  statt  des  Quotienten  -^  den  aus  der  Qleichnng  12) 
des  §  178  za  entnelmwDden  Ausdruck: 

8)     ^  =  ÄT 
T 
einsetzt  und  ZDgleicb  in  letzterem  f fir  T  das  arithmetische  IGttel 
der  beiden  Temperaturen   1\   und   3\   substituirt;   jene  Gleichung' 
nimmt  alsdann  die  folgende  Form  an: 

Hit  Beibehaltung  der  oben  angenommenan  Zahlenwerthe  wSrde  man  ans 
dieser  tettteren  Gleichnng  den  Werlb:  z,  —  «,  =  ISSIbi.O  erhalten.  Es  leigt 
rieh  alao,  dua  bei  HfihendifferenieD,  weloiie  nicht  mehr  als  einige  tatuwiid 
Meter  betragen,  obne  Bedenken  auch  die  letitere  Bereehnnngametbode  ange- 
wendet werden  kann. 

Die  obigen  Gleichungen  gelten  t^  trockene  atmoephäriBche  Luft.  Bei 
genaneren  H5henberechnungen  wQrde  man  anf  den  WaMerdampfgehalt  der 
Atmoiphäre  Rücksiebt  tn  nehmen  haben. 
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Wenn  mit  p  der  Druck  und  mit  y  ^^  Gewicht  eines  Cobik- 
meters  Luft  ia  der  Tiefe  x  noter  der  Oberfläche  der  Atmosphäre 
bezeichnet  wird,  so  entspricht  (nach  §  191,  Gleichung  1)  der  Tiefen- 
znnahme  dx  die  Dmckzanahme: 

1)  dp^-j  dx, 

and  wenn  mit  v  das  Volumen  eines  Kilogramms  Lnft  an  dieser 
Stelle  bezeichnet  wird,  so  kann  man  dieser  Gleichung  ^nch  die 
folgende  Form  geben: 

2)  dx^v  dp, 

in  welcher  dieselbe  zeigt,  dass  die  Tiefenznnahme  dx  mittelst  des 
in  Pig.  Ö74  schraffirten  Flftchen- 
streifens  geometrisch  dargestellt 
werden  kann.  Wenn  also  mit 
Po  der  Druck  an  der  Erdober- 
fläche bezeichnet  wird,  so  kann 
die  ganze  AtmosphärenhOhe: 


Fig.  b7i. 


3)     H. 


=j.äp^ 


durch  die  ia  Fig.  575  schraffirte 
Fläche  F  dai^estellt  werden, 
deren  Inhalt  berechnet  werden 
kann,  sobald  das  Gesetz  gegeben 
ist,  nach  welchem  der  Druck  p 
als  Function  von  v  mit  letzterer 
Grösse  sich  ändert. 

Ffir  eine  Atmosphäre  von  con- 
stanter  Dichtigkeit  würde  man 
V  =  Vg  zu  setzen  haben  und  die 
Gleichung  erhalten: 


4)    H= 


-h 


=p^v,  =  RT^, 


welche  zeigt,  dass  fQr  diesen  Fall  die  AtmosphärenbOhe  durch  die 
in  Fig.  576   schraffirte    Rechteckfläohe   geometrisch   dargestellt 
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werden  kann.     Die  Isotherme  ala  gleichseitige  Hyperbel  bildet 
den  geometrischen  Ort  der  dem  Punkte  0  gegenüberliegenden  Eck- 
ponkte    aller   Rechteckflächen   von   gleichem    Flächeninhalte;    folg- 
p.     gjg  lieh  hat  z.  B.  das  in  Fig.  576 

■p  punktirte     Rechteck     denselben 

Flächeninhalt  wie  das  schraffitte 
Rechteck.  Die  Höhe  der  Atmo- 
sphäre hängt  also  in  diesem  Falle 
nnr  ab  von  der  Orösse  des  Pro- 
dnctes  j^oTq,  d.  h.  von  der  Tem- 
peratur der  untersten  Schicht. 
Dieser  letztere  Satz  gilt  über- 
haupt für  alle  diejenigen  Fälle, 
in  denen  das  Gesetz,  nach  wel- 
<  chem  p  mit  v  sich  ändert,  dar- 

gestellt werden  kann  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

5)  pp*  =  Const.  =  ^0  < .    oder: 

i  i 

6)  p^v=plv^, 

in  welcher  der  Exponent  g  eine  beliebige  zwischen  den  (xrenzen 
-|-  1  Dud  -l~  '^  liegende  constante  Zahl  bedeuten  soll.  Denn  nach 
Substitution  des  hieraus  für  «  zu  entnehmende  Werthes  erhält 
man  nach  Oleichong  2)  ffir  dx  den  Ausdruck: 

7)  dx=^pl  VoP    '  dp, 

und  durch  Ausführung  der  Integration  gelangt  man  zu  den  folgen- 
den Oleichongen: 

8)  x  =  plvJp    'dp, 

welcher  letzteren  (nach  Gleichung  6)  auch  die  folgende  Form  ge- 
geben  werden  kann: 

Dem  Wertbe:  T=T,  entspricht  der  Werth:  x  =  H;  folglidi  hat 
die  ganze  AtmosphärenhObe  die  GrOsse: 


>y  Google 


Hohe  der  AtmospLüre.  541 

11)     H=-^^^  =  F. 

'  i —  1 

Die  Gleichung  10)  zeigt  zugleich,  dass  im  rorUegendeD  Falle 
die  Grftsse  T  proportional  der  Tiefe  x  zunimmt,  und  dass  die  in 
§  191  mit  n  bezeichnete  Temperatunnnabme  pro  Längeneinheit  der 
Tiefenzunahme  in  diesem  Falle  den  constanten  Werth  annimmt: 

Wenn  i,  B.  e^oo  geseilt  wirf,  bo  erb&lt  man  FQr  ein«  Ätmosphire 
von  constintei  Dichtigkeit  ans  den  ottigen  beiden  Gleichungen  die  Werthe: 

H  =  BTt  nnd  '»  =  ^-- 

Ffir  den  speciellen  Fall  des  indifferenten  Gleichgewichte- 
zustandes  wärde  s  =  k  7,n  setzen  sein,  und  nach  Gleichung  11) 
erhlllt  man  aUdanu  fOr  die  AtmoaphftrenbOhe  den  Werth: 

13)  B=^^  =  F. 

Weui  man  diese  Oleicfaung  auf  beiden  Seiten  mit  A  multipliciit 
und  nachher  auf  der  rechten  Seite  ÄB  =  Cp  —  e,  setzt  (§  180),  so- 
kann  man  deraelben  auch  die  fönende  Form  geben: 

14)  AH=c^T^. 

Diese  letztere  Gleichung  hätte  man  auch  unmittelbar  aus  den  Prin- 
cipien  der  mechanischen  Wännetbeorie  ableiten  kOnnen  mittelst  der 
folgenden  Beweisführung. 

Denkt  man  sich  an  der  Erdoberfläche  unter  dem  daselbst  statt- 
findenden Drucke  p«  eiu  Kilogr&mm  Luft  von  der  absoluten  Tem- 
peratur T  =  0  und  die  Forderung  gestellt:  dieses  Luftkilogrsmm 
solle  bis  zur  Höhe  H  der  oberen  Grenze  der  Atmosphäre  hinauf- 
befördert  werden,  so  ergeben  sich  zwei  verschiedene  Wege  dieser 
Forderung  zu  genügen,  ein  directer  nnd  ein  indirecter  Weg. 

Der  erstere  würde  darin  bestehen,  dass  man  jenes  Luftkilo- 
gramm  direct  bis  zu  jener  Höhe  emporhebt  und  daselbst  mit  der 
umgebenden  atmosphärischen  Luft  sich  vermischen  lässt.  Da  der 
absoluten  Temperatur  T  =  0  bei  endlicher  GrOsse  des  Druckes  das 
Volumen  v  =  0  entspricht,  so  würde  der  Auftrieb  ebenfalls  die 
Grosse  Null  haben.  Die  zum  Emporheben  erforderliche  mechanische 
Arbeit  bat  also  die  GrOsse: 
16)    a  =  1 .  fl: 

Der  zweite  .('»directe)  Weg  würde  darin  bestehen,  dass  man 
dem  LufUdlogramm  zunächst  an  der  Erdoberfläche  so  fiel  Wärm« 
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EufSlirt,  bis  dasselbe  die  Temperatur  der  daselbst  befindlichen  Luft 
aDuimmt,  uad  alsdanu  demselben  eine  beliebig  klein  tu  w&hlenda 
Tertieal  aufirärts  gerichtete  Aaüuigsgeschwindigkeit  ertheilt,  Ter- 
mOge  welcber  das  Luftkilogramm  eben&lls  bis  zur  oberen  Qrenze 
der  Atmosphäre  emporsteigen  wird,  weil  bei  der  adiabatiscben  Aos- 
debnong  des  an&teigendea  Luftkilogramms  stets  der  Aotlrieb  gleich 
dem  Gewichte  sein  wird.  Da  jene  WbmezafQbmDg  bei  constantem 
Drucke  stattfimd,  so  ist  die  erforderliche  Wänneqaantit&t  za  be- 
rechnen aas  der  Qläcbnng: 
16)  Q  =  c^To. 
Da  die  berTOi^ebrachte  Wirkung  in  beiden  Fftllen  dieselbe  war, 
80  ei^ebt  sieb  aus  den  Principien  der  mechanischen  WBrmetheorie, 
dass  der  Verbrauch  von  Arbeit  oder  Wärme  ebenGüUs  in  b^den 
Fällen  derselbe  sein  mnss.  Wenn  man  demgemäss  die  Wäime- 
QoantiUt  Q  dem  Wärme-AequiTalente  der  mechanischen  Arbeit  % 
gleichsetzt,  so  gelangt  mau  wiedenun  zu  der  oben  gefundenen  Glei- 
chung 14),  welche  den  folgenden  Sats  ansdröckt: 

„Die  Wärme-Quantität,  welche  einer  bis  auf  den 
Knllponkt  der  absoluten  Temperatur  abgekfihlten 
Laftmasse  mitgetheilt  werden  mfisste,  um  dieselbe 
bei  constantem  atmosphärischen  Qegendracke  in  den- 
jenigen Zustand  Aberznffibren ,  in  welchem  die  nn- 
terste  Schicht  der  Atmosphäre  sich  befindet,  bildet 
das  Wärme- Aeqnivalent  für  diejenige  mechanische 
Arbeit,  welche  erforderlich  sein  wfirda,  um  ebendie- 
selbe Luftmasae  bis  zur  oberen  Grenze  der  Atmosphäre 
emporzuheben." 

Wenn  i.  B.  die  Temperator  mi  der  Erdobsrfllche  Null  Grad  Celnoa  bo- 
tiDge,  H  wDid«  T^2T3  la  setien  büd,  and  nach  Gleiehang  14)  wflrdo  man 
nat«  TonMissetiQng  des  indiffereDteD  Gleich gawichtnnstande«  för  die  Hllha 
der  Atmotphäre  den  Wertb  erhalten: 

17)    fl^==«4. 0,2375. 278  =  274»0>». 

Dieaelbe  HOhe  wBTde  die  Eidatmo^hire  auch  dann  noch  beibehalten, 
wenn  iie  Hun  denelben  t.  B.  auf  das  Tausendfache  TergrtsMrt  wflrde,  da 
die  GrBtse  B  nur  abhängt  toq  der  GrOase  T«  nnd  gani  onabbiofig  ist  von 
der  Mehtigkeit  der  Atmosphäre. 

Der  obige  Satz  wflrde  auch  dann  noch  gSltig  bleiben,  wenn 
statt  der  untersten  Atmosphärenschicht  irgend  äne  httber  lit^ande, 
s.  B.  die  in  der  Tiefe  x  unter  der  oberen  Grenzfläche  befindliche 
Schicht   gewählt   wnrde.     Unter   Voraussetzung   des   indiffemtoi 
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Gleichgewichtsiustandas   wftrde   man    aUo    die    Temperatur    dieser 
Schicht  berechnen  können  aas  der  Gleichung: 

18)  Ax  =  c^T. 

Nftch  dieMr  Olsicbang  wDrde  man  i.  B.  fQr  die  der  Temperfttnr  T-=^? 
entspiechende  Tiefe  den  Werth  erhalten: 

19)  «  =  424.0,2876.  1  =  100»'.7. 

Der  indifferente  Qleichgewichtszostand  darf  in  gewissem  Sinne 
als  der  natflrliche  oder  normale  Zustand  der  Atmosphftre  be- 
zeichnet werden,  insofem  bei  zeitweiligem  Vorhandensein  des 
labilen  Gleichgewichtszustandes  stets  solche  Bew^ngen  ent- 
stehen «erden,  welche  eine  R&ckkefar  zu  dem  indifferenten  Gleieh- 
gewicbtszustande  herbeifahren,  während  dem  längeren  Andanern 
des  stabilen  Gleiohgewichtszastandes  meistens  die  Terhältnissmäasig 
hohe  Temperatnr  an  der  Ekdoberflacbe  als  Hindemiss  sich  entgegen- 
stellen wird.  TJeberbaupt  ist  der  Zustand  des  indifferenten  Gleich- 
gewichtes als  derjenige  za  betrachten,  welcher  bei  vollständigem 
Darcheinanderrfihren  der  verschiedenen  Luftschichten  aus  beliebig 
gegebenem  Anfangszustande  als  jedesmaliger  Endzustand  hervorgehen 
wdrde.  Beordert  und  begfinstigt  wird  eine  derartige  HerbeifShrung 
des  indifferenten  Gleichgewichtsznstandee  durch  locale ,  von  der 
strahlenden  Sonneswftrme  erzengte  labile  Gleichgewichtszustände, 
insbesondere  auch  durch  die  Unebenheiten  der  firdoberfläche,  insofem 
durch  dieselben  den  längs  der  letzteren  sidi  verschiebenden  Lnft- 
massen  stets  verticale  Bewegungscomponenten  mitgetheilt  werden. 

§  194. 
Hnie  dsi  Schwerpunktet  einer  verticalen  Uritilule. 
Die  mechanischen  und  thermischen  Gleichgewichtsbedingungen 
der  Atmwphäre  kann  man  sich  auf  die  in  Fig.  677  angedeutete 
Weise  veranschaulichen,  indem  man  sich  durch  eine  feste  Cylinder* 
fläche  eine  verticale  Luftsäule  aus  der  Atmosphäre  heransgeschnitten, 
and  diese  Luftsäule  durch  bewegliche  unendlich  dünne  gewichtlose 
Platten  in  unendlich  viele  Horizontalschichten  von  unendlich  kleiner 
Hohe  abgetheilt  denkt.  Wann  als  Grundfläche  dieser  Säule  ein 
Quadratmeter  angenommen  wird,  so  kann  die  der  Tiefenzanahme  <i^ 
entsprechende  Druckzunahme: 

1)     3,^=.'{.\.äa 
als  das  Gewicht  der  zwischen  zwei  benachbarten  Platten  befindlichen 
Luftecbicht  angesehen  werden. 
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Der  Drnek,  weleban  diese  Lnftadii^t  erleidet,  ist  gleich  dem 
Gewichte   des   aber   derselbea   befindlichen  Tfaeilee   der  Lnftsftale. 
Dieser  Draek  ist  ToUkom- 
*  *"'"  '*"  *    ■  men  nnftbfaängig  von  dem 

Gesetie,  nach  weldiem 
die  Tnnperatur  und  di« 
Dichtigkeit  mit  der  HMe 
sidi  ftndeni,  und  würde 
kneh  dum  noch  dieselbe 
QrOsse  behalten,  wenn  der 
LuftsSnle  die  in  derselben 
enthaltene  innere  Wftrm« 
Tollstindig  entugeo  wür- 
de —  in  welchem  Falle 
sftmmtliche  Platten  nebrt 
den  zwischen  densellwn 
befindlichen  (anf  dasYolu- 
^'  men  Null  redncirten)  Loft- 

schiditen,   platt  auf  dem  Boden  liegend,   in  der  Qrandfläche   der 
Siale  mit  einander  msammenfallen  wärden. 

Denkt  man  sich  bei  diesem  letzteren  Zustande  der  Luftsftnle 
jeder  eineelnen  Sdiicht  bei  constantem  Drucke  des  anf  der- 
selben lastenden  Lnft^ewichts  so  viel  Wärme  Engefiihrt,  bis  die- 
selbe ihre  nrsprdngliche  Temperator  nnd  ihr  ursprüngliches' Volu- 
men wieder  erreicht  hat,  so  ergiebt  sieb,  dass  das  mechanische 
Aeqoivalent  der  auf  solche  Weise  zugefBhrten  Wärme -QuantitSt 
den  ganzen  in  der  Luftsäule  enthalten«!  Arbeitsvorrath  reprflsentirt. 
Dieser  Aiteitsrorrath  hat  also  die  Or<»S8e: 


2)    a=  j-/rrf;, 

Wenn  man  sich  ein  anderes  Hai  die  Platten  in  ihrer  ursprfing- 
lichen  Jage  unbeweglich  festgehalten  and  wiederum  der  Luftsäule 
die  ganze  in  derselben  entbaltene  innere  Wanne  entzogen  denkt, 
50  wdrde  man  für  das  mechanische  Aeqnivalent  der  Wärme-Quan- 
tität, welche  der  Luftsäule  nunmehr  zugeführt  werden  mnsste,  um 
die  nrsprungUehe  Temperatur  überall  wieder  herzustellen  —  inao- 
fera  die  Wärmezufühmng  in  diesem  letzteren  Falle  bei  constan- 
tem Volumen  stattfinden  würde  —  den  fönenden  Werth  erhalten: 
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3)     ü=-^    Tdp. 


il' 


Das  VerhältniBs  der  obigen  beiden  ArbeitsgrOssen  bat  also  den 
von  dem  Gesetze  der  Wärmevertheilung  vollkommen  unabhängigen 
Werth: 

«  i=t =''=''"■ 

Die  Differenz  der  beiden  Ärbeitsgrössen  91  und  U  ist  ale 
diejenige  Arbeit  anZBaehen,  welche  zam  Heben  des  ganzen  Lnft- 
gewidites  P  =  Po  anf  die  Schwerpunkteh^be  s  erforderlich  iein 
würde  (Fig.  578);  folglich  ist  die  GrtsBe: 

ebenübUs  vollkommeo  unabhängig  von  dem  Gesetze  der  Wfirme- 
Vertbeilang,  oder  von  dem  Gesetze,  nach  welchem  die  Temperatur 
mit  der  Hohe  sich  ändert.  Darch  eine  Aendemng  der  Wärme- 
Vertheilung  Itann  also  niemals  eine  HOben-Aendemng  des  Schwer- 
punktes hervorgebracht  werden. 

Ebensowenig  kann  bei  der  sich  selbst  äberlassenen  Lufteäule 
dorcb  eine  Aendemng  der  Massen-Yertheilnng  jemals  eine  blei- 
bende HOhen-Aenderung  des  Schwerpunktes  hervorgebracht  wer- 
den. Die  Annahme  der  Möglichkeit  einer  solchen  HOhen-Aende- 
rung  wQrde  vielmehr  stets  zu  Widersprüchen  tubren.  Denn  bei 
dem  Sinken  des  Schwerpunktes  würde  die  Schwerkraft  positive 
mecbaniscbe  Arbeit  verrichten,  und  in  Folge  dessen  musste  die 
innere  Wärme  zunehmen,  während  nach  Gleichung  5)  mit  dem 
Sinken  des  Schwerpunktes  eine  Abnahme  der  inneren  Wärme  ver- 
bunden sein  wQrde.  Bei  dem  Steigen  des  Schwerpunktes  wfirde  die 
Schwerkraft  negative  Arbeit  verrichten,  und  in  Folge  dessen 
mSsste  die  innere  Wärme  abnehmen,  während  nach  Gleichung  5) 
mit  dem  Steigen  des  Schwerpunktes  eine  Zunahme  der  inneren 
Wärme  verbunden  sein  wärde.  Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Bei  dem  Uebergange  der  sich  selbst  überlassenen 
Luftsäule  aus  dem  labilen  (oder  auch  aus  dem  stabilen) 
Gleichgewichtszustande  in  den  indifferenten  Gleichge- 
wichtszustand findet  keine  HOhen-Aenderung  des  Schwer- 
punktes statt,  und  wird  daher  von  der  Schwerkraft  keine 
Arbeit  verrichtet. 

BIltcr.mgMileur-UechiDlk.    3.  And.  35 
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Während  des  üebergangra  kann  ein  Sinken  und  Steigen  des 
Schwerpunktes  Btattfinden ;  nach  Tollu^nem  Uebei^ange  aber 
wird  der  Schwerpunkt  wieder  in  derBelben  Hohe  wie  zu  Anfang 
flieh  befinden. 

Die  SchwerpunktshObe  selbst  wfirde  man  nach  Gleichung  5) 
berechnen  können,'  wenn  eine  von  den  beiden  Grössen  'S.  oder  U 
bekannt  wäre.  Für  den  speciellen  Fall  einer  AtmosphAre,  deren 
Temperatur  proportional  der  Tiefe  x  zunimmt,  würde  man  nach 
der  Gleichung  5)  des  Torigen  Faragrai^en  (durch  Verbindung  der- 
selben mit  der  Gleichung:  pv  =^  RT)  fflr  das  VerhAltniss  der  Tem- 
peraturen den  Werth  erhalten; 

Dod  wenn  min  nach  Substitution  des  hieraus  fOr  T  zu  entaehmen- 
den  Werthes  die  in  Gleichung  2)  angedeutete  Integration  ausfahrt, 
80  erh&lt  man  die  Gleichung: 

„    a^^^'-'Y/^'.,,   Oder: 


Hierin  kann  p^  ^  P  gesetzt  werden,  und  wenn  man  zugleich  fSr 
7*0  den  aus  der  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen  zu  ent- 
nehmenden Werth  einsetzt,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  die 
folgende  Form  an: 

«)  «  =  (;^V)(vl.>«- 

Nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  erhält  man  aus  Gleichung  5} 
fOr  die  Schwerpunktshöhe  den  Werth: 


Dem  Werthe  e  =  )t  entspricht  der  Fall  des  indifferenten  Gleioh- 
gewichtszustandes,  nnd  fSr  diesen  Fall  wird: 


=  k  entspricht  der 
Dd  fSr  diesen  Fall 
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Nach  QleichuBg  17)  des  Torigen  Farognplieti  liegt  ^so,  iretm 
die  Temperatnr  am  unteren  Eada  der  Lnfts&nle  Null  Grad  Celsius 
beträgt,  ihr  Schwerpunkt  in  der  Hohe: 

13)    »  =  0,225.27490  =  6190". 
Fär  die  obigen  drei  Arbrit^rj>ssen  erhält  man  hiemach  nach  ülei- 
fihuDg  &),  indem  man  P=  10333  Eil.  setzt,  die  folgenden  Werthe: 
14)    ^8=64000000"*,     «=220000000"^,    17=156000000°*. 

Bei  einer  Luftsäule  von  coostanter  Dichtigkeit  w3rde 
diesen  Arbeitswettben  die  Hohe  2' =  2«  =  12380™  entsprechen, 
und  da  nach  der  Gleichung  12)  des  vorigen  Paragraphen  fOr  diesen 

Fall  n  =  -öK  äf  2*1  aetzen  ist,  so  ergiebt  sich  fSr  die  Temperatnr 

an  der  Basis  derselben  der  Werth:  T,' =  423'  (oder  +  160  Grad 
GeLaias).  Eine  solche  Luftsäule  von  constanter  Dichtigkeit  wflrde 
im  Znstande  des  labilen  Oleicbgewicfats  sich  befinden.  Bei  dem 
Uebergange  in  den  indifferenten  Gleichgewichtszustand  wflrde 
die  Hohe  der  ganzen  Luftsäule  tob  12380'°  bis  auf  27490"  zu- 
nehmen; die  SchwerpunktshObe  aber  «ardedeo  Werth:  8  =  6190" 
unverändert  beibehalten. 

§195. 
QnnibadlngtiKieii  IDr  dia  WgllchlMlt  da«  Varhudsnielat  ainM-  AlmMphlra. 
Die  in  §  193  gefondenen  Gleichungen  können  zur  Berechnung 
der  Hohe,  welche  die  Erdabnosphäre  unter  gewissen  gegebenen 
Umständen  annehmen  würde,  benutzt  werden:  so  lange  als  die 
AtmospbärenhOhe  H  im  Verhältoiss  zum  Erdhslbmesser  r  sehr  klein 
vorausgesetzt  werden  darf.  Bei  grosserer  AtmosphäreobOhe  würde 
auf  die  Veränderlichkeit  der  mit  wachsendem  Abstände  vom  Erd- 
mittelpunkte abnehmenden  Litensität  der  Schwerkraft  Bückeicht  ge- 
nonunen  werden  müssen,  und  fflr  diesen  Fall  wflrde  man  der  Glei- 
chung 1)  des  g  193  die  folgende  Form  zn  geben  haben: 


Hierin  bedeutet  p  den  atmosphärischen  Druck  im  Abstände  p 
vom  Ecdmittelpniikte,  und  t  das  Gewicht,  welches  die  Masse  eines 
an  dieser  Stelle  befindlichen  Gubikmeters  Luft  gewogen  an  der 
Erdoberfiäobe  besitzen  wflrde.  Man  kann  daher  wieder  fv  =  1 
setzen,   und  wenn  man    mit  Benutzung   der  in  den  Figuren  l>74 
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oitd  575  des  §193  aogedentdton  BezeichnUDgsweise:  cdp=:  —  dF 
settt,  BO  erMIt  man  die  Gleichungen: 

2)     rff=r'4' 
S)     F^r'ß. 

ans  welcher  letzteren  für  die  Atmosph&renhffhe  iet  folgende  WerUi 
sich  ergiebt: 

5)  H=-^f- 

r 
Diese  Gleichung  gilt  für  die  isolirt  im  Weltenranine  schwe- 
bend gedachte  Erdkugel  nnter  der  VoraQssetzung,  dasa  dieaeliw 
keine  Drehbew^ng  besitzt.  Ausserdem  ist  die  Gültigkeit  der 
obigen  Gleiebnng  ao  die  Bedingung  gekoäpft,  dass  die  Masse  der 
Atmospfaftre  sehr  klein  ist  im  Verhältniss  zur  Erdmasse,  weil  nur 
in  diesem  Falle  die  von  der  AtmosphSre  selbst  an^eflbte  Gravi- 
tationswiikoDg  gegen  die  von  der  Erdmasse  ausgeübte  GravitationB- 
wirkung  Teraachl&ssigt  werden  darf.  Im  Uebrigen  gilt  die  obige 
Gleichung  für  jede  beliebig  gegebene  Znstandslinie  der  Atmosph&re 
und  zeigt,  dass  die  Hohe  derselben  unendlich  gross  wird,  wenn 
die  folgende  Bedingong  erfüllt  iet: 

6)  F=r. 

Fär  den  specielleu  Fall  der  dem  indifferenten  Gleiebgewicht»- 
znstande  entsprechenden  adiabatiscfaen  Znstandslinie  hat  mao  hierin 
für  F  den  in  §  193  (Gleichnng  13  nnd  14)  gefundenen  Ausdruck: 

--■■7  ZU  snbstitairen,  und  für  diesen  Fall  erhält  man  die  Bedin- 
gungsgleicbnng: 

7)  cT^=Ar. 

Der  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Ausdruck 
reprftsentirt  das  WSrme  -  Aequivalent  der  mechanischen  Arbeit, 
welche  erforderlich  sein  würde,  um  1  Eilogramm  Lutl  von  der 
Erdoberflache  bis  zu  unendlich  grosser  Hohe  «nponuheben,  und 
der  linksseitige  Ausdruck  reprSsentirt  die  Wärme-Quantität,  welch« 
diesem    Lnftkilogramm  zugeführt  werden  mässte,  um  dasselbe  bei 
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constsDtem  Drucke  von  der  absoluten  Temperatur  Null  bis  zur 
Temperatur  der  untersten  Schicht  zu  erwftnnen.  Die  obige  Glei- 
chung hStte  daher  auch  direct  aus  dem  in  §  193  gefundenen  Satze 
abgeleitet  werden  können. 

Denkt  man  sich  die  Temperatur  der  Erdoberfläche  allmählicb 
zunehmend  und  in  Folge  dessen  die  Hohe  der  (ans  einem  idealen 
Oase  bestehend  vorausgesetzten)  Atmosphäre  allmählich  grosser 
werdend,  so  erkennt  man:  daaa  in  dam  Augenblicke,  wo  die  Ober- 
flächentempenitur  den  Werth; 

8)    r.=  ^- 

«rreicht  und  äberschreitet,  die  Möglichkeit  der  Existenz  einer  im 
indifferenten  Gleichgewichtszustande  befindlichen  Atmosphäre  ganz 
aufhören  würde,  insofern  alsdann  bei  jeder,  wenn  auch  noch  so 
grossen,  endlichen  Böhe  der  Atmosphäre  die  Ezpansionsbewegung 
derselben  immer  noch  weiter  eich  fortsetzen  wSrde.  Fdr  gewöhn- 
liche atmosphärische  Lnft  erhält  man  ans  der  obigen  Gleichung 
den  Werth: 

F6r  Wasserstoff  würde  c  =  3,409  zu  setzen  sein.  Die  Grenze 
der  Obeifläcbentemperatnr  fOr  die  Möglichkeit  der  Existenz  einer 
Wasserstoff-Atmosphäre  entspricht  daher  dem  Werthe: 

im     T  ■      63^0000         ,,.-  „^. 

^°^  ^'>=M59:424=-*'^**'*^"^- 
Um  für  einen  beliebigen  anderen  kugelförmigen  WeltkOrper, 
an  dessen  Oberfläche  die  Gravitationsbeschleunignng  gleich  Ng  ist, 
and  dessen  Halbmesser  X-mal  so  gross  ist  als  der  Erdhalbmesser, 
die  Atmosphärenhohe  zu  berechnen,  würde  man  resp.  die  Wertbe 
Nf  statt  Yt  und  \r  statt  r  einzusetzen  haben  in  Gleichung  1), 
welche  alsdann  die  folgende  Form  annimmt: 

11)     dp^  —  N-iX^r^'^l- 
P 
Wenn  man   faiemacb   die  Bechnung  auf  dieselbe  Weise  wie  oben 
fortsetzt,    so  erhält  man  fSr   die  Hohe  der  Atmosphäre  die  Glei- 


12)    H  = 
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lud  fär  diejenige  Oberfl&chentemperatiiT,  bei  welcher  die  Atmo- 
spbSre  ^e  anendlicb  grosse  Höhe  unehmen  wSrde,  erhUt  msn 
den  Warth; 

13)   r,=^^^. 

Die  auf  solche  Weise  zu  beredmende  Greoiteinpentiir  kum 
man  die  „Diaperaionatemperfttnr"  dee  betreffenden  WeltkSrpers 
nennen,  insofern  beim  Ueberschreitm  dieser  Tempentorgrenie  die 
OraTitstionskraft  des  Weltkörpers  nicht  mehr  ausreiehen  «fiide,  die 
AtmoBphftre  an  denselben  la  fesseln  und  eine  „Zerstreanng*^  der- 
selben im  nnendlichen  Baume  zn  verhindern.  Wenn  für  eine  be- 
stimmte Qasart  die  Dispersionstemperatnr  der  Erde  bereits  b^annt 
ist,  80  kann  man,  wie  die  obige  Gleichung  zeigt,  för  dieselbe  Qas- 
art die  Dispersionstemperstor  eines  beliebigen  anderen  WeltkOrpera 
berechnen,  indem  man  den  für  die  Erde  gefnndenen  Werth  mit  dem 
Frodnete  N\  mulUpIiclrt  Hiernach  würde  man  z.  B.  für  eine  reine 
Wasserstoff-Atmosph&re  die  in  der  nachfolgenden  Tabelle*)  ange- 
g^Minen  Zablenwerthe  erhalten: 

Welttörper '  ■      N       \        \  T, 


Brie  .  .  . 

!      1 

1 

4407 

Han  .  .  . 

1      0,382 

0,640 

909 

Merkur.  . 

0,521 

0,378 

868 

HoDd.  .  . 

0,161 

0,273 

197 

Hieraus  folgt:  dass  auf  cdnem  WeltkOrper  von  der  QrOsse  und  Masse 
des  Mondes  die  Existenz  einer  reinen  Wasserstoff- Atmosphäre  aaf 
die  Daner  nor  dann  möglich  smn  wörde,  wenn  die  Oberflftchen- 
temperator  derselben  niedriger  wSn  als  „minus  76  Orad  Celsins". 

§196. 
Tminntar  4m-  LiH  )■  l«wni  tei  ErAIrpwm. 

Bei  einer  im  indifferenten  Glelcbgewiditsziistande  befindücfa» 
Lnftsiole  kann  nach  §  193  (Gleichung  18)  die  der  Tieftnzimahme 
dx  entsprechende  Temperatoiznnabme  dT  berechnet  werden  ana 
der  Gleichung! 

1)    CfdT=Adx. 

*)  Der  obigen  Tabelle  wirden  die  im  .Anmuirc  da  bnreMi  dei  Lmgitodei* 
Tom  Jihie  l87B  uigngfebeneii  Zahlen  wert  he  nn  Grunde  gel^. 
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Die  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichon^  stehende  OrOsse  be- 
deutet die  W&rme-QDantitSt,  welche  einem  Eilogramm  Laft  bei 
constantem  Drncke  zngefQhrt  werden  mdsste,  am  die  Temperatur 
derselben  Yon  T  bis  T-\-dT  xa  erhöhen,  und  die  auf  der  rechten 
Seite  stehende  Qrfisse  reprfisentirt  das  W&rme  -Aequiralent  der 
mechanisches  Arbeit: 

2)  da=l.da:, 

welehe  das  Gewicht  des  IJnflkilogiamms  bei  dem  Sinken  desselben 
von  der  Tiefe  »  bis  ca  der  Tiefe  x-^dx  wrrichten  würde.  Pnr 
eine  Stelle,  an  welcher  die  Intensitfit  der  Schwerkraft  t)>mal  so 
gross  ist  als  an  der  Erdoberfläche,  wSrde: 

3)  («  =  n.<ir 

zu  setzen  sein,  und  wenn  mit  p  der  Abstand  dieser  Stelle  vom 
Erdmittelpunkte  bezeichnet  wird,  so  kann  man  statt  dessen  auch 
setzen: 

4)  da  =  — Ddp. 

Indem  man  diesen  Ausdruck  an  die  Stelle  ron  dx  setzt,  erhält  man 
fOr  die  Differenzialgleichong  1)  die  folgende  allgemeinere  Form: 

5)  Cp<ir=  — ^örfp. 

In  dieser  Form  wOrde  die  Oleichang  benutzt  werden  ktanen 
zur  Ableitung  des  Gesetzes,  nach  welchem  im  Inneren  des  Erd- 
kOrpers,  z.  B,  in  einem  von  der  Oberfläche  bis  zum  Mittelpunkte 
reichenden  Schachte,  die  Temperatur  mit  dem  Abstände  vom 
Ifittelpunkte  sich  ändern  wQrde,  wenn  die  Wände  des  Schachtes 
für  Wärme  undurchdringlich  wären,  und  wenn  in  demselben  eine 
Luftsäule  sich  befinde,  welche  oben  an  der  Mündung  des  Schach- 
tes mit  der  äusseren  Atmosphäre  communidrL  Wenn  es  zulässig 
wäre,  die  atmosphärische  Luft  auch  in  diesem  Falle  als  ein  idealee 
Gas  zu  bebandeln,  so  wfirde  man  die  dem  WerUie  p^O  entspre- 
chende  Temperatur  T=T^  am  Boden  des  Schachtes  (oder  im 
Erdmittelpunkte)  berechnen  können  ans  der  Gleichung: 
r,  ' 

6)  Cp  jdT  =  —  A  fväg,    oder: 

7)  CriT,~T,)  =  Aft>df, 

indem  man  darin  fär  T^  die  dem  Werthe  p  =  r  entsprechende 
bekannte   Temperatur  an   der   Hflndnng   des    Schachtet    (oder   an 
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der  ErJoberfiflche)  einsetzt.    Die   obige  Gleichnag  eatbält  den  fol- 
genden Satz: 

Die  Wärme-Quantität,  velche  einem  Luftkilogramm 
bei  conatantem  Drucke  zagefQhrt  werden  mfisate,  um  die 
Temperatur  desselben  von  der  Oberflächentemperatur  T^ 
bis  zur  Mittelpiinktstemperatnr  T,  zu  erhoben,  ist  gleich 
dem  Wärme-Aequivalente  der  mechanischen  Arbeit,  wel- 
che erforderlich  sein  wQrde,  itm  das  Luftkilogramm  vom 
Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  emporzuheben. 

Die  Grösse  dieser  mechanischen  Arbeit  kann  man  auf  die  in 
Fig.  579  angedeutete  Art  ermitteln,  indem  man  das  Gesetz,  nach 
welchem  die  GrOsse: 
'"■-•"'■  8)    ,==/W 

mit  dem  Abstände  p  sich  ändert, 
durch  eine  Curve  geometrisch  dar- 
stellt und  den  Flächeninhalt: 


9)    F- 


'h 


der  von  dieser  Gnrre  begrenzten 
Fläche  berechnet.  Bei  constanter 
Intensität  der  Schwerkraft  wurde 
diese  Fläche  die  in  Fig.  580  darge- 
stellte Form  einer  fiechteckfläcbe 
vom  Flächeninhalte  r  .  1  anuehmen. 
Wenn  das  Yerhältniss  der  Fläche  F 
zu  dieser  Rechteckfläche  mit  a  bezeichnet  wird,  so  kann: 


10)     F  = 


rfp  = 


gesetzt  werden,  und  nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  erhält  mau 
fBr  die  Mittelpunktstemperatnr  die  Gleichung: 
11)     c^(Ta  —  Ti)  =  Aa.r. 
Wenn    die   Erde  als  eine  homogene  Kugel  angesehen  werden 
dürfte,  so  wurde  ac  = 


-  und: 


-  zu  setzen  sein;  denn  für  diesen  Fall  wird 
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Da  jedoch  in  Wirklichkeit  die  Dichliigkeit  der  Erdmasse  ron  der 
Oberfl&che   nach  dem  Mittelpunkte  zanimmt,  so  tat  c^-r-,  nnd 

annäherungsweise  kann  a  =  —  gesetzt  werden.  Hiernach  erhält 
man  aus  der  obigen  Gleichung,  indem  man  zugleich  T,  =  273° 
setzt,  für  die  Mittelpunktstemperatur  den  Werth: 
13)  To  =  47716  Grad. 
Bei  dem  hier  rorausgesetzten  indifferenten  (oder  adiabatischen) 
Gleichgeffichtsznatande  der  Luftsäule  wQrde  zur  Berechnung  des 
Druckes  der  Luft  am  Boden  des  Schachtes  die  Foisson'sche  Gleichung: 

benatzt  werden  kennen,  nach  welcher  der  obigen  Temperatur  ein 
Drack  von  etwa  52  Millionen  Atmosphären  entsprechen  würde, 
und  nach  der  Maiiotte  -  Gay  -  Lussac'schen  Gleichung:  —=Br 
wörde  den  obigen  Werthen  von  Tg  und  p^  der  Werth:  %  ^383000 
Kilogramm  entsprechen. 

§  197. 
GariBrmiga  WaltkOrpar. 

Unter  Voraussetzung  des  adiabatischen  oder  indiEferenten  Gleich- 
gewichtszostandes  würde  man  den  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Satz  zur  Berechoung  der  Temperatur  im  Erdmittelpunkte  auch  dann 
Doch  benutzen  können,  wenn  die  Erdmasse  ganz  ans  atmosphärischer 
Luft  bestände.  Da  die  absolute  Temperatur  an  der  Oberfläche 
einer  solchen  Lnftkngel  gleich  Null  sein  wSrde,  so  ist  für  diesen 
Fall  7\  =  0  zu  setzen,  und  die  Mittelpunktstemperatnr  zu  berechnen 
ans  der  Gleichung: 

1)    c^T^  =  Äar, 
in  welcher  für  die  im  vorigen  Paragraphen  deflnirte  Grösse  a  dei^ 
jenige  numerische  Werth  einzusetzen  ist,  welcher  dem  für  den  vor- 
liegenden Fall  sich  ergebenden  Gesetze  der  Dichtigkeitsänderang  im 
Inneren  der  Kugel  entspricht. 

In  der  ob^en  Gleichung  bedeutet  c  T^,  die  bei  constantem 
Drucke  zum  Hervorbringen  der  TemperaturerbüfauDg  von  Null  bis 
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To  erford«rliche  Wänue-QaantiUt  fär  diejenige  LuftmaBBe,  welche 
an  der  Erdoberfl&che  ein  Eilt^nrnm  wiegen  wfirde,  und  die  QrOsse 
Äa.r  bedeutet  das  Wänne-Aeqaivalent  derjenigen  Arbeit,  welche 
mm  Emporheben  dieser  Uasee  TOm  Mittelpunkte  bis  bot  Oberfl&d» 
erforderlich  eeia  würde.  Wenn  die  PaUbeschleonigong  an  der  Ober- 
UUthe  der  Kugel  gleich  Ng  (statt  gleich  g)  wftre,  so  müsste  anf 
der  rechteo  Seite  noch  der  Factor  N  hinxugefllgt  werden;  ßr  diesen 
Fall  würde  alw  die  Hittelponktstemperatur  in  berechnen  sön  ans 
der  Qleichui^;: 

2)  c,Tt=ÄtL}ir, 

in  welcher  r  den  nunmehr  beliebig  m  wftfalendcn  Halbmesser  der 
Kugel  bedeutet. 

Denkt  man  sich  dieselbe  Kugel  fäa  andens  IUI  in  ünem 
uderu  adtabatisehen  Oleiefagewichtarostande,  welchem  statt  der 
Wertbe:  T„,  r,  ^^reap.  die  Werthe  T,',  r',  N'  «itspredien  würden, 
ao  erh&lt  man  f&r  diesen  neuen  Zustüd  die  Qlnchung: 

3)  t,T^'  =  Aa}{'r', 

ia  weldier  für  die  Orflsse  a.  genao  derselbe  nnmerisefae  Werth  än- 
iDsetiu  sein  wird  wie  bei  dem  TMigen  Zostanda,  wa3  das  Oeseti 
der  HaaaenTertbdlong  dasselbe  geblieben  ist,  instrfera  dar  neiifl 
Zustand  ebenbUs  als  indiffmntar  oder  adtabatbeber  Qleiel^«- 
widitstostand  Torao^esetit  werden  scdlte.  IimImb  mui  die  lebdera 
GlvAong  dorcfa  die  Torfaeigebende  dindirt,  gelangt  man  ni  der 
folgeitdai  Glttdinng: 

*'      r,         Xr 
Da  b«  WeltkOrpem  Ton  gieiehen  Massen  die  FkllbeadikaBiginigw 
an   den  OboflSdna    nmgekefart  wie  die  Quadrate  der  Halhüwww 
siek  Terkaltui,  so  kann  hierin: 
-V 


»>  ^=(^)' 


gMsUt  wer^.  nd  nA  SufastibrtiaB  £eMB  Wathei  Bast  die 
ok^  Qlndnng  die  Fwm  aa: 

6)     -*'-  =  -.^     Ode:     r/r'=r,r. 


Wenn  ia  Folge  Ton  Wirme-Zankraag  oder  Wirne- 
Battickang  der  Halbmesser  eines  gasfirBiff«!  Wdt- 
k9rpars    «ine    Aeadernng    erleidet,    *•   wird    dio    Mittal- 
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pnnktatemperatnr  ebenfalls  eine  Aendernng  erleiden; 
aber  „das  Product  ans  dem  Halbmesser  in  die  Kittel- 
pnnktatemperttnr  bleibt  constant". 

Da  jede  Wftrnie-Entziehnng  eine  Volnmen-Verniinde- 
rung,  und  jede  W&rme-ZaführDog  eine  Yolamen-TergrAsse- 
rnng  bedingt,  so  ergiebt  sich  aus  obiger  Oleicbnng  zugleich  der 
folgende  Satz: 

Die  specifiscbe  W&rme  einer  kosmiscben  Qaskugel 
iet  negativ. 

'  Eine  Temperatar-EibObnng  kann  immer  nur  darcb  Wärme- 
EntzieboDg,  tind  eise  Temperatur- Erniedrigung  immer  nur 
durch  Wärme-Zufährung  hervoi^ebraeht  werden.  Bei  der  durch 
Wftrme-Etitziehung  bedingten  Contractim  verrichtet  die  Gravi- 
tationskraft eine  positive  mechaDisohe  Arbeit,  welche  sogleich 
in  W&rme  umgewandelt  wird.  Die  erzeugte  WftnDe-Quantitftt  zer- 
1^  sich  dabei  in  zwei  Theile,  von  denen  der  eine  Theil  jene 
entzogene  W&rme-QnaDtität  bildet,  während  der  andere  Theil  auf 
Tempenttur-ErhOhung  des  Weltkörpers  selbst  verwendet  wird.  Bei 
der  durch  Wärme-Zufahrung  hervorgebrachten  Expansion  wird 
nicht  nur  die  ZDgefahrte  Wärme- Quantität,  sondern  ausserdem  noch 
ein  Theil  der  inneren  Wärme  des  WeltkOrpers  in  Arbeit  umgewan- 
delt und  auf  die  zur  Ueberwindung  der  äravitationskraft  erforder- 
liche Expansionsarbeit  verwendet  Wenn  die  Sonne  als  eine  solche 
im  adiabatischen  Gleichgewichtszustande  befindliche  ideale  Qas- 
kngel  betrachtet  werden  dürfte,  so  würde  aus .  dem  oben  gefun- 
denen Satze  EU  folgern  sein,  dass  die  gegenwärtige  Mittelpunkts- 
temperatnr  derselben  etwa  das  Secbstansendfache  betragt  von  der- 
jenigen Uittelpanktatemperatur,  welche  die  Sonne  besass  zu  der 
Zeit,  als  dieselbe  nach  der  Eant-Laplace'schen  Hypothese  bis  zur 
NeptQDsbahn  sich  erstreckte. 

§  198. 
VMUHaiM  *»»  Potwrtialt  zur  huMTM  WlrM  4m  faMmigM  MiMdriMn. 

Die  mecbaoische  Arbrät,  welche  erforderlich  sein  wSrde,  um 
eine  Masse  m  von  der  Erdoberfläche  bis  zu  unendlicher  HOh» 
emporzohebeD,  ist  eben  so  gross  wie  diejenige  mechanische  Ai^ 
beit,  welche  bei  constant  bleibender  Schwerkraft  zum  Heben  jener 
Masse  auf  eine  dem  Erdhalbmesser  gleiche  HObe  erforderlich  sein 
wflrde*),  and  hat  die  Grösse: 


*)  Terg).  .AiialjtiBchfl  H«hanili'  (S.  Aufl.).  §  <?.  Glelchimg  R). 
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1)  a  ^  «tgr. 

Eben  so  gross  ist  auch  diejeniga  Arbeit,  welche  die  Gnritattons- 
knft  ihrerseits  Terrichten  wörde,  wenn  die  Masse  m  aas  unend- 
licher Höhe  anf  die  Erdoberfläche  herabsänke. 

Hiernach  erhält  man  unter  Berüeksiehtignng  des  Dmstaiidefl: 
dass  in  einer  ans  homogenen  concentrisehen  Sehichtan  znsammeD- 
gesetzten  Kngel  ii^nd  ein  im  Abstände  p  vom  Uittelpnnkte  be- 
findliches Massenelement  dM  nnr  TOn  Seiten  der  im  Inneren  der 
Kogel  vom  Halbmesser  p  befindlichen  Hasse  eine  Anziehung  er- 
leidet, für  diejenige  mechanische  Arbeit,  weldie  die  Giaritaüons- 
kraft  bei  dem  Uebei^ange  der  Massentheilchen  der  Kugel  aus 
nnendlidier  Entfernung  in  die  gegebene  I^e  verrichtet  haben 
wfirde,  oder  fsr  das  Potential  der  Kugel,  bezogen  aaf  die  eigene 
Masse  derselben,  die  Gleiehong: 

2)  «  =  /'</Jf.g.?, 


'=/' 


in  welcher  g  die  GnTiUtioDSbescblennigiuig  im  Abstand«  p  vom 
Mittelpunkte  bei  dem  gegebenen  Endzustände  der  Kugel  bedeutet. 
Wenn  mit  0  die  Dichtigkeit  im  Abstände  p  t<hii  Mittelpunkte  be- 
zeichnet wird,  so  kann  hierin: 

3)  dif=4rp»dp.8 

gesetzt  werden,  und  nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  erhilt 
man  für  das  Potential  die  Gleichung: 

4)  «=4;:/'d9f*d?. 


"/• 


Hit  dem  gegebenen  Oichtigkeitsänderang^esetze:  0  =/t.p) 
ist  zugleich  das  Gesetz  gegeben,  nach  welchem  die  Grösse  g  alB 
Function  von  p  im  Inneren  der  Kugel  sich  ändert;  ebenso  auch  das 
Druckäodemng^esetz,  ßr  welches  letztere  die  der  Gleichung  1) 
des  §  191  analog  gebOdete  Differenzialgleichnng  gilt: 

5)  dp=:  —  9  9  dp, 

und  nach  Substitution  des  hieraus  filr  das  Product  9  g  tu  entoeb- 
menden  Werthes  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

6)  %  =  -W.h*dp. 
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Indem  man  diese  Oleicfanng  p&rtiell  integrirt,  ^langt  man  —  unter 
BerücksiehtiguDg  des  TTmBtandes,  dass  an  der  Oberfläche  p:=0 
und  im  Uittelpnnkte  p  =  0  ist  —  za  den  folgenden  GleichTmgen: 

7)    a  =  — 47C 


;  [f'p^—zfpp'd 
8)     8I  =  12j:/'pp»dp. 


Wie  auch  immer  das  gegebeae  Dicbtigkeitsgeeetz:  9  =/(p) 
bescbaffen  sein  mOge:  immer  kann  man  sidi  eine  im  Gleichge- 
wichtszustände befiadliche  Qaskugel  denken,  deren  Uasse  geoan 
nach  demselben  Gesetze  in  dem  Engelranme  vertheitt  ist.  Denn 
in  jeder  von  den  einzelnen  concentrischen  Massenechichten  der- 
selben kann  man  sich  bei  der  daselbst  gegebenen  Dichtigkeit  durch 
ZnföhniDg  oder  Entziehung  der  entsprechenden  Wärme-Qoantitftt 
jeden  beliebigen  TOrgeschriebenen  Druck  hervorgebracht  denken, 
folglich  auch  denjenigen  Druck,  welcher  den  Gleichgewlchtsbe- 
dlDgnngen  der  Gaskngel  entspricht.  Die  in  Meterkilogrammen  aas- 
gedrflckte  innere  Wftrme,  welche  die  oben  nnterenchte  Kugel  als 
Gaskugel  besitzen  würde,  ist  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 


9)     ü=^/, 


Akc     , 
dMgT=  — ~  ßgTp'dg, 


in  welcher  T  die  absolute  Temperatur  im  Abstände  p  vom  Mittel- 
punkte  bedentet    Nach    dem    Mariotte-Gaj-LusBac'schen    Gesetze 

kann  hierin:  0«;  T^-^ gesetzt  werden;  folglich  ist: 


4t.c  r 
10)   u=-j^jpe'df, 

c  — e^  =e^{A —  1)  ii 
folgende  Form  geben: 


und  da:  AR=c  — c.^=c^{]c — 1)  ist,  so  kann  man  dieser  Glei- 
chung auch  die  folgende  Form  geben: 


Aus  den  beiden  Gleichungen  8)  und  II)  erh&lt  man  noomehr  fBr 
das  Verh&ItniBS    der  beiden  ArbeitegrOssen  %  and  ü  den  Werth: 
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12)      -|.=  3(i-l). 

Das  Potential  einer  beliebigen  ana  homogeneQ  con- 
centrischen  Schichten  Eusammengesetiten  Engel  iat  also 
steta  3  (k — l)-mal  so  gross  als  das  mechanische  Aeqni- 
valent  der  inneren  Wärme,  welche  jene  Kogel  als  eine 
im  Gleichgevrichtszustande  befindliche  Gaskngel  be- 
sitzen wQrde. 

Bieraus  folgt,  dass  bei  dem  Uebergange  einer  Gaskogel  aus 
einem  Gleichgewichtszustände  in  einen  anderen  Gleichgewichts- 
zustand die  Gravitationskraft:  our  dann  Arbeit  verrichten  kann, 
wenn  sugleich  eine  Wärme-Abgabe  oder  -Zuföhrang  statUndet 
Denn  ohne  eine  solche  Wärme- tJebertragnng  mSsste  nach  den 
Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie  die  innere  Wärme  der 
Gaskngel  genau  nm  das  Wärme-Aeqniralent  der  Oravitationsarbeit 
zunehmen,    wobei   das    VerhäUniss   der    beiden    Arbeits-QrOssen 

4 
SI  und  ü  eine  Aendemng  erleiden  würde  (wenn  i;>-^  ist,   vrie 

hier  vorausgesetzt  werden  soll).     Dem  in  §  194  gefbndenen  Satze 
kann  man  daher  die  folgende  allgemeinere  Form  geben: 

Bei  dem  Uebergange  einer  Gaskngel  ans  einem 
beliebigen  Zustande  des  labilen  (oder  auch  des  sta- 
bilen) Gleichgewichts  in  den  Zustand  des  indiffe- 
renten Gleichgewichts  wird  von  der  Gravitationskraft 
keine  Arbeit  verrichbet,  wenn  während  des  üeber- 
ganges  weder  Wärme-Abgabe  noch  Wärme-Aufnahme 
stattfindet, 

§  199- 
PolantlRl  dM  gulSnnIpen  WttthBrpan. 
Wenn  mit  S  die  ganze  Masse  des  gasförmigen  Weltkörpers, 
und  mit  Ng  die  Gravitationsbeschlennigung  ui  der  Oberfläche 
desselben  bezeichnet  wird,  so  ist  nach  dem  Newton'schen  Gravi- 
tatioDSgesetze  die  im  vorigen  Paragraphen  mit  g  bezeichnete  Gra- 
vitationsbeschlennigung im  Abstände  p  vom  Mittelpunkte  zu  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 

'      Ng        S     f< 
«nd   venn    man   die   YerhMtDisszafal  —  wieder   mit   D    beEeichnet, 
so    kann    man    dieser  Gleiclinng   auch    die   folgende  Foim   geben: 
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I        's',-' 

Nach  Substitution  dieaeB  Ausdrooka  erb&lt  man  aus  der  G^lei- 
chting  6)  des  §  196  für  die  der  Abstandszunahine  d^  entsprechende 
Tempentannuahme  dT  den  Werth: 

ÄNr*     ifrfp 
«pS     ■    p' 

Wenn  als  Einheit  fOr  die  MassengrOssen  diejenige  Hasse  ge- 
wählt  wird,  welche  an  der  Erdoberfläche  1  Kilogramm  wiegt,  so 
hat  das  mechaniecbe  Aequivalent  der  inneren  Wärme  des  gas- 
f&rmigen  WeltkOrpers  die  QrOsse: 


,=^=N- 


dT  =  - 


4)     V  =  -'-l'. 


TdM. 


Indem  man  diese  Gleichung  partiell  integrirt  und  dabei  berück- 
sicht^  dass  sowohl  für  p  =  0  als  auch  fBr  p  =  r  das  Product  TM 
den  Werth  Null  annimmt,  gelangt  man  zu  der  folgenden  Gleichung: 


6)     U=- 


0-/; 


MdT 


nnd   wenn    man   hierin  für  dT  den  oben  gefundenen  Werth  ein- 
setzt, so  erhält  man  die  Gleichung: 


»)  "=%! 


Wdf 

P'     ' 


SOS  welcher  man  durch  abermalige  partielle  Integration  die  folgende 
OleidiUDg  ableiten  kann: 


7)     U=' 


r+2 


'•MdM 


für  das  Potential  des  gasfBrmigen  WeltkOrpers  erhält  man 
nach  der  hier  gewählten  Beieicbnungsweise  aus  der  Gleichang  2) 
des  vorigen  Paragraphen  den  Aosdruck; 

T 

8)    fL  =  lt,dM, 


'=>' 
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welcbem  man  nach  Substitution  des  oben  fQr  o  ang^ebenen  Wer- 
thes  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 


s,   «=-^^/^. 


Indem  man  den  bierane  für  das  Integral  zn  entnehmenden  Äns- 
drock  in  Gleichung  7)  eiosetst,  erh&lt  man  f&r  U  die  Gleichung: 

■  0)    u  =  -I^+'f-. 

nnd  nach  SDbstitaÜon  dea  ans  der  Gleichung  12)  des  vorigen  Para- 
graphen für  U  zu  entnehmenden  Ausdrucks  erhält  man  ans  der 
obigen  Gleichung  för  das  Potential  den  Werth: 

Da  der  Werth  des  Potentials  nur  von  dem  Gesetze  der  Maasen- 
vertheilnng  abhängen  kann,  so  ist  die  Gültigkeit  dieser  Gleichung 
ganz  unabhängig  von  der  dem  Bnchataben  h  beigelegten  Bedeu- 
tung. Die  obige  Gleichung  bleibt  daher  auch  dann  noch  gfiltjg, 
wenn  an  die  Stelle  der  constanten  GrOsse  k  irgend  eine  andere 
constante  GrOsse  ■  gesetzt  wird.  Das  Potential  einer  Enget,  deren 
Massenvertheilungsgesetz  der  Gleichung:  ^v'=Con8t.  entspricht, 
kann  daher  immer  berechnet  werden  mittelst  der  Gleichung: 

12)    -A   _li^3_ß 

^^'      NrS~   6e-6  " '^• 
ans    welcher   man    für  den    Potentialcoeffident«n  ß    und   den  Ex- 
ponenten   (    beispielsweise    die    nachfolgenden    zusammengehSrigen 
Werthe  erhält: 

•=  «  ^   ^  I  '."  4  11 

^=      -5-11'         '."       I        ^        - 
Nach  der  Gleichung  12)  des  vorigen  Paragraphen  hat  die  in 
lleterkilogrammen  auegedrückte  innere  Wärme  die  GrAsse: 

Für  die  in  Wärme- Einheiten  ausgedrückte  innere  Wärme, 
weiche  durchschnittlich  in  jedem  Massenkilogramm  enthalten  ist, 
erglebt  sich  hiernach  der  Werth: 
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^_     ANr 

8    ~  bh  —  Q' 

Die  ganze  dutch  die  GraTitatiooesrbeit  wähieod  der  Coatractioa 
eixengte  W&rme  bat  pro  Haasenkilogramm  die  Qrfisse: 

Die  Differenz  der  obigen  beiden  Werthe  reprSaentirt  diejenige 
Wärme- Quantität,  welche  irthrend  dor  Contraction  nach  auaeen 
abgegeben  wurde,  und  bat  die  GrSsse: 

HieroMb  würde  mn  i.  B.  fQi  eise  Oaakngel  tod  der  OrCeee  ODd  Haue 
der  Sonne,  indem  nun  fc=tAh  -^  =  -^7'  -'^=31,4  oud  r=68S0O0000°> 
■etit,  die  folgenden  Werthe  erhalten: 

©  =  62000000,  TF=4aooO00O,  Q~  »r=10000000  Wlnne-Kinheit«i. 
Wenn  also  die  Sonne  eelbst  t\»  eine  eolehe  im  indübrentan  Gleiehgewiohteia- 
ttande  beflndliobe  ideale  Oatkngel  betrachtet  werden  dOrfte,  »o  vOide  bierant 
folgen:  dase  gegenwCrtig  in  jedem  Haaeenkllograinm  der  Sonne  durcbicbnitt- 
lieh  43  000  000  WÜrme-Einheiten  enthalten  sind.  Da  der  HalbmeiMr  der  Nep- 
tnnababn  etwa  6000-mkl  eo  groM  iat  alt  der  gegenwärtige  Sonnenhalbmewer, 
ao  würde  ingleich  an«  dem  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Satze  sich  er- 
geben, dass  IQ  der  Zeit,  als  die  Sonnenmaaae  bis  zar  Neptnnsbahn  eich  er* 
■treekte,  jedes  Uasaenkilogramm  dnrebMhnittlieh  nnr  den  SOOO-iten  Thril  too 
der  gegenwärtig  in  demselben  vorhandenen  inneren  WSrme  enthielt,  dass  also  seit 
jener  Zeit  die  in  jedem  Hassenkilogramra  darchechnittUcb  enthaltene  WSrme- 
QnantitSt  von  7000  bis  anf  42  000  000  WBnne-Ginheiten  tngenommen  hat. 

Wenn  N  =  Na  der  Werth  ist,  welcher  dem  WerUie  r  =  ro 
entqiricht,  so  iat  nach  dem  Newton'aeben  Gravitationsgeaetie: 

za  setzen,  and  nach  Stibatitation  des  hieraas  fSr  J^  za  entneh- 
menden Werthea  kann  man  der  Gleiofaung  16),  indem  man  die 
Grtese  Q  —  W=!iEi  setzt,  die  folgende  Form  geben: 


'«>  ®=(lfc^)^ 


Indem  man  diese  Gleichung  nach  der  Zeit  t  differenziirt,  erh&lt 
man  fOi  die  pro  Zeiteinheit  —  z.  B.  wfthrend  eines  Jahres  —  von 
jedem  Masaenkilogramm  darchschnitUich  abgegebene  Wtkmequan- 
titat  den  Werth: 
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19) 


\ök  —  &)       r*        dt' 


Wenn  mit  a  die  jilltrliche  Abaahme  des  Sonnenhalbmessen 
und  mit  n>  die  von  der  SoDoe  j&hrllch  pro  Massenkilogramm  aus- 

irestrablte   Wärme  -  Quantität   bezeichnet   wird,    bo    ist  s  ^  —  , 

rfSS  '*' 

und  n  ^  -  r     zu  setzen.     Nach  Substitution  dieser  Wertbe  kann 

dt 
man    der  obigen  Gleichung,   indem  man  zugleich   fSr   die  tirdsse 
^g  der  aus  Gleichung  17)  zu  entnehmenden  Ausdruck  einsetzt,  die 
folgende  Form  geben: 

Da  nach  neueren  Untersuchungen  m  =  2  zu  setzen  ist,  so 
würde  man  hieraus  nach  den  oben  gemachten  VoraussetEungen 
für  die  Jährliche  Abnahme  des  Sonnenbatbmessers  den  folgenden 
Werth  erhalten: 

_/ 6.  1,41  —  6 
°-l3.1,4I-4.       .     .,,_, 


21) 


~D- 


=  141  Meter. 


424 


§  200. 
Ausfluugetchwiniigkeil  dw  Luft. 
Wenn   zwei    mit  Luft   gefüllte  GefSsse  A  und  B   durch   ein 
Communicationsrohr  mit  einander  verbunden  sind,    und  der  Druck 
Pi  in  dem  Gefässe  A  grosser  ist  als  der  Druck  p^  in  dem  Gefftsse 
B,  so  wird  ein  Ans- 
Fig.  581.  Strömen     der    Luft 

von  A  und  B  statt- 
finden (Fig.  581). 
Die  Gesdiwindigkflit 
des  Ansströmens 
kann  nach  dem  Prin- 
cipe 4er  labendigen 
Kraft  berechnet  wer- 
den ,  insofern  man 
annehmen  darf,  dass  nach  eingetretenem  Beharrongszustande  die 
ganze  während  des  Zeittheilchens  dt  von  den  wirkenden  Er&fien 
verrichtete  mechanische  Arbeit  dazu  verwendet  wird,  der  während 
dieses  Zeittheilchens  ausfliessenden  Luftmasse  dM  die  der  Ausfluss- 
gesßhwindigkeit  entsprechende  lebendige  Kraft  mitzntfaeilen. 
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Wenn  mit  /  der  Querschnitt  des  Auaflussrobres,  nnd  niit  » 
die  dem  BeharningezuBtaDde  entsprechende  Äusflussgeschwindigkeit 
bezeichnet  wird,  bo  ist  f.udt  der  Banminhalt  der  während  des 
Zeittheilcheoa  dt  ausfliessenden  Luftmaase,  und  wenn  man  einst- 
weilen annimmt,  dass  die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  dem  Debergange 
ans  dem  grosseren  Drucke  pi  in  den  kleineren  Druck  j>,  sich  nicht 
ändert  —  was  bei  geringer  GrOsee  der  Druckdifferenz  auDäherungs- 
weise  zulässig  ist  — -  so  ergiebt  sich  fär  die  in  der  Zeit  äi  auB- 
flieasende  Luftmasse  der  Werth; 

1)     iif=^^-^. 
9 
Diese  Luftmasse  hatte  in  dem  Gef&see  A  die  Geschwindigkeit  Null 
und  erlaogt  bei  dem  Ausflusse  in  das  Ge^ss  B  die  Geschwindig- 
keit u.     Die    während    des    Zeittbeilchens    dt   erzeugte   lebend^e 
Eraft  hat  also  die  Grj}sse: 

dM.u*  __  -jjudt     K» 

^>     ^"2—-        y       ■    2  ■ 
Indem  man  diese  lebendige  Kraft  der  von  dem  Druck-Üeberscbusse 
(Pi  ^-P»)/  während  des  Zeittbeilchens  dt  Terricbteten  mechanischen 
Arbeit  gleichsetzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

3)    ^^^y^-   2"  =  0^1 --?«>/•  «'^    '^«= 

welcher  man  nach  Substitution  des  aus  §  178,  Gleichung  12),  für 
den  Quotienten  ~  zu  entnehmenden  Werthes  auch  die  folgende 
Form  geben  kann: 


-\/2,RT,(l-ä-j. 


Pl 

=  295  (eatsprecheDd  einer 
0  ergiebt  neb  ftlr  die  AnsflnaagMebwindigiteit 


6)    u  =  l/  2.9,81.29,27.886  [ 


0.760  \ 


In  Gleichung  3)  bedeutet  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite 
die  während  des  Zeittbeilchens  dt  erzeigte  lebendige  Kraft,  und 
der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  die  während  dieses  Zeit- 
tbeilchens   von    der  Druckdifferenz  verrichtete  meohanische  Arbeit. 
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Das  Gewicht  der  w&hrend  des  Zeittheilcheng  dt  anastxümeDdeD 
Loftmasse  hat  Dach  Gleichung  1)  die  OFOsee: 

7)     dM .  g  =  yi/udt. 
Indem  man  jene  Oleichung  durch  diese  letztere  Grosse  dividirt,  er- 
h&U  man  die  Gleichnng: 

in  welcher  nunmehr  der  Ausdruck  für  die  erzengte  lebendige  Erafl 
und  der  Ausdruck  fSr  die  verrichtete  mechanische  Arbeit  auf  den- 
jenigen Zeltraum  sieb  beziehen,  in  welchem  ein  Kilogramm 
Luft  aussSiesst  Es  wird  jedoch  der  Ausdmck  auf  der  recbt«n  Seile 
nur  dann  annELhernngsweise  die  ganze  während  dieses  Zeitraumes 
von  den  wirkenden  Kräften  rerricbtete  mechanische  Arbeit  dar- 
stellen, wenn  die  DruckdifTerenE  Pi  — p^  so  klein  ist,  dass  die  bei 
dem  Ansflnsse  stattfindende  Dichtigkeitsänderung  des  ausfliessenden 
Laftkilogrammes  Ternachl&ssigt  werden  darf.  Dm  eine  genauere 
Gleichung  fflr  die  Ausfiussgeschwindigkeit  zu  erhalten,  hat  mao 
zu  dem  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Ausdracke  fflr  die  mecha- 
nische Arbeit  noch  eine  GrOsae  hinzc  zu  addiren,  welche  auf  fol- 
gende Weise  bestimmt  werden  kann. 

Nach  §  182  vertichtet  ein  Kilogramm  Luft,  wenn  dasselbe 
ohne  warme -Zufahmng  von  dem  Bauminhalte  v^  auf  den  Baom- 
inhalte  r,  sich  ausdehnt  und  die  Temperatur  desselben  in  Folg» 
dieser  Ausdehnung  von  T^  bis  auf  T,  abnimmt,  die  mechanische 
Arbeit: 


9)     «  =  ^  (T,  —  r,), 


wofßr  man  nach  §  180,  indem  man  i^r  die  GrOsse  A  ihren  Werth 
substituirt,  auch  setzen  kann: 

cR  (T,  —  T.) 
10)     St=    "       _         -.    oder: 

Diese  mechanische  Arbeit   kann  man  sich  in   zwei   Theile  zerlegt 
denken,  von  denen  der  eine  Theil: 
12)     ^'=pAn-^i) 
auf  Ueberwindung  des  constanten  G^endruckes  p^  verwendet  wird, 
während  der  andere  Theil: 
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13)   g"  =  ^[  — a'=  ^^1'~-^*^  -p,K-pi) 

mit  dam  beitragt,  die  lebendige  Kraft  der  ansflieBsenden  LaftmaBBO 
ZQ  TergrflBsem.  Da  als  Gewicht  dieser  Lnftmasae  1  Eilc^fnuiiin  an- 
genommen wnrde,  so  ist:  YiV,  =  1  ^  Y|f|  tu  setzen.  Man  kann 
daher  dem  obigen  Äosdracke  änch  die  folgende  Form  geben: 

Wenn  man  diese  Qrtese  is  Oleichnog  8)  za  dem  auf  der 
rechten  Seite  etehesden  Ausdraclce  fQr  die  mechanische  Arbeit  fain- 
znfägt,  80  erhalt  man  die  Gleichung: 

'      2,        T,        T,  +        t-1 
Nach  §  178  ist  hierin  ^  =  £Tj  und  —^ItT,  zn  setzen;  man 
kann  daher  dieser  Gleichong  aaoh  die  folgande  Form  geben- 


16) 


i=(^)*-.0-f). 


T 
und  wenn  man  hierin  fQr  den  QuoUeDten  -^  den  ans  §  181  zu 

entnehmenden  Ausdruck  sabetitutirt,  ao  ei^ebt  sich  aus  der  obigen 
Gleichung  fOr  die  Ansflussgescbwindigkeit  »  der  Wertb: 


lltl 

tu- 

VI 


Mit  BMbehAltong  der  oben  ui^Dommoneii  Zahlenwerthe  arhitt  man  ant 
dieser  Oleichnn^  fQr  die  AntflnMgBschwindigkeit  den  genaneieD  Wertb: 


18)  u^y  ,..,,.- (-pj^)üW7.mJi-(-5;5j5-)      j=.M". 

BeiTaTglelehangdeuelbenmit  demin  Qleichonge]  gefandenen  Werthe  w^töS™ 
erkennt  nutn,  d»M  nnr  bei  groeien  Drnckdifferenun  ea  erforderlich  ist,  die  bei 
dem  iiuftoese  etktt&ndende  Diobtigkeftaindenuig  in  berBokaiebtigen,  wibrand 
man  bei  kleinen  Drackdifferanien  die  AntfloHgeicbwIndigkett  ebne  Bedenken 
nich  OMchong  &)  berechnen  dnrf. 

Für  du  Verbiltniw  der  beiden  kbeolnten  Temperaturen  erhUt  man  nach 
%  181  die  Gleichnng: 


»)  -¥r=\tim)      =o-«8«' 


/  0,760  \ 

\  0,880  J 

Telebe  uigt,  daaa  bei  dem  Aaeflnaie  der  Lnft  die  abtolnte  Temperatur  der- 
■dben  von  S9b*  bie  auf  SM'  abnehmen  wird. 
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1:     v:     ■     L     ■■■   ■:     1-7- 

i— 

---er- 

'' 

_, 

1   .           k:--|^ 
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§  201. 
Ziutindilndarang  der  LoH  bai  pUtilidiar  Druclut«lg«riing. 
Bei  plötzlich  eintretender  gleichförmiger  Beweguog  eines  (ge- 
wichtlos vorausgesetzten)  Kolbens  in  lufterfülltem  Bohre  wird  zu- 
Dftchst  nor  die  unmittelbar  vor  dem  Kolben  befindliche  Luft  com- 
primirt  und  zugleich  vorwärts  geschoben,  nährend  der  ganze  Best 
der  vor  den  Kolben  befindlichen  Luftmasse,  soweit  der  allai&hlicb 
fortschreitende  Verdich- 
tungsprozess  denselben 
noch  nicht  erreidit  hat, 
einstweilen     nocb     in 
dem       ursprünglichen 
Buhezast^de  verharrt 
(Fig. '582).    In  Bezug 
auf  die  ZostandsiLnde- 
ning,  welche  die  Lnfl 
bei    der    Gompressioo 

-. .  erleidet,  soll  hier  vor- 

au^esetzt  werden  ers- 
tens: das9  die  Bohrwand  und  der  Kolben  ffir  Wärme  undurchlässig 
sind;  zweitens:  dass  an  der  inneren  Wandfläche  des  Rohrs  keine  Bei- 
bnngswiderstände  wirken;  drittens:  dass  die  Uariotte-Gay-Lnssac'sdie 
Gleichung  pv  =  ST  (§  178,  Gleichung  13)  stets  göltig  bleibt,  dass 
also  die  Luft  wie  ein  sogenanntes  „ideales"  Gas  sich  verhält. 

Während  der  Bewegung  wird  die  Länge  der  comprimirten  Luft- 
säule, welche  der  Kolben  vor  sich  faer  schiebt,  beständig  lonebmen, 
insofern  die  einzelnen  Schichten  der  vorher  ruhenden  Luftsäule,  eine 
nach  der  anderen,  an  die  bewegte  Säule  sich  anschliessen,  und  da 
nach  eingetretenena  Beharrungstustande  dieses  Anschliessen  unter 
stets  gleich  bleibenden  Umstäsdea  sich  wiederholt,  so  darf  ange- 
nommen werden,  dses  die  mit  der  cMtstanten  Geschwindigkeit  u 
fortschreitende  Luftsäule  stets  eine  homogene  im  Gleichgewichte  be- 
findliche Masse  bildet,  in  welcher  Druck,  Volumen  und  Temperatur 
äberall  dieselben  Gri>ssen  besitzen  und  vorläufig  unverändert  bei- 
behalten. 

Wenn  die  Qnerscbnittsfiäche  der  Luftsäule  1  Quadratmeter  be- 
trägt, so  repräsentirt  die  Grosse  r,  als  uisprfinglicbes  Volumen  eines 
Kilt^ramois  Luft  zugleich  die  Länge,  welche  eine  Laftsänie  von 
diesem  Gewichte   urspröngUch   hatte.     Dem  Wachsen  des  Drucks 
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von  p  bis  anf  <sp  entspricht  ein  Aboehroen  dieser  Länge  yon  v  bis 
4v,  wobei  zugleich  die  absolute  Temperatur  (nach  dem  Mariotte- 
Oay-Lnssac'schen  Gesetze)  von  T  bis  anf  aeT  zunimmt.  Während 
der  Verdichtungsprocess  des  ersten  Luftkilogramms  sich  vollzieht, 
durchläuft  der  Schwerpunkt  desselben  die  Wegeslänge: 

'>    '=¥--2-' 
und  da  während  dieses   Zeitraum»  das  Luftkilogramm   beständig 
unter  Einwirkung  der  beiden  entgegengesetzten  äusseren  Kräfte  p 
and  <!p  sich  befand,  so  ist: 

die  mechanische  Arbeit,  welche  die  äusseren  Kräfte  verrichtet  haben 
würden,  wenn  der  Schwerpunkt  ihren  gemeinschaftlichen  Angriffs- 
punkt gebildet  hätte.  Nach  dem  Gesetze  des  Schwerpunkts  und 
nach  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  mnss  diese  Arbeitsgrösse 
gleich   der   lebendigen  Elraft  sein,    welche   das  Luftkilogramm  zu 

dieser  Zeit  erreicht  hat.     Da   die  Masse   desselben  gleich  —  tat, 

und  da  diese  Masse  nunmehr  die  Geschwindigkeit  u  besitzt,  so  ist 
zugleich: 

3)  H=-l.^. 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  von  der  den  Kolben  vorwärts- 
Bchiebenden  Kraft  ip  während  dieser  Zeit  verrichtet  wurde,  hat 
die  Grßsse: 

4)  %  =  cp.v{l—t)  =  BTc(l  —  s). 

YoQ  dieser  Arbeit  wurde  der  oben  mit  H  bezeichnete  Tbeil  auf 
Erzeugung  der  lebendigen  Kraft  verwendet,  während  der  andere  Theil: 

6)     W  =  'ä-H=  "■'('+»('-'■> 

in  diejenige  Wärme- Quantität  umgewandelt  wird,  welche  erforderlich 
ist,  am  die  TemperaturerfaKhung: 

6)    0  =  atT—T 
hervorzubringen.     Nach   der  mechanischen  Wärmetheorie   (§  ISO) 
hat  das  mechanische  Aequivalent  dieser  Wärmequantität  die  Grösse: 
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Indem  mui  die  obigen  für  W  gefuodenen  beiden  ÄnsdrOoke  eioander 
gleicbsetEt,  erb&lt  man  dorcb  AuflOsang  der  auf  solche  Welse  ent- 
standenen Qleichnng  für  g  den  Werth: 
«1    ,_   a(fc-l)  +  t+l 
"'    •-   a(i+l)  +  *-l  ■ 

Nach  dieser  Gletchnog  kann  aus  dem  g^benen  Weitbe  von 
8  das  neue  Volumen  <o  and  hiermit  zDgIräch  die  neue  Temperatur 
34 T  berechnet  werden,  womit  die  Zustands&nderang  der  Lnftmasae 
gefunden  ist. 

Hit  Benutzung  des  abgerundeten  Zahlenwerthe  k  =  1,4  erbftlt 
man  aas  obiger  Gleichung  f(Lr  a=(x:  den  Werth: 
91     ,_t-l        1,4-1  _  1 
^'  *  +  l  ~  1,4+1  ~  6 

Nach  Gleichung  2)  wird  fSr  ap=oo  auch  S='Xi,  also  (nadi 
Oleicbong  3)  auch  u^x..  Wenn  also  der  Anfongsdnick  p  eine 
endliohe  GrOsse  hatte,  so  wird  dem  Werth«  o  =  oc  der  Werth 
N  =  ?c  eatsinrecbeu.  Wenn  dagegen  der  nrsprüngliche  Druck  p 
unendlich  klein  war,  so  kann  dem  Werthe  o  —  cc  aneh  ein  end- 
liche Werth  von  u  entapredian.  Hiernach  etgiebt  sich  ans  den 
obigni  GleichoDgen  der  folgende  Sati: 

Bei  plOtalich  eintretender  unendlich  grosser  Eolben- 
gesehwindigkeit  wird  die  unmittelbar  vor  dem  Kolben 
befiadliehe  Lnfi  stets  anf  das  Sechsfaeha  der  nraprUng- 
liehen  Dichtigkeit  comprimirt.  Eine  solche  Veraachs- 
fachung  der  Dichtigkeit  wird  anch  bei  endlicher  OrCsse 
der  Kolbengesehwindigkeit  eintreten,  wenn  die  nrsprSng- 
liehe  Temperatur  unendlich  klein  war. 

Wenn  man  abkflranngswäse  die  Oonstante  =  9  setzt, 

ao  kann  man  der  OleidiDiig  8)  aadi  die  folgeade  Ponn  gebe*: 

(o  +  9)  («  —  t)  =  Oonat  =  1  —  9». 
in  waldter  dieselbe  iMgt,  daas  die  graphisAe  Dantdlaiv  des  Ge> 
satiei,  aad  welefaua  c  mit  a  sieh  iadert,  «oe  HjperM  mit 
reditwiBkebgen  Asymptoten  bildet  Den  Aabi^srntaad  HfitoMi- 
tirt  imc  FnnJct,  desaan  GoordiBaten  s  —  1  and  c  =  1  mmL  ZH« 
durch  dieses  Punkt  gellte  Isothome  wfirde  der  GMchaag  sc  =  I 
«ataptech«,  md  £e  Asymptoten  dieeer  isotbecMiiacAea  HTpecM 
bllcB  mit  des  OwrdiBaten-Aebseii  rasaaina.  wlbrcad  £e  AsjapCoten 
der  nach  obiger  Glödiiuig  constraiites  HjpertMl  n*^  ta  den  Ab- 
rttadaa  s  =  t-  ?  und  7  =  —  9  tob  densribca  KcgM- 
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§  202. 
FOrtyfluaingKMchwIndlflkaH  dw  Soballwtllwi. 

Die  Vorderflftche  der  comprimirteii  Lnftaäule  bildet  die  Grenz- 
fiftidie  swiscbsD  dem  bereits  in  Bewe^ng  begriffenen  nnd  dem  noch 
ruhenden  Theile  der  ganzen  Luftmasse  oder  die  QrenEe,  bis  za 
welcher  die  ZustandsSnderung  sich  fortgepflanzt  bat,  und  kann  dem- 
gemäss  die  Fortpfianzungsgrenze  genannt  werden.  Wenn  mit  U  die 
Qescbwindigkeit  des  YorrUckens  der  Fortpfianzungsgrenze  bezeichnet 
wird,  und  mit  t  die  Zeit,  in  welcher  der  Verdiobtuogsprocess  des 
ersten  Luflkilogramms  sich  vollzieht,  so  ist  (nach  Fig.  582):  Ut  =  v 
nnd  ut^iX  —t)v,  also: 

10)   -^=r^- 

'      u        1  —  e 
Diese  äleicbung  zeigt,  dsss  die  YerhUltnisszahl  —  t&x  t  =  1 

nnendlieh  gross  wird,  und  dass  sie  mit  abnehmendem  Werthe  von 
t  gleichfalls  abnimmt  Da  (nach  Gleichung  9)  die  GrOsse  ■  nie- 
mals kleiner  als  -^  werden  kann,  so  nAhert  sich  mit  abnehmender 
GrOsse  von  s  oder  mit  wachsendem  Werthe  von  s  die  YerhSJtniBS- 
zabl  —  dem  Grenzwerthe  -j--  Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende 
Satz: 

Bei  pUtzlichem  Eintreten  der  Eolbengeschwindigkeit 
u=oo  entsteht  eine  DruckvergrOsserung,  welche  mit  der 


endlicher   Grosse   tod   u,    wenn   die   nrsprOngliche   Tem- 
peratur unendlich  klein  war. 

Mit  Benutzung  des  aus  den  Gleichungen  3)  und  2)  für  u  zu 
entnehmenden  Werthes  kann  man  der  obigen  Gleichnog  auch  die 
folgende  Form  geben: 


„)  i,=j/i*^pi), 


und  wenn  man  bierin  fdr  t  den  in  Gleichung  8)  gefundenen  Aus- 
druck einsetzt,  so  erhftlt  Dian  itir  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
die  Gleichung: 
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12)  ü^]/^'^[<,ik+l)+h-l] 

welche  leigt,  dass  mit  wachsendem  Wetthe  von  s  die  Grosse  U 
ebenfialls  lunimmt  Für  diejenige  Oeschwindigkut  Ü=\X,  mit 
welcher  eine  anendlich  kleine  Drackftndeniiig  sich  fortpSantt,  erliAlt 
man  hieraus,  indem  man  a  ='  1  setzt,  den  Orenzwertfa: 

13)  H=Ykilif. 

Da  die  DmckändemngeD,  welche  bei  Scball-Schwingangen  auf- 
treten, nnter  gewöhnlichen  Umstanden  als  unendlich  klein  betrachtet 
werden  dürfen,  so  kann  nach  dieser  Qleichung  die  Fortpflanznngs- 
geschwtodigkeit  der  Schallwellen  berechnet  werden,  und  man  erhält 
I.  B.  für  trockne  atmosphärische  Luft  von  der  absoluten  Temperatur 
r=273»  (oder  Null  Grad  Celsius),  indem  man  Ä  =  29,27  setzt, 
den  Werth: 

14)  U  =  y"l,4095. 9X.  29,27  .  273  =  332-5. 
Für  WasseistoIT  erhalt  man  auf  gleiche  Wuse.  indem  man 
S  =  422,612  setxt,  den  Weith:  U  =  V2G3'',Z.  Bei  der  absoluten 
Temperatur  r=  4 .  273  =  1092«  (oder  -j-  819  Gnd  Celsius)  würde 
die  Schallgeschwindigkeit  doppelt  so  gross  sein,  also  für  Lull  den 
Werth:  U  =  665",  für  Wasserstoff  den  Werth  U  =  2526",6  an- 
nehmen. 


§  203. 
r  LsR  M  I 

Für  die  drei  Arbeitsgrüssra  H,  9,   H'  ergriKo  sidt  aus  iea 
Gleichungen  2).  4),  b)  die  folgenden  Yerhältnisszahlen: 

*"       H         5—1* 

Pur  5=1  wind  hienuch  H=0  und  ir=a;  für  ==-*:  wird 
B=sW=  ^'  Pie  oMgen  Oii'üar-cra  ecLLilieo  dennacb  Jie 
fo"c*cöf!!  iwei  Säue: 
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Bei  anendlich  kleiner  Diuckver^rOsserung  wird  die 
ganze  vom  Kolben  auf  die  Luftmasse  übertragene  Druck- 
Arbeit  auf  Erzeugung  von  Wärme  verwendet. 

Bei  unendlich  grosser  Drucksteigerung  wird  die  eine 
Hälfte  der  Druck-Arbeit  auf  Erzeugung  von  lebendiger 
Kraft,  die  andere  auf  Erzeugung  von  Wärme  verwendet 
— ■  ebenso  auch  bei  endlicher  Druckvergrösserung,  wenn 
der  urspiQDgliche  Druck  nnendlicli  klein  war. 

Indem  man  die  Gleichung  2)  von  der  Gleichung  6)  subtrahirt, 
gelangt  man  zu  der  folgenden  Gleichung: 

18)  W=B+RT(l  —  e), 

welche  in  Uebereinstimmung  mit  dem  oben  gefundenen  Satze  zeigt, 
dass  W=  H  wird,  wenn  die  ursprüngliche  Temperatur  T  gleich 
Nun  oder  im  Verhäitniss  zu  H  verschwindend  klein  war.  Für 
diesen  Fall  wird  also  na(;h  Gleichung  7): 

19)  9  =4^- 

Nach  Gleichung  3)  entspricht  der  Geschwindigkeit  u=:  72000™ 
der  Werlh  7?=  264000000"°.  Bei  dieser  Kolbengeschwindigkeit 
entsteht  hiernach  die  Temperaturerhöhung: 

20)  e  =  !^'!"""^"?  =  3  700000  Grad  (Celsius). 

424  ■  U,iDoo 

Da  jedoch  dieser  Zahlenwerlh  aus  der  hei  so  hohen  Temperaturen 
nicht  mehr  als  gültig  zu  betrachtenden  Hypothese  eines  constanten 
Wevthes  der  specifischen  Wärme  c„==  0,1685  abgeleitet  wurde,  so 
erscheint  es  zweckmässiger  der  obigen  Gleichung  die  von  jeder  Hy- 
pothese unabhängige  Form: 

21)  Q  =  c^S  =  AH  =^^^^^^  =  623000  Wärme- Einheiten 

zu  geben  und  die  von  der  Wärme -Quantität  Q  hervorgebrachte 
Temperaturerhöhung  als  eine  bei  dem  gegenwärtigen  Stande  der 
Wissenschaft  einstweilen  noch  nicht  genau  bestimmbare  Grüsse  zu 
behandeln.  Dass  bei  obigem  Vorgange  die  Wärme  -  Quantität 
Q  =  623000  Wärme- Einheiten  entsteht,  kann  dagegen  als  eine  un- 
mittelbar aus  dem  Grundprincipe  der  mechanischen  Wärmetheorie 
gefolgerte  unanfechtbare  Thatsache  gelten. 

Nach  den  obigen  Gleichungen  konnte  die  von  einem  mit  solcher 
Geschwindigkeit  in  die  Erdatmosphäre  eindringenden  Meteoriten  her- 
vorgebrachte   Temperaturerhöhung    unmittelbar    berechnet    werden, 
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wenn  angenommen  wfirde,  dass  durch  eine  die  Meteoritenbahn  um- 
gebende feste  Hantelflache  das  seitliche  Ausweichen  der  vom  Stoase 
getroffenen  Lnfttbeilcfaen  rerbiodert  würde.  Da  Jedoch  andrerseits 
angenommen  werden  darf,  dass  der  Einfluss  des  seitlichen  Aus- 
weichens  im  Wesentlichen  erst  nach  bereits  eingetretener  Temperatnr- 
«rhshung  sich  bemerkbar  machen  wird,  so  dürfen  die  obigen  Zahlen- 
werUie  mindestens  als  AnnSherungswerthe  für  die  wirklich  ein- 
tretenden Temperatnrerhfthungen  betrachtet  werden. 

Ein  ans  unendlicher  HAhe  herab&Uender,  oder  in  parabolischer 
Bahnlinie  nm  die  Sonne  sich  bewegender,  KArper  wärde  beim  Ein- 
tritte in  die  Sonnenatmosphäre  eise  Geschwindigkeit  von  82  Meilen 
oder  608440  Metern  pr.  See.  erreichen*}.  Dieser  Geschwindigkeit 
entsprechen  nach  obigen  Gleichungen  die  QeschwindigkeitshOhe 
.H=  18888000000"  und  die  Wärme-Quantität  ^  =  44560000 
Wärme-Einheiten,  also  bei  der  specifischen  Wärme  c,  ^0,1685  die 
TemperaturaihOhung  6  =  264400000  Gral  (Celsius). 

Aus  Gleichung  19)  ergiebt  sich,  dass  die  herrorgebrachte 
Temperaturerhöhung  ausschliesslich  von  der  Geschwindigkeit  u  ab- 
hängt, daSB  sie  dagegen  vollkommen  unabhän^g  ist  von  der  ur- 
sprünglichen Dichtigkeit  der  Luftmasse.  Die  oben  gefundenen 
Zahlenwerthe  würden  daher  auch  dann  noch  als  gflltig  betrachtet 
werden  dürfen,  wenn  f&r  die  ursprüngliche  Dichtigkeit  der  Luftmasse 
«ine  verschwindend  geringe  QrOsse  angenommen  würde.  Da  mit 
Entstehung  so  hober  Temperaturen  beträchtliche  Lichtentwickelangen 
verbunden  sein  müssen,  so  folgt  hierans,  dass  die  geringsten  ii^nd- 
wo  im  Weltenraume  vorhandenen  Spuren  von  Gasmassen  sich  be- 
merkbar machen  müssen  durch  das  Aufleuchten  der  mit  kosmischen 
Geschwindigkeiten  den  Raum  durchstreifenden  Meteoriten,  wobei  je- 
doch zu  berücksichtigeu  ist,  dass  bei  sehr  geringer  Dichtigkeit  der 
Oaamasse  auch  die  Quantität  der  zum  Leuchten  gebrachten  Masse, 
folglich  auch  die  Lichtentwiekelnng  gering  sein  wird,  wenn  auch 
die  Temperaturerhöhung  dimelbe  ist  wie  bei  grosser  Dichtigkeit  der 
Gase.  Das  Yordandensein  derartiger  Gasmassen  ist  zo  vermuthen: 
einerseits  im  Innern  einer  aas  Meteoriten  bestehenden  kosmischen 
Wolke,  in  Folge  der  durch  ihre  Zusammenstöase  vernrsachten  Ver- 
dampfungen, Bodann  in  unmittelbarer  Umgebung  der  Sonne,  nicht 
nur  in  Folge  der  bei  Annäherung  an  dieselbe  eintretenden  Er- 
wärmung  nnd  Verdampfung  der  Körper,   sondern  in  Folge  der 


■)  in&Ijtiuha  HechaDik.    3.  Aufl.    S.  75. 
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grAgsereD  Häufigkeit  der  Fftlle  des  ZusammeDatosseDS  daselbst.  Die 
oben  gefiaiideDeii  Resultate  erscheinen  daher  Tollkomnien  aosreicbend 
so  wohl  zur  ErkläruDg  des  Lenahtens  der  Nebelficcke,  als  auch  zur 
Grklftrang  des  Leuchtens  der  Sonaen-Corona. 

Nach  dem  Hariotte-Qay-Lassac'schen  Gesetze  ist  der  bei  dem 
Vorrücken  des  Kolbens  entstehende  Drnck  sp  fllr  den  in  Gleichung  19) 
vorausgesetzten  Fall  zu  berechnen  ans  der  Qleichnng: 

22)     ap.tv=BS. 
Hit  Benutzung  der  in  den  Gleichungen  9)  und  19)  resp.  fär  t  und 
0  gefnndenen  Ausdrücke  erhält  man  hieraus,  indem  man  zugleich 
berücksichtigt,    dass  nach  der  mechanischen  W&rmetheorie  ÄS  = 
[k  —  l)c,  gesetzt  werden  kann,  die  Gleichung: 

welche  zeigt,  dass  bei  verschwindend  kleinen  W^the  der  Verhält- 

T 
nisszabl  -==    der   dem    Vorrücken    des    Kolbens    entg^enwirkend» 

Widerstand  proportional  ist  dem  Produote  aus  der  Dichtigkeit  der 

Luft  ( —  =  fj  in  das  Quadrat  der  Kolbeugescbwindigkeit. 

§  204. 
Ziutandtlndiniig  dar  LuH  bti  wiedarhoHen  pIBIzllcbtN  Dniclut«lg«iinotn. 
Nach  Substitution  des  in  Gleichung  8)  für  s  gefundenen  Werthe» 
erhält  man  aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  für  H  den  Werth: 

'V    ■"         3(fc+i)  +  s_i        2j' 
und  mit  Benutzung  des  in  Gleichung  13)  für  die  Constante  U  an- 
gegebenen Werthes  kann  man  dieser  Gleichung  auch  die  folgende 
Form  geben:  __ 

26)  u-.    ,       "-""  l/|. 

Vs(t+i)  +  i— 1   r    * 

Ans  den  beideD  Gleichangen  8)  tind  2&)  erhslt  man  i.  B.  die  in 
nacfafblgeoder  Tabelle  zaaammeDgeatellteD  Zahlenwertbe: 

5=1       2  3  4  5  10  100 

1=1     0,6176    0,4763   0,403     0,358      0,2664    0,1796 
se=l     1,236      1,429      1,6114    1,789      2,664     17,96 

-i-=0    0,621      0,862      1,127      1,36       2,166      7,69. 
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Der  Anrangstemperatur  T  =  273"  (oder  Null  Grad  Celsius) 
würde  nach  QleichuDg  13)  die  Schall^achwindigkeit  U=  332,5™ 
eDtsprechen.  Nach  obiger  Tabelle  wörde  also  z.  B.  bei  der  Eolben- 
geschwindigkeit  u  =  2,166  .  332,5  =  720"  pro  See  der  Druck  bis 
auf  das  Zehnfache  der  urepruDglicheD  GrOsae,  und  die  Temperatur 
bis  aaf  2,664  .  273  =  724,5'*  (oder  +  461,5"  Celsius)  zuuehmen. 

um  auB  deo  gegebenen.  Wertben  von  w  und  T  (oder,  aus  den 
hiermit  zugleich  gegebenen  Werthen  von  H  und  U)  die  zugehörigen 
Werthe  von  s  nud  e  zu  berechnen,  mflsste  man  zon&chst  die  Glei- 
chung 24)  oder  auch  die  Gleichung  25)  for  o  auflösen,  worauf 
dann  nach  Gleichung  8)  der  zugehörige  Wertb  von  e  berechnet 
werden  kann.  Indem  man  ablcärznngsweise  die  mit  den  gegebenen 
Werthen  Ton  H  und  T  ebenfalls  gegebene  Constante: 

26)  K('  +  l)'+^f— » 

setzt,  gelangt  man  durch  Ansftlhrung  der  obigen  Rechnung  ZQ  den 
folgenden  Gleichungen: 

27)  0  =  1+-         ** 


28)     t  =  1  - 


-(4+1) 
4 


-i  +  1 

und  durch  Multiplication  derselben  erhält  man  lur  das  Verhältniss 
der  Endtemperatur  zu  der  Anfangstemperatur  den  Werth: 

29)     ,,_[°  +  2(t-l)]'-(t  +  l)- 
^9)    o.-  „._(i+i). 

Auf  dieselbe  Weise  würde  man  ein  anderes  Hai  aus  den  ge- 
gebenen Werthen  T'  und  H'  die  zugehörigen  Werthe  n'  und  e' 
berechnen  können,  indem  man  die  Konstant«: 


)/(H 


30)    a'  =  |/(i+l)»  + 


H' 


an  die  Stelle  ron  a  setzt  Für  den  Fall,  dass  der  Anfangszustand 
bei  der  letzteren  Zustandsänderung  mit  dem  Endzustände  der  vorigen 
übereinstimmt,  würde  bierin  T'  =:<stT  zu  setzoD  sein,  und  wenn 
ausserdem  die  relatire  Eolbengeschwindigkeit  wieder  gleich  u  an- 
genommen wird,  80  ist  H'  =  H  lu  setzen,  also  wird: 


yik- 8iÄ«r- 


31)    a'=yi)c  +  i)>  + 
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und   Dach    Einsetzung   des   in   Gleichung  29)   für   se   gefundenen 
Werthes  erhält  man  die  Gleichung: 

32)  ö'  =  a  +  2  (A  —  1). 

Mit  Benntznng  dieses  Werthes  kann  man  nunmehr  die  zweite  Zn- 
standsändernng  berechnen  aus  den  Gleichungen: 

33)  5'  =  1  +  -         ** 


-(Ä+1) 


34) 


=  1- 


-k+l 

Indem  man  die  letzteren  beiden  Gleichungen  mit  eisasder  multi- 
plicirt,  erbSlt  man  fflr  das  TemperaturTerhUtnies  a'e'  denselben 
Werth,  welchen  der  für  os  in  Gleichung  29)  gefundene  Ausdruck 
anneltnen  w&rde,  wenn  darin  a'  an  die  Stelle  von  a  gesetzt  würde. 
Die  obigen  Gleichungen  kann  man  auch  auf  den  in  Fig.  583 
bis  586  dargestellten  Fall  anwenden,  bei  welchem  die  zweite  Zu- 
standsänderung  dadurch  herbeigeführt  wird,    dass  die  comprimirte 

Luftsäule,  welche 
der  Kolben  vor 
sich  her  schiebt, 
gegen  die  ruhende 
Bodenwand  des 
Rohres  stösst, 
welche  in  Bezug 
auf  die  fortschrei- 
tende Luftsäule  die 
relative  Geschwin- 
digkeit u  besitzt 
Bei  diesem  Stosse 
wird  eine  mit  Bück- 
kehr in  den  Buhe- 
zustand  verbun- 
dene abermalige 
Compression  ein- 
"  treten,  bei  welcher 

der  Druck  die  s'-fache,  und  das  Volumen  die  e'-fache  GrOsse  an- 
nimmt. Die  Grenzfläche  zwischen  dieser  ruhenden  zweifach  com- 
primirten  und  der  noch  fortschreitenden  ein&ch  comprimirten  Luft- 
säule wird  alsdann  nach  rückwärts  —  dem  vorrückenden  Kolben 
entg^n  —  fortschraiten,    und  in  dem  Augenblicke,   wo  sie  den 


lg.  688.   1 

-y 

^ 

"»■^•1     i!  ..   ..:■:  f^ 

'*■»»»:                     --.W 

*'*°'  BSSS-3?- 
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Kolben  erreicbt,  tMfiadet  sich  die  gsnie  Laftmasae  in  momentanem 
BnbeEnstande  (Fig.  586). 

Mit  BeibehaltuDg  der  bei  dem  vorigen  Zahlenbeispieie  ange- 
nommenen Werthe  T=273<'  ond  »  =  720™  findet  man  ans  den 
obigen  Gleichnngeo  för  die  erste  Compression  die  Werthe: 

0  =  3,036,    0=10,    s  =  0,2654,    ce  =  2,654 
nnd  föi  die  sweite  Compression  die  Wertbe: 

0'  =  3,866,    o'  =  4,9,    e'  =  0,362,    B'e'  =  1,772. 
Hiemacb  ist    <i'<i  =  49,    «'c  =  0,096    und    a's'.3e  =  4,7.     Bei 
dem  in  Fig.  586  dargestellten  Endzustände  hat  also  der  Druck  das 
49-fkche,    das  Volumen  das  0,096-fiicbe    und  die  absolute  Tem- 
peratur das  4,7-fache  der  ursprünglichen  Grösse  erreichL        « 

T 
Wenn  man  ein  anderes  Mal  -^  =  0  setzt,    so  erbUt  man  für 

die  ente  Compression  die  WerUie: 

und  fBr  die  zweite  CompressiOD  die  Wertlie: 

3t— 1         ,        *— l 


=  3i- 


t-1   '     •  -      i 


Also  wird  fSr  diesen  Fall  e't  =  ^..      j. ,  und  mit  Benutzang 


gelangt  mab  zu  dem  folgenden  Satze: 

Durch  eine  eonstante  unendlich  grosse  Kraft  wird 
die  in  einer  Compressionspompe  beHndliehe  Laftsftule 
wfthrend  des  ersten  Kolbenweges  stets  auf  das  Zwansig- 
fache  der  arspranglichen  Dichtigkeit  eomprimirt —  eben- 
so auch  durch  eine  eonstante  endliehe  Kraft,  wenn  der 
anf&nglicbe  Druck  unendlich  klein  war. 

Bei  dem  in  ¥\g.  586  dai^estellten  momentanen  Bnbeinstand» 
der  Luftmasse  hatte  der  Druck  in  ihrem  Inneren  die  Srtese  <s'sp 
errncbt,  wftbrend  der  ftosaere  Kolbendruck  die  Grosse  ap  nnverindeit 
beibehalten  hatte.  Infolge  dieses  Druckunterschiedee  wird  bei  fwnecem 
Gonstuitbleiben  des  ftussereu  Kolbendmckes  zonichst  eine  räek- 
gftogige  Bewegung  des  Kolbens  eintreten,  wobei  der  inner»  Druck 
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abnimmt  und  schliesslich  kleiDer  wird  sIb  der  äussere  Druck-  Der 
Kolben  wird  infolge  dessen  abermals  vorrQcken,  dann  wieder  zurfick- 
weichen,  nnd  in  dieser  Weise  fortfahren,  abwechselnd  Torwarts  und 
rückwärts  zu  laufen,  wobei  in  der  Luftsäule  Wellenbewegungen 
stattfinden,  deren  lebendige  Kraft  allmählich  in  W&rme  sieb  um- 
wandelt Die  SobwinguDgsweite  des  hin-  und  herlaufenden  Kolbens 
wird  während  dieses  Dmwandlnngsprocesses  allmählich  abnehmen^ 
und  der  Kolben  wird  schliesslich  in  einer  bestimmten  Endlage  snr 
Ruhe  gelangen.  Bis  zum  Eintreten  dieses  definitiren  Buhezostandes^ 
bei  welchem  das  Volumen  des  Luftkilogramms  Ton  der  nrsprfli^' 
liehen  QrOsse  v  bis  auf  die  später  zu  berechnende  Grösse  nv  ab- 
genommen hatte,  wird  die  innere  Wftrme  der  Luftmasse  im  ganzen 
zugenommen  haben  um  diejenige  (nach  Gleiobnng  7)  zu  berechnende)) 
Wärmequantität,  flir  welche  die  von  dem  constanten  äusseren 
Kolbendrucke  ap  verrichtete  (nach  Gleichung  4  zu  beredmende)* 
Arbeit  das  mechanische  Aequivalent  bildet.  Durch  Gleichaetzni^ 
dieser  beiden  Grossen  erhält  man  die  Gleichung: 

BT,  ii-n,=  lläl^,    oder: 


Hit  Benutzung  des  abgerundeten   Zahlenwerthes   h  =  1,4   erhält 

2 
man  hieraus  fOr  !i=oo  den  Werth  «='-=-•    In  Bezug   auf  den 

in  obigen  Figuren  dargestellten  Vorgang  ei^ebt  sich  Uemach  der 
folgende  Satz: 

Bei  plötzlich  eintretendem  unendlich  grossen  Kolben- 
drucke wird  anfangs  eine  vor  übergehende  Compression- 
(zun&chst  auf  ein  Sechstel,  dann)  auf  ein  Zwanzigstel,  und 
später  eine  bleibende  Compression  auf  zwei  Siebentel  de» 
ursprfinglicheD  Volumens  hervorgebracht  —  ebenso  auch 
bei  constantem  endlichen  Kolbendrucke,  wenn  der  anfäng- 
liche Druck  uuendlich  klein  war. 


ZistaatfAtderung  dar  LutI  bei  itattBem  Waahmi  der  KoBMHMcbwfadlfllMH. 
Da  die   plötzliche  Steigerung  der  Kolbengesofawindigkeit   um 
eine  bestimmte  endliche  Gr&sse  als  der  Grenzfall  aui^fasst  werden 
kann,  welchem  der  Fall  ihres  stetigen  Wachsens  um  so  mehr  ai^ 
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nähert,  je  kürzer  die  Dauer  dieses  Wacheeos  aDgeDommeD  wird,  so 
kaon  man  fOr  die  FrfifoDg  dar  Frage:  wie  weit  die  Grenzen  Bi^ 
erstrecken,  bis  zn  welchen  die  Anwendang  der  hier  aufgestellten 
Hypothese  noch  suläsdg  ist,  neue  Anhaltpunkte  gewinnen,  indem 
man  von  der  Annahme  eines  stetigen  Wachsens  der  Eolbengeschwin- 
digkeit  ausgehend  die  Untersuchung  wiederholt  und  die  Besultate 
nachher  auf  jenen  Orenzfall  anwendet 

Die  stetige  Druckändernng  kann  auch  aufgefasat  werden  als 
eine  Reihenfolge  von  sprungweise  stattfindenden  unendlich  kleinui 
Druckanderangeo.  Dem  Wacfaaen  des  Druckes  von  apo  bis  auf 
(o  -|-  da)})^  entspricht  ein  Abnehmen  des  Volumens  'von  tv„  bis  auf 
<e  -\-  ds)i}Q.  Die  Gleichung  8)  behält  daher  auch  dann  noch  ihre 
Öiltigkeit,  wenn  darin  die  QrOssen 


apo 

resp.  an  die  Stellen  der  GrOseen  a  und  s  gesetct  werden;  nun  er- 
hält dann  die  Gleichung: 

und  durch  Integration  derselben  gelangt  man  ta  der  Poisson'achen 
Gleichung: 

37)  ae*  =  1', 
welche  zeigt,  dass  bei  allmählichem  Wachsen  des  Druckes  die  Zu- 
Standsänderung  der  von  dem  Kolben  vorwärts  geschobenen  Luftsäule 
nach  dem  Gesetze  der  adiabaüschen  Kurve  erfolgt.  Aus  obiger 
Gleichung,  welche  ffir  s=  x.  den  Werth  5  =  0  liefert,  ergeben 
sich  die  folgenden  Sätze: 

Während  bei  einmaliger  plötzlicher  Drocksteigerung 
höchstens  erreicht  werden  kann,  dass  die  Dichtigkeit  bis  auf 
das  Sechsfache  der  ursprünglichen  Grösse  zunimmt,  kann 
bei  continairlicher  —  ebenso  bei  mehrmals  wiederholter 
plötzlicher  —  YergrOsserung  des  Kolbendrucks  die  Dich- 
tigkeit bis  zu  jeder  beliebigen  GrCsse  gesteigert  werden. 

Während  bei  continuirlicher  Drocksteigerung  die 
Bntropie  constant  bleibt,  findet  bei  plötzlicher  Druck- 
Steigerung  stets  eine  Zanahme  der  Entropie  statt. 

In  gleicher  Weise  kann  man  auch  die  Gleichung  24)  auf  die 
Eterechnung  der  stetigen  Zustandsändernng  anwenden,  indem  man 
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berücksichtigt,  dasa  bei  dem  WacheeD  des  Drockes  bis  aaf  spo 
und  dem  Abnehmen  des  Volameas  bis  auf  sv^  die  Temperatur  bis 
auf  seTg  sunahm,  und  dass  bei  dem  Wachsen  der  Eolbengeschwin- 
di^eit  TOB  N  bis  auf  u-\-du  der  Solben  in  Bezug  anf  das  an- 
mittelbar  vorher  comprimirte  Element  der  Luftsäule  die  relaUfe 
Geschwindigkeit  du  annimmt     Wenn  also  du  an  die  Stelle  von  w 

gesetzt  wird,  so  ist  — ~ an  die  Stelle  von  a,  und  a«T,  an 

die  Stelle  von  T  zn  setzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 


38) 


_  (du)' 
(-^•)  ('  +  »'  +  *-'         " 


welcher  man  mit  Benutzung  des  ans  Gleichung  37)  für  «  zu  ent- 
nehmenden Werthes  auch  die  folgende  Form  gebeo  kann: 

39)     du  =  K^^  ö~  (*"-)  dff. 

Indem  man  .diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken  Seite  zwi- 
schen den  Grenzen  Null  und  w,  auf  der  rechten  zwischen  den  zu- 
gehörigen Grenzen  1  und  o  — ,  gelangt  man  alsdann  zu  der  Glei- 


and  da  nach  Gleichung  13)  der  Wurzelausdmck  die  der  Tempe- 
ratur To  entsprechende  Schallgeschwindigkeit  U«  darstellt,  so  kann 
mau  statt  dessen  auch  setzen: 

Aus  den  Gleichungen  37)  und  41)  erhält  man  die  in  der  fol- 
genden Tabelle  zusammengestellten  Zahlen  werthe: 

et  =  1  2  3  4  6  10        100 

8=1     0,6116    0,4687     0,374     0,319    0,1962  0,036 
06=1     1,223       1,376       1,496     1,696     1,952     3,6 
=^  =  0    0,6177     0,845       1,089     1,286     1,94      4,66. 

Die  VergleichuDg  derselben  mit  der  in  §  204  berechneten  Tabelle 
zeigt,  dass  bei  allm&hlichem  Wachsen  der  Kolbengeechwindigk^ 
die  Oichtigkeitszunabme  stets  grösser,  und  die  Temperatarzunahme 
stets  kleiner  ist  als  bei  platzlichem  Wachsen. 


D,gM,zed.yGOOgIe 


680  Neonter  Abaebnitt.   §  205. 

Bei  jeder  von  den  auf  einander  feienden,  sproDgireise  ein- 
tretenden, unendlich  kleiaen  OeschwindigkeitsnuiahDien  des  Kolbens 
entsteht  eine  neue  Verdichtung,  weche  in  der  anmittelbar  Yoran- 
gehenden  Luftmasse  mit  dar  ihrem  angenblicklichan  Zustande  ent- 
sprechenden Schallgeschwindigkeit  rieh  fortpflacst  (Rg.  687,  588v 
589),  also  nach  Qleichang  13)  mit  der  Greschwindigkeit: 

42)  U  =  yÄyÄT  =  Uo /ö7=U,a""", 

welche  aach  ao^ehsst  werden  kann  als  die  raUtiTe  Geschwindigkeit 
der  Orentflache  twischeo  dem  nea  verdichteten  nad  dem  durch  den 
vorhergehenden  Stoss  verdichteten  Elemeote  der  Lafts&ale  in  Bezog 
auf  das  letitere.  Hit  Benutzung  des  oben  fBr  m  gefandenen  Aus- 
drot^es  kanu  man  dieser  Gleidiung  aach  die  folgende  Form  geben: 

43)  n  =  u.  +  (^l).. 

Diese  Gleichung  leigt,  dass  mit  wachsender  Eolbengeschwindigkeit 
H  auch  die  relative  Geschwindigkeit  der  Grenzfläche  immerfort  sa- 
nimmt,  folglich  audi  ihre  attsolute  Geschwindigkeit: 


44)    u  +  «  =  u,-i-(Ai:l)«. 


Jede  von  den  durch  die  auf  einander  folgenden  StJtase  erzeigten 
Grenzflftchen  hat  also  eine  Geschwindigkeit,  welche  grteser  ist  als 


Kg.  B87. 
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die  der  lonftchst  vprher  entstandenen  Grenifliche  and  mnas  dafasr 
nach  Ablauf  einer  gewissen  Zeit  diese  einholen.  Die  Ztntriame. 
welche  verstreichen  iwischen   des  Zeitpunkten   des  Entstdims  der 
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«iDzalnen  Greazfl&chen  und  den  Zeitpunkten  des  Einholena  der  nächst 
TOnngehenden  ärenEfl&chen,  werden  abhängen  von  den  Zeitintervallen, 
in  welchen  die  einzelnen  Stl^e  auf  einander  fol^n,  nnd  wenn  man 
anDimmt,  dass  die  Eolbengeachwindigkeit  in  dem  Augenblicke,  wo 
Bie  die  GrOase  u  erreichte  (Fig.  588)  aufborte  zu  wachsen,  so  kann 
man  sich  diese  Zeitintarvalle  auch  so  gew&hlt  denken,  dass  alle 
jene  Einholungen  gleichzeitig  statt&nden  —  dass  also  die  zuerst 
entstandene  Torderste  QrenzflElche  von  allen  spILter  entstandenen  in 
einem  nnd  demselben  Zeitpunkte  eingeholt  wurde.     (Fig.  589). 

Wenn  mit  t  die  Zeit  bezeichnet  wird,  welche  zwischen  dem 
Entstehen  der  vordersten  Grenzflfttäie  and  ihrer  Einholung  dnrch 
die  später  erzeugten  Gtrenzflächen  verstrich,  so  ist  UqT  die  Strecke, 
welche  die  vorderste  Grenzfläche  während  dieser  ganzen  Zeit  zuröck- 
legte,  nnd  wenn  mit  t  die  willkQrlich  gewählte  Zeit  bezeichnet  wird, 
nach  deren  Ablauf  die  inzwischen  bis  zur  Grösse  u  gewachsene 
Eolbei^eschwindigkeit  aufhörte  zu  wachsen,  so  ist  U(x  —  t)  die 
Strecke,  nm  welche  die  zuletzt  erzeugte  Grenzfläche  von  dem  Kolben 
sich  entfernt  hatte  bis  zu  dem  Augenblick  ihres  Zusammentreffens 
mit  der  vordersten  Grenzfläche  und  allen  abrigen  (Vig.  589).  Nach 
Ablauf  der  Zeit  -c  befindet  sich  also  vor  dem  Kolben  eine  homogene 
adiabatiseh  comprimlrte  Luftsäule  von  der  Länge  U  (-c  —  t),  und  da 
diese  Loftsäale  ursprfli^licb  die  Länge  Upt  besass,  so  hat  das 
Verhältniss  des  Tolumeoa  der  comprimirten  Luftsäule  zu  ihrem 
anfänglichen  Yolameu  die  Grosse: 

-^'-\^-    . 

Indem  man  hierin  für  U  and  s  die  resp.  aus  den  Qleicbongea 
42)  and  37)  zu  entnehmenden  Werthe  einsetzt,  gelangt  man  zn  einer 
Gleichung,  welche  für  a  aafgelftst  die  folgende  Form  annimmt: 

und  nach  Einsetzung  dieses  Ausdruckes  in  Gleichung  41)  erhält  man 
fär  das  Gesetz  des  Wachsens  der  Eolbengeschwindigkeit  die  Gldtdinng : 

")  »=(Ät[(-i-.)^-0- 

Nach  Ablauf  der  Zeit  t  erreichte  also  die  Beschleunigung  dieses 
Wacbsens  die  Grftsse: 
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48)   +  =  .^  =  -?ii^C_^^'^'  =  -A'L«, 

'      ^         dt  (it:  +  l)TVT  — (^  (i+l)T     ' 

und  da  beim  Beginne  der  Eolbenbeweguag  0=1  war,  so  hatte 
die  Beschlaunigang  anhngs  die  Qrflsse: 

Ffir  die  Zeit,  nach  deren  Ablauf  das  Zusammentreffen  aller  Grenz- 
fl&chen  stattfindet,  oder  die  Eatatehnngsdaner  der  homogenen,  adia- 
batisch eomprimirten  Lnfta&ule  erh&lt  man  htemadi  die  Olächang: 

welche  seigt,  dass  bei  gegebenem  Anfkngszustande  die  Daner  der 
adiabatischen  Compression  nnr  von  der  AnfangsbesehlennigaDg  4'(i 
abhängt 

Bei  weiterer  FortsetEnng  der  nnnmebr  gleichförmig  gewordenen 
Eolbenbew^ung  w&rde  am  Vorderende  der  eomprimirten  Lnfts&nle 
ein  dem  Ueberkippen  oder  Brechen  des  Kammes  einer  Wasserwelle 
vergleichbarer  Vorgang  stattfinden,  insofern  der  einer  besUmmten 
Kolbeogeschwindigkeit  u  entsprechende  Werth  von  0  bei  adiaba- 
tischer  .Compression  stets  grosser  ist  als  bei  plötzlicher  Compression 
—  wie  die  Yergleicbnng  der  oben  berechneten  Tabellen  gezeigt 
hatte.  Der  Dmok  im  Inneren  der  adiabatisch  eomprimirten  Luft- 
sänle  ist  daher  in  diesem  Augenblicke  grosser  als  der  Widerstand, 
welcher  ihrem  Fortschreiten  entgegenwirkt  Infolgedessen  würde  an 
ihrem  Vorderende  eine  Wiedetansdehnnng  beginnen,  wenn  dieselbe 
nicht  auf  irgend  eine  Weise  verhindert  wfirde  —  etwa  durch  einen 
am  Vorderende  eingeschalteten  zweiten  Kolben,  welcher  dnrch  einen 
Faden  mit  dem  erstem  verbunden  in  unverfindert  bleibendem  Ab- 
stände von  demselben  gehalten  wird.  In  diesem  Falle  wird  die 
Zustandsändemng  der  vor  dem  zweiten  Kolben  befindlichen  Lufl- 
masse  genau  auf  dieselbe  Weise  erfolgen  wie  bei  dem  in  §  201 
untersuchten  Falle,  und  wenn  man  ausserdem  noch  annimmt,  das« 
»])(,  =  CO  oder  r  ^=  0  wir  —  in  welchem  Falle  der  Abstand  zwischen 
den  beiden  Kolben  oder  die  Länge  der  adiabatisch  eomprimirten 
Laftsänte  (nach  Fig.  589)  eben&lls  die  Grosse  Null  annehmen  würde, 
so  verschwindet  fiberhaupt  jeder  Unterschied*,  zwischen  den  beiden 
Fällen. 
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Ztwtuiiltlwltniio  d«r  IM  M  almshiwndain  KolbMidnick«. 

Anders  verhält  es  sich  im  Falle  der  bei  rückläufiger  Eolben- 
benegung  eintretenden  Eipansion,  bei  welcher  ebenfalls  die  conti- 
nuirliche  Druckftndening  aufgefaest  werden  kann  als  eine  Reihenfolge 
Ton  sT"n-'<g  (reise  Btattfindenden  aoendlich  kleinen  Druckänderungen. 
Denn  in^(,'lge  des  beim  Abnehmeo  des  Druckes  sngleich  stattfindenden 
Aboehmens  der  Temperatur  wird  in  diesem  Falle  jede  neu  ent- 
stehende Orenzfi&cbe  eine  Geschwindigkeit  annehmen,  welche  kleiner 
ist  als  die  der  unmittelbar  Torher  entstandenen.  Ein  Zusammen- 
treffen der  Qrenzfläcfaen  (wie  beim  vorigen  Falle)  kann  daher  in 
diesem  Falle  nicht  eintreten;  vielmehr  werden  jene  Grenzflät^en 
immer  weiter  ans  einander  rflcken.  Infolgedessen  wird  auch  keine 
Abweichung  von  dem  für  jede  einzelne  der  unendlich  kleinen  Drack- 
venninderungen  geltenden  Qeaetze  der  adiabatischen  Zastaods&nderung 
stattfinden  —  auch  dann  nicht,  wenn  die  Dauer  der  ganzen  Druck- 
abnahme  unendlich  klein  war.  Auch  hei  plötzlicher  Abnahme  des 
Eolbendruckes  um  eine  endliche  GrOase  wird  daher  die  Zustands- 
ändening  nach  dem  adiabatischen  Gesetze  erfolgen.  Fflr  den  Fall 
der  Eipansion  sind  daher  stets  die  beiden  Gleichnngen  37)  and  41) 
als  diejenigen  zu  betrachten,  welche  die  Beziehungen  zwischen  den 
drei  Grössen  s,  e,  u  richtig  darstellen. 

Wenn  man  ff^O  setzt,  so  erhält  man  fSr  die  Kolhenge- 
scbwindigkeit  u  nach  Gleichung  41)  den  zugehörigen  Werth: 

"")    «=-j^  =  -l,884,H,. 

In  dem  Augenblicke,  wo  die  Geschwindigkeit  des  zurückweichendea 
Kolbens  die  Grdsse  4,884 .  U«  erreicht,  wird  also  der  Druck  an 
der  inneren  Kolbenflfiche  gleich  Null.  Bei  fernerem  Wachsen  der 
Eolbengeschwindigkeit  wSrde  die  BerOhraog  zwischen  der  Luft  nnd 
dem  Kolben  ganz  aufhören,  also  ein  luftleerer  Kaum  sich  bilden. 
Hieraus  ergiebt  steh  der  folgende  Satz: 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Luft  aus  dem 
cylindrischen  Bohre  in  den  leeren  Baum  ausströmen 
wfirde,  ist  4,884  mal  so  gross,  wie  die  dem  Anfangszu- 
stande  entsprechende  Schallgeschwindigkeit. 

Der  Anfangstemperatur  Tq  =  273°  würde  nach  Gleichung  13) 
die  Schallgeschwindigkeit  Ug  =332,0"  entsprechen,  und  für  diesen 
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Fall  wird  w  =  ^  1624"".  Bei  einer  Anfangatemperatur  tod  0"  C. 
würde  also  die  Luft  mit  einer  GeschwiDdigkeit  tod  1624"  i.  d.  See. 
in  den  leeren  Baam  aaBstrOmeii.  In  gleicher  Weise  würde  mao 
bei  Annahme  der  Anfangatemperatur  T^  =  1092"  (oder  +  819*  C.) 
die  Werthe  U^  =  665°  und  m  =  ~  3248"  erhalten. 

Wenn  man  U  -|-  u  =  0  setzt,  in  Gleichung  44),  bo  erhält  nun 
für  u  den  Wertb: 

62)    «=-^=-0,83U,. 

Kachdem  die  Geschwindigkeit  des  zurückweichenden  Kolbens  die 
Grosse  0,83  Uo  erreicht  hat,  bildet  sich  also  bei  der  nächstfolgenden 
unendlich  kleinen  Zunahme  der  Eolbengeschwindigkeit  diejenige 
Grenzfläche,  deren  absolute  Geschwindigkeit  gleich  Null  ist  und 
gleich  Null  bleibt.  Alle  früher  entstandenen  Grenzflächen  bewegen 
sich  mit  positiven,  alle  später  entstehenden  mit  negativen  Geschwin- 
digkeiten. Das  ganze  System  der  Grenzflächen  zerfUlt  also  in 
zwei  Gruppen,  welche  von  jener  ruhenden  Grenzfläche  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen  sich  entfernen.  Dem  obigen  Werthe 
von  u  entsprechen  nach  den  Gleichungen  4t)  und  37)  die  von  dem 
Anf&ngsznstande  der  Luftmasse  ganz  unabhängigen  Zablenwerthe: 


=  0,2774, 


.484, 


65)  05  =  0,689. 
Da  zwischen  zwei  benachbarten  Grenzflächen  weder  eine  Aendsrung 
der  Strömungsgeschwindigkeit,  noch  eine  Aenderung  des  Druckes 
stattfindet,  so  etgiebt  sich  (für  den  hier  einstweilen  TOrau^esetzten 
Fall  einer  unbegrenzten  Länge  des  Bohrea)  aus  den  obigen  Glei- 
chungen der  folgende  Satz: 

Wenn  der  äussere  Eolbendruck  kleiner  wird  als 
O,2774;)o,  und  die  Geschwindigkeit  des  zurückweichenden 
Kolbens  infolgedessen  über  die  GrOsse  0,83  Uo  hinaus  to- 
nimmt,  so  wird  die  Luft  durch  denjenigen  Bohrqner- 
schnitt,  in  welchem  das  Ueberschreiten  jener  Werthe 
stattgefunden  hatte,  beständig  mit  der  Geschwindigkeit 
0,83  Uo  hindurchstrOmen,  und  zwar  in  demjenigen  Zu- 
stande, weicherden  Werthen  p  =  0,2774  .p,,  r  =  2,484.  (.■„ 
T=0,689.Z;  entspricht 
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Indem  maa  die  QrOsae  -|-  u  vertauscht  mit  der  QrOsse  —  u, 
erhftlt  man  ans  Gleichung  41)  ffir  die  Geschwindigkeit  des  zurQck- 
weichenden  Kolbens  den  Weith: 


-)  «=<-aj['-«'"^*]- 


Aus  den  beiden  Gleichungen  37)  nnd  56)  ergeben  sich  alsdann 
fär  die  beim  Znrflckweicben  des  Eolbena  eintretende  Expansion  der 
an  den  Kolben  grenzenden  Luftschicht  die  folgenden  zasammen- 
gehörigen  Zahlenwertbe: 

0  =  1  0,9  0,8  0,7  0,6  0,6  0,877*  0,1  0,01  0 
c=l  1,0807  1,1715  1.288  1,437  1,635  2,484  5,1224  26,24  rjo 
a*=l  0,6726  0,9972  0,9016  0,8621  0,8176  0,689  0,5122  0,2624  0 
-^  =  U  0,0887  0,1559  0,2468  0,8192  0,4B7T  0,83  1,8884  2,3821  4,884. 
Diese  Zahlenverthe  gelten  für  jedes  beliebige  Qesets  des 
Wacheens  der  KolbeDgeschwindigkeit  und  behalten  auch  dann  noch 
ihre  Giltigkeit,  wenn  das  Wachsen  der  Kolbengeschwtndigkeit  von 
Null  bis  u  sprungweise  stattfindet.  Der  letztere  Fall  würde  nach 
den  hier  gemachten  Voraussetzungen  dann  eintreten ,  wenn  der 
äussere  Druck  plQtzUch  von  p^  bis  auf  ap^  abnähme,  insofern  die 
HassengrOsse  des  Kolbens  gleich  Null  vorausgesetzt  wurde.  Da  in 
diesem  Falle  die  Entstehungsorte  sämmtlicber  Grenzflächen  zn- 
sammen&llen  —  und  zwar  in  demjenigen  Bohrquerschnitte,  in 
welchem  anfangs  die  innere  Kolbenfläche  sich  befiond  —  so  wird 
die  in  dem  obigem  Satze  erwähnte  Stelle  constant  bleibender 
Strfimungsgeschwindigkeit  eben&Us  mit  dieser  Anfangslage  zu- 
sammenfiiUen. 

§  207. 


Die  Temperatorfläche  der  vollkommenen  Gase  ist  —  wie  in 
§  179  in  Bezug  auf  atmosphärische  Luft  erklärt  worde  —  eine 
überall  stetig  gekrümmte  Fläche.  Die  Temperaturfläche  des 
Wasserdampfes  dagegen  ist  eine  krumme  Fläche  mit  Kanten. 

Bei  abnehmender  Temperatur  geht  der  Wasserdampf  über  in 
den  tropfbar  flüssigen  und  festen  A^r^tzustand.  Diesen  Ueber- 
gängen  entsprechen  Aendeningen  in  dem  Krfimmungsgesetze  der 
Temperaturfläche,  welche  demgemäss  als  eine  ans  mehreren  stetig 
gekrümmten  Flächengebieten  zusammengesetzte  Fläche  sich  dar- 
stellen wird. 
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Von  d»m  Dutencbiede  iwüchen  den  Dbnpfen  nnd  den  TollkiHnmeneD 
GsMn  gewinnt  man  eine  anschaiiliche  Tontellang,  iodem  man  lich  die  beiden 
Tempentnifl Sehen  als  Geliirgioberfllchen  voratellt.  In  den  bSheren  B«gionen 
werden  die  Fonnen  dieaer  beiden  Qebir^  fast  Tollkommen  Ubereinitirameii, 
ineofen  bei  eebr  hoher  Tempentoi  der  Wantrdampf  nafaen  wie  ein  *aIIkom- 
nenea  Gaa  «ich  Teihält.  Weiter  nnten  weiden  jedoch  erhebliehe  Dntenehiede 
awüchen  den  beiden  Gebirgefonnen  herrortreten,  inaofero  bei  demjenigeTi  Ge- 
birge, welehea  da«  Teihalten  dea  Waasers  in  aeinen  drei  AggregatiDatäiideii 
Tcranachanlieht,  die  Einförmigkeit  dea  atetig  gebflmmten  Gehirgaabhangea 
dvK^  acbaifkantige  Elnachnitte  und  «chroff  Tonpringende ,  geunsartig  &bor- 
hingende  Felswände  unterbrochen  iit,  welche  der  onteren  Gebirgaregion  einen 
w««entUch  veränderten  landachaftlioben  Chtrakter  Terieihen.  In  Folge  dessen 
wild  «nch  für  die  am  Gebirgaabbange  entlang  laufenden  Hariiontalwege,  welche 
die  lanthennen  darstellen,  in  den  unteren  Regianen  eine  von  den  laothennen 
der  Tollkommenen  Gaae  erheblich  abweichende- Form  sich  ergeben. 

Wenn  fiberbitzter  WBSsonl&mpf  eine  isotliermiscfae  Com- 
prassioD  erMdet,  md  dss  Gesetz ,  tme^  welchem  bei  allmUiliehem 
Vorrfieken    des    Kolbens 
Fig.  UO.  der  Drnck  p  mit  dem  Vo- 

lumen V  sich  ändert  (auf 
dieselbe  Weise  wie  frä- 
ber) ,  dorch  eine  Linie 
^metrisch  dugestellt 
wird,  80  seigt  sich,  dus 
diese  litiie  anfui^  einen 
fthnlichen  Terlanf  nimmt 
wie  bei  «tmosi^iäriscber 
r  Lnft.  An  dujenigen  Stelle 
jedoch,  weldie  dem  Deber- 
gange  des  Dampfes  in  den  gesättigtes  Zustand  entspricht,  wird 
die  Linie  eine  Eicke  bilden  (Fig.  590).  Bei  dieser  Stellung  des 
Kolbens  beginnt  die  Cradensation ,  and  bei  weiterem  Vorrücken 
desselben  bleibt  der  Diiick  p  eonstant.  Das  folgeode  Stock  der 
bothenne  wird  daher  eine  der  Absdssen-Ächae  parallele  gerade 
Linie  bilden.  Kese  gerade  Linie  MN  erstreckt  sich  bis  zu  der- 
jenig»  Stelle,  welche  der  Gondenaation  des  lebten  Dampftheil- 
cbens  entspricht.  An  dieser  Stelle  lüldet  die  Isotherme  abermab 
öne  Ecke,  insofern  der  Druck  des  Wassers  bei  abnehmendem 
Volumen  aosserordentbrh  rasch  Eanimmt.  Oia  letztfolgeDde  Stück 
der  Isotherme  bildet  daher  eine  in  Bezug  auf  die  Absnssen-Acbse 
sehr  steil  ansteigende  Carre. 

Bei  dem  Uebei^ange  von  der  Isotherme  7*  in  der  Isotherme 
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T-\-dT  wird   jeder    tos    den   beiden   Eckpunkten  Jlf  und  N  ein 
Linien- Element    beschreiben,    welches    einer    K&nte    der    Tempe- 
ratarfläche  angehört  (Fig.  591).    Analoge  Kantenbildangen  in  der 
Temperatutfläche     wer- 
Fig.  SM.  den  sich  an '  depjenigen 

Stellen    ceigen ,    welche 
dem     üebergange     aus 
T+dT      \  ^^^    *"'P*^*f "  flÖMigen 

~\v,  in  den  festen  Äggregat- 

t'  ^v^^^^^:^  zustand        entsprechen. 

Hieraus  ergiebt  ücb, 
dass  die  Temperstur- 
fläche   des   Wassers   in 

7         seinen    drei    Aggregat- 

zQstAnden  nicht  wie 
diejenige  der  vollkommenen  Gase  durch  eine  allgemeine  Gleichung 
von  einfacher  Form  dargestellt  werden  kann.  Eine  solche  Glei- 
chung wird  vielmehr  immer  nur  für  ein  mehr  oder  weniger  be- 
schränktes Gebiet  der  ganzen  Temperaturfläche  sich  aufstellen 
lassen. 


Ctsptynm-CUatiai'MhM  Ouitz. 

Der  in  §  184  fAr  atmosphärische  Luft  gefundene  Satz,  nach 
welchem  die  bei  isothermiscfaem  üebergange  aus  einer  gegebenen 
Adiabate  in  eine  zweite  gegebene  Adiabate  aufzunehmende  oder 
abzugehende  Wärme  -  Quantität  der  absoluten  Temperatur  propor- 
tional ist,  gilt  nach  den  Hypothesen  der  mechanischen  Wärme- 
theorie*)  nicht  nur  fQr  vollkommene  Oase,  sondern  auch  für  be- 
liebige andere  Stoffe  (zweiter  Hauptsatz  der  mecbaniscben  Wärme- 
theorie). Man  darf  daher  denselben  auch  anwenden  auf  die  im 
vorigen  Paragraphen  erklärten  parallelen  geradlinigen  Isothermen, 
welche  dem  üebergange  des  Wassers  in  gesSttigten  Dampf  ent- 
sprechen. Wenn  mit  Q  die  bei  dem  üebergange  längs  der  Iso- 
therme T  zuzuführende  Wärme-Quantität  bezeichnet  wird,  und  mit 


*)  CUiiBiiiB:  .Hecbamaebe  Wfirmetbeoric".   2.  Aufl.    I.  Band.    m.  Ab- 
acbLitt. 
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Neunter  Abschnitt.    §  20S. 


Q  +  dQ   die    bei   dem    Uebergsoge   laogs  der  Isotherme  T-^-dT 
zuzufahrende  Wärme- Quantität,  so  ist  Dach  dem  obigen  Satt: 

^     T^dT      T' 
Das   mechanische  Aequivalent  der  Wftrme-Quaiitität  dQ  ent- 
spricht  dem  in  Fig.  592  schraffirten  horizontalen  Flächenstreifeu. 
Denn    bei  dem  üebergange  tod  C  nach  B  längs  der  Linie  GAB 
würde  die  Wärme-Qoan- 


Fig.  592, 


tität  Q  zuzuführen  sein, 
und  bei  dem  üebergange 
von  C  nach  B  längs  der 
Linie  CÜB  die  Wärme- 
Quantität  Q  +  dQ.  Der 
Unterschied  zwischen  die- 
sen beiden  zutufOhrenden 
Wärme -Quantitäten  kann 
aber  nur  ron  der  durch 
jene  schraffirte  Fläche  re- 
präsentirten  Differenz  der 
äusseren  Arbeiten  herrfih- 
ren,  da  sowohl  die  Anfangszust&nde  als  auch  die  Endzustände  in 
beiden  Fällen  Abereiostimmen. 

Wie  auch  immer  die  Farmen  der  beiden  Adiabaten  AC  und 
BD  beschaffen  sein  mf^en  —  die  in  F!g.  692  schraffirte  Fläche 
wird  immer  betrachtet  werden  dürfen  als  ein  unendlich  schmaler 
Flächenatreifen  von  der  Länge  z  und  der  unendlich  kleinen  Breite 
dp.  Indem  man  den  Flächeninhalt  desselben  mit  dem  Wärme- 
Aeqniralente  der  Arbeits -Einheit  multiplicirt,  erhält  man  demnach 
für  jene  Wärme-Quantität  den  Ausdruck: 

2)    dQ=Azdp. 
Aus  Gleichung  1)  ergiebt  sich  für  ebendieselbe  Wärme-Quantität 
der  Werth: 


3)     dQ  = 


QdT 


and  die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke  führt  zu  der  fol- 
genden Gleichung: 


4)    A2dp  = 


QdT 


Diese  Gleichung  wird  man  auch  dann  noch  als  gültig  iMtraditea 
dürfen,  wenn  man  sich  die  beiden  Adiabaten  so  wtA  ausünander 
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geruckt  denkt,  dass  die  Endpunkte  dei  isothermischen  Strecke  AB 
mit  den  beiden  Eckpunkten  dieser  unteren  iBolbernie  znsamnieD- 
&llen,  insofern  die  an  den  beiden  Enden  der  oberen  Isotherme 
hierbei  anftretendeo  Abweicfanngen  toq  der  geradlinigen  Form  hin- 
sichtlich der  Berechnung 
Fig.  598.  des   schrafBrten   Fiachen- 

streifens  Aenderungen  be- 
dingen werden,  welche  zh 
OBendlicb  kleine  C^Qsseo 
zweiter  Ordaung  nDbe- 
rücksicbtigt  bleiben  d&r- 
fen  <Fig.  693).  Wenn  man 
demgeni&sB  u  statt  z  und 
r  statt  Q  setzt,  so  nimmt 
die  vorige  Gleichung  die 
folgende  Form  an: 

o  «•  6)     Audp  =  r-^- 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  nunnaehr  r  die  sogeuanute  „Yer- 
dampfaDgswftrme"  dee  Wassers*),  nämlich  diejenige  Wjtrme-Quau- 
titftt,  welche  erforderlich  ist,  um  eine  Wassermasse  von  1  Kil.  Ge- 
wicht bei  der  Temperatur  T  und  dem  zugehörigen  constanten 
Drucke  p  Tollständig  in  gesfttUgten  Dampf  von  derselben  Tempe- 
ratur zu  verwandeln,  w&hrend  u  die  mit  dieser  Verwandlung  ver- 
bundene Yolnmen-Zunahme  bedeutet 


\ 

A 

\ 

T*dT           \, 

) 

T 

P* 

P 

LktMte  mnne. 
Bei  isothermiBchem  TIebergange  eines  Kilogramms  Wasser  in 
gesüttigten  Dampf  wird  die  ganze  zugefQhrte  Wärme-Quantitat  r 
in  mechanische  Arbeit  umgewandelt.  Der  constante  Druck  p  ver- 
richtet bei  der  VolDmenvergrJtsseraDg  u  die  mecbaniscbe  Arbeit:  pv. 
Dieser  in  Fig.  694  durch  die  schraffirte  Rechteckfläche  dai^estellten 
Arbeit  entspricht  ein  Wflrme-Aeqtiivalent  von  der  GrQsse:  Apu. 
Von  der  zugeführten  Wärme- Quantität  r  wird  also  der  Theil:  Apu 
in  äussere  Arbeit  umgewandelt,  und  dieser  Tbeil  wird  die  äussere 
latente  Wärme  des  Wasserdampfes  genannt.**) 


*}  CUntina:  .Uechamsehe  WSrmetheoria*.    2.  Aufl.    I.  Band.    S.  ISO. 
**)  Zsnner:  .Qnindiage  darmeebaniMbeD  Wännetheorie*.  S.AdS.  8.2T1. 
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Da  andere  Theil  der  zugefQhrten  W&rme-Qa&BÜtftt  r  wird  in 
'ionere  Arbeit  umgewandelt,  inBOfem  derselbe  dazu  Terwendet 
wird:  diejenigen  Widerstände  sa  fiberwinden,  mit  welchen  die 
zwischen  den  Waseertheilchen  wirkenden  AnziehangBkrftfte  einer 
p,  Trennung  derselben  ent- 

gegen wirken.  Diese  in 
innere  Arbeit  umgewan- 
delte Wärme -Quantität, 
welche  mit  p  bezeichnet 
werden  soll,  nennt  man 
die  i  n  n  e  r  e  latente  W&rme 
desWaraerdampfeB.*)  Die- 
selbe kann  demnacb  defi- 
nirt  werden  als  diejenige 
in  Arbeit  umgewandelte  Wärme -QuantitAt,  welche  ein  Eüf^^mm 
gesättigten  WasBerdampfra  von  der  Temperatur  T  mehr  enthält 
als  ein  Kilogramm  Wasser  von  der  Temperatur  T.  Die  ganze  Yer- 
dampfuDgswärme  r  ist  gleich  der  Snmme  jener  beiden  latenten 
Wärmen  und  hat  die  Grösse: 

r  =  p  +  Apu. 
Bei  isothermiscber  BQckkehr  in  den  tropfbar  flflssigen  Zostand 
wSrde  die  Hasse  dieselbe  Wärme-QuanUtät  r  abgeben  und  gleich- 
zeitig die  Wärme- Quantität:  Apu  in  Form  van  zugeführter  mecha- 
nischer Arbeit  aufnehmen. 

§  210. 
Spoclfhch«  Wirrt»  dai  gMttttlglM  Wftnardampfw. 
Fflr  die  Wärme-Quantität,  welche  einem  Kilogramm  Wasser 
von  der  Temperatur  T  zugeführt  werden  mnss,  um  dasselbe  Toll- 
etändig  in  gesättigten  Dampf  von  der  Temperatur  T-j-dT  zu  ver- 
wandeln, wird  man  verschiedene  Werthe  erhalten  je  nach  dem 
Wege,  auf  welchem  die  Masse  aus  ihrem  An&ngsznstande  in  deo 
Bndznstand  ßbei^efOhrt  werden  soll.  Denkt  man  sich  dimen  Ueber- 
gang  das  eine  Mal  längs  des  W^ea  ABD,  das  andere  Mal  längs 
des  Weges  ACD  stattfindend,  so  erkennt  man:  daas  der  Unter- 
schied Ewischen  den  beiden  zuzufahrenden  W&rme-Quantitäten  der 
Differenz  der  beiden  äusseren  Arbeiten  entsprechen  wird,  insofern 
die  Anßtngszustände  sowohl  als  die  Endzustände  in  beiden  Fällen 


*,  Zei 


)r:  .Grntidillge  der  meehaniBchen  Winnetheorie*.  S.  Anft.  S.2Tt. 
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QbereiDstimmen  (Fig.  595).  Dieser  ia  Fig.  595  durch  die  echraffirte 
Fliehe  dargestellten  Aj-beitsdifferenz  udp  entspricht  das  Wänne- 
Aequivaleot: 

1)    e  =  Au  dp. 
WeoD  mit  h  die  specifische  Wärme  dee  gesfittigten  Wasser- 
dampfes")  bezeichnet  vird  fOr  diejenige  Art  der  Znstanda-Aende- 


Fig.  5»f 


rang,  bei  welcher  der 
Dampf  stets  im  gesättig- 
ten Zustande  bleibt,  so 
ist:  AffTdieWfirmeqaaD- 
titfit,  welche  dem  Ueber- 
gange  BD  entspricht.  Der 
isotbermiscbe  Uebei^ang 
TOD  A  nach  B  erfordert 
die  Wftnneqnantität:  r. 
Für  die  ganze  längs  des 
Vfoges  ABD  znzaßibrende  Wärme -Quantität  ergiebt  sich  dem- 
nach der  Werth: 

2)  Q  =  r+hdT. 

Wenn  mit  c  die  specifische  Wärme  des  Wassers  bezeichnet 
wird  fär  diejenige  specielle  Art  der  Zustands-Aendemng,  bei  wel- 
cher der  Druck  des  Wassers  stets  dem  Dmcke  des  gesättigten 
Dampfes  von  derselben  Temperatur  gleich  bleibt,  so  ist:  cdT  die 
dem  Uebergange  AC  entsprechende  Wärme-Quantität.  Der  iso- 
thermisohe  üebergang  von  C  nach  D  erfordert  die  Wärme-Quan- 
tität: r  +  dr.  Dem  Uebei^nge  längs  des  Weges  ACD  entspricht 
also  die  Wärme-Quantität: 

3)  Q-i~t  =  r  +  dr-i-odT. 

Aus  den  letzteren  beiden  Oleicbangen  ergiebt  sich  fOr  die  Diffe- 
renz  «  der  Werth: 

4)  t  =  edT-\-dr  —  hdT. 

Die  Gleichsetzung  der  obigen  bdden  far  ■  gefundenen  Ausdrucke 
fahrt  zu  der  Gleichung: 

6)     Audp  =  edT+dr  —  hdT, 
und  weon  man  hierin  fSr  den  auf  der  linken  Seite  stehenden  Aus 
--=- einsetzt,    so  erhält 


druck  den  in  §  208  gefundenen  Werth: 


:  .Ueohamsche  WSnnetliMrie*.    2.  Aufl.  S.  181. 
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man  ffkr  die  specifische  W&rme  des  gesättigten  Waaserdampres  die 
Gleichung: 

6)  *=-+^-;- 

§2il. 
PWereiiiialgIsichuiig  dar  mgelDkriin  Wime. 
Die  geradlinige  iBothermiache  Strecke  AB  veranschaulicht 
diejenige  Zastands-AendeniDg,  welche  ein  Eilogramm  Wasser  er- 
leidet, wflhrend  dasselbe  bei  der  Temperatur  T  und  dem  znge- 
hOrigen  constanten  Drucke  p  ToUst&ndig  in  geB&ttigten  Dampf 
verwaadelt  wird  (Fig.  596).  Ein  zwischen  den  beiden  Endpunkten 
dieser  Strecke  li^ender 
Punkt  M  wird  also  irgend 
einen  Zwischenzustand 
repr&sentiren,  iu  welchem 
die  Masse  sich  befindet, 
wenn  ein  Theil  detaelben 
TOm  Gewichte  x  bereits ' 
in  Dampf  verwandelt  wor- 
den ist,  während  der  Best 
von  1  —  X  Kilogrammen 
noch  im  tropfbar  flüssigen  Zustande  sich  befindet  Betrachtet  man 
diesen  durch  den  Punkt  M  repräsentirten  Zustand  als  Anfangs- 
zustand,  so  erkennt  man  aus  obiger  Figur,  dass  dem  Linien-Ele- 
mente MN  eine  solche  ZuRtands-Aendening  entsprechen  wird,  bei 
welcher  die  Temperatur  um  dT  nnd  der  zugehörige  Druck  um  dp 
zunimmt,  während  zugleich  ein  Masseutheil  vom  Gewichte  dx  aus 
dem  tropfbar  flftssigen  Zustande  in  den  dampfförmigen  Zustand 
'  flbergeht  Dieser  durch  das  Linien-Element  MN  dargestellten  Zd- 
stands-Aendeiung  entspricht  eine  zuzuführende  Wärme- Quantität 
dQ,  'Welche  aus  folgenden  drei  Theilen  sich  zosammensetzt. 

Der  erste  Theil  cj^^  wird  dazu  verwendet,  der  Wassermasae 
von  1  —  X  Eilc^rammen  die  Temperatur- Erhöhung  rIT' zu  ertheilen, 
nnd  dieser  Theil  hat  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen 
Definition  die  GrOsse: 

1)     dQi=(l~-x).c.dT. 
Der  zweite  l^eil  dQ,  wird  dazu  verwendet,  der  Dsmpfmasse 
von  X   Eilc^rammen    die   Temperatar- Erhöhung  dT  zu    ertheilen, 
und  hat  die  Grösse: 
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2)  dQt=X.h.  dT. 

Der  dritte  Theil  dQ^  wird  dam  verwendet,  die  Wassemiasse 
Tom  Gewichte  dx  in  gasättj^n  Dampf  zu  TerwandelD,  und  dieser 
Theil  hat  nach  §  209  die  Grfisse: 

3)  dQ^=r.dx. 

Die  ganze  Wärme-Quantität  dQ  ist  gleich  der  Summe  dieser 
drei  Theile  zn  setzen  und  hat  die  Q^rOese: 

4)  dQ  =  >^{l  —  x)  dT ~\-  hxdT -\-  r  dx. 

Wenn  man  hierin  für  h  den  am  Schlosse  des  TOrigen  Paragraphen 
gefandenen  Wertb  einsetzt,  so  erhält  insn  die  Gleichung: 

6)     dQ  =  cdT-{-xdr  +  rdx  —  xr-~=r' 
welcher  m&n  (oacb  der  für  das  Differenziiren  eines  Productes  gel~ 
tenden  B^el)  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

6)  dQ  =  cdT+d(xr)  —  xr-'^^-,    oder: 

7)  dQ  =  cdT-\-Td{^). 

Für  ein  Gemisch  von  x  £il(^punimen  Dampf  und  m  —  x  Kilo- 
grammen Wasser  wflrde  man  auf  dieselbe  Weise  die  folgende 
GleiebuDg  erhalten: 


8)     dQ  =  medT-\-Td(^)- 
§212. 


Der  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  kann  man  mit 
Benutzung  der  Gleichung  1)  des  §  209  und  der  Gleichung  b)  des 
§  208  auch  die  folgenden  Formen  geben: 

1)  dQ  =  cdT+d[x(f-i'Äpu)]—Axudp, 

2)  dg  =  cdT+d  (ip)  +Ad  (»p«)  —  Axu  dp, 

3)  dQ  =  cdT+d{xp)-{'Apd(xu). 

Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  zngefllhrte  WänDe-Qoantitftt 
sich  zusammensetzt  aus  den  beiden  Theilen: 

4)  du -^  c  dT  +  d  (xp)    and 

5)  dL  =  Apd(xu), 

von  denen  der  letztere  ata  die  in  ftuesere  Arbeit  umgewandelte 
W&rme-Quantit&t,  snd  der  erstere  als  die  von  der  Hasse  selbst 
anfgenommene  Wünne-Quastitat  betrachtet  werden  darf. 


D,gM,zed.yGOOgIe 


X 

-?■- 

<r'/->. 

T 

] 

F' 

594  Nenntet  Abschnitt.    §  212. 

Beim  Beginne  der  Zustands-Äenderung  MN  hatte  nach  Fig.  597 
das  Tolnman  der  ganzen  Masse  die  Grösse: 

6)  )i  =  ff  +  XU, 

und    wjlhrend    der  Zoataoda-Aendening  MN  nimmt   das  Yolamen 
ZQ  um  die  Or&ase: 

7)  dr=^d<s-\~d{xu). 

In    dieser   Gleichung    bedeutet  da    die  Volumenzunahme,    welche 
dem   Ueberg&nge    von  A   nach  C  entsprechen    würde,    oder   die- 
jenige Grösse,  um  welche 
Fig.  5»7.  das  Volumen  von  1   Kil. 

Wasser  zunehmen  würde, 
wenn  die  Temperatur  des- 
selben Ton  rbis  T-\-dT 
erhöht  wird,  während  zu- 
gleich der  Drnck  in  dem- 
selben Maasse  sich  stei- 
gert, wie  der  Druck  des 
gesättigten  Wasserdam- 
pfes mit  jener  Tempera- 
turzunahme wachsen  würde.  Die  Veroschlftssigung  dieser  Volnmen- 
Aenderung  hat  einen  so  geringen  EinSass  auf  die  ans  obigen  Glei- 
chungen abzuleitenden  Resultate,  dass  mau  ohne  Bedenken  da^^O 
setzen  und  demgemäss  die  Grösse:  pd(iru)  als  die  bei  der  Zu- 
stands-AenderuDg  MN  verrichtete  äussere  Arbeit  ansehen  darf. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Grösse  du  diejenige  Wärme-Quantität 
darstellt,  welche  von  der  Masse  selbst  aufgenommen  wird,  und  zum 
Theil  in  innere  Arbeit  umgewandelt,  zum  Theil  auf  Eervorbringnng 
der  Temperatur-Erhöhung  dT  verwendet  wird.  Der  Theil  dU  kann 
also  sbkQrzungsweise  als  Zunahme  der  inneren  Wärme  bezeichnet 
werden. 

Der  Fehler,  welchen  man  b^ebt,  indem  man  der  Grösse  dU 
die  obige  Deutung  giebt,  besteht  darin,  dass  man  die  in  §  '210 
Uefinirte  specifische  Wärme  r.  verwechselt  mit  der  specifischea 
Wärme  des  Wassers  bei  constantem  Volumen.  Der  Unterschied 
zwischen  diesen  beiden  specifiachen  Wärmen  ist  aber  erfahrungs- 
gemäss  so  geringfügig,  dass  man  ohne  Bedenken  dem  Buchstaben 
c  auch  diese  letztere  Bedeutung  beil^u  darf.  In  diesem  Falle 
würde  das  Glied:  ciiT  in  Gleichung  4)  diejenige  Grösse  darstellen, 
um  welche  die  innere  Wärme  der  Masse  zngenommen  haben  würde, 
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wenn  die  ganze  Masse  aofangs  im  tropfbar  flOBsigen  Zustando  sioh 
befunden  hfitte.  Da  in  Wirklichkeit  beim  Beginne  dei  Znatanda- 
AonderuDg  MN  bereits  x  Eilogramme  im  dampnSrmigen  ZilBtande 
sich  befanden,  so  war  die  iooere  Wärme  der  Masse  schon  anfangs 
Dm  xf  grosser,  als  dieselbe  bei  tropfbar  flüssigem  Zustande  der 
ganzen  Hasse  gewesen  sein  würde.  Bei  der  Wännezufahrui^ 
wfiohst  dieser  üeberscbuss  um  die  GrOsse  d(xf)  —  einestbeils  da- 
durch, dass  der  Factor  x  um  die  G-rfese  dx,  audemtheils  dadurch, 
dus  der  Factor  p  um  die  QrOsse  i^p  zuoimmt. 

§  213. 
Erfihnintiloniisln  und  TabsIlM. 

Wenn  man  wieder:  T^2T3-t''  setzt,  also  mit  t  die  nach 
dem  Celsins'schen  Thermometer  gemessene  Temperatur  bezeichnet, 
BO  gilt  für  die  sperifische  Wärme  des  Wassers  (nach  Segnault)  die 
Gleichung: 

1)  c  =  1  +  0,000  04  .  (  +  0,000  000  9  .  t', 
weiche  annäherungsweise  sowohl  für  Temperaturftnderungen  bei 
conatantem  Yolomeu  als  auch  für  Temperaturänderungen  bei  con- 
stantem  Drucke,  sowie  auch  für  die  in  §  210  behandelte  Zustands- 
änderung  als  gültig  betrachtet  werden  darf,  insofern  der  Unter- 
schied zwischen  diesen  specifischen  Wärmen  des  Wassers  als 
geringfügig  vernachlässigt  werden  darf. 

Da  nach  obiger  Gleichung  die  Grösse  c  mit  steigender  Tem- 
peratur nur  sehr  langsam  zunimmt,  so  kann  man  bei  solchen  Zu- 
standsänderungen,  welche  ein  nicht  gar  zu  grosses  Temperatnr- 
laterrall  umfassen,  ohne  Bedenken  die  Grosse  c  als  eine  constante 
Grosse  behandeln,  indem  man  für  dieselbe  denjenigen  Werth  ein- 
setzt, welcher  nach  obiger  Gleichung  dem  arithmetischen  Mittel 
der  beiden  extremen  Temperaturwerthe  entsprechen  würde  — 
ein  Verfahren,  welches  um  so  mehr  gerechtfertigt  erscheint,  als 
die  mathematisch  genauen  Werthe  der  QrOsse  e  ohnehin  unbe- 
kannt sind. 

Die  Verdampfungswärme  des  Wassers  ist  nach  Regoaulfs  Ver- 
suchen zu  berechnen  aus  der  Oleichung: 

2)    r  =  606,5  —  0,696  .  ( —  0,000  02  .  (»  —  0,000  000  3  .  (•, 
und  die   in  §  209    mit  p    bezeichnete   innere   latente  Wärme  des 
Wasserdampfes  nach  Zeuner  aus  der  Gleichung: 
3)     p=57M  — Oi791.i. 
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Aus  den  letzteren  beiden  Qleictann^n  ergeben  sieb  die  in  nacb-- 
fol^nder  Tabelle*)  ziiBanimengesteliten  Zablenwertbe: 


' 

r 

P 

0 

606,600 
^6^648 

676,40 
667,66 

20 

692,690 

669,83 

30 
10 

686,624 
678,649 

551,97 
644,06 

60 
60  " 

671,663 
^64363^ 

636,12 

628,15 

70 

667,649 

520,17 

80 

650,618 

512,19 

90 
100 

543,669 
636,600 

604,24 
496,29 

110 

629,409 

488,36 

1-20 

622,294 

480,44 

130 

516,163 

472,62 

140 

607,986 

464.61 

160 

600,788 

466,70 

160 

170 

^180  " 

493,669 
486,298 
479,002 

448,80 
440,89 

432,99 

190 
200^" 

471,670 
"464,300" 

426,08 
417,17 

Für  TeDiperatnren,  welche  nicht  zu  weit  von  dem  Werthe; 
t  =  100"  abweichen,  kann  man  (nach  Claosins)  die  VerdampfDngB- 
wftime  annäherungsweise  auch  berechnen  nach  der  ein&dierea 
Formel: 

4)    r  =  607  — 0,708.  (. 

*)  Zcuiicr:    .GnindEÜge  der  ineclianiBchen  WärmethNri«*.    2.  Aufl. 
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t 

P 

10333 

».760 

—  30 

6,25 

0,000608 

0,386 

—  20 

12,6 

0,00122 

0,927 

—  10 

28,7 

0,00276 

2,093 

0 

62,6 

0,00606 

4,600 

10 

124,6 

0,01206 

9,165 

20 

236,4 

0,02288 

17,391 

30 

428,9 

0,04151 

31,648 

746,6 

0,07224 

64,906 

!>0 

1260,6 

0,1210 

91,980 

60 

2023 

0,1968 

148,786 

70 

3169 

0,3067 

233,082 

80 

4822 

0,4666 

354,62 

90 

7143 

0,6913 

625,39 

100 

10333 

1 

760 

HO 

14621 

1,415 

1075,37 

120 

20276 

1,962 

1491,28 

130 

27603 

2,671 

2030,28 

140 

36949 

3,576 

2717,63 

160 

48690 

4,712 

3581,23 

160 

63243 

6,121 

4651,62 

170 

81064 

7,844 

6961,66 

180 

102600 

9,929 

7646,39 

190 

128382 

12,42 

9442,70 

200 

168922 

16,38 

11688,96 

210 

194767 

18,86 

14324,80 

220 

236447 

22,88 

17390,36 
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Das  Gesetit,  nach  welchem  der  Druck  des  gesättigten  Wasser- 
dampfes  mit  der  Temperatur  sich  ändert,  läaat  sich  durch  eine 
einfoche  GleichuDg  Dicht  darstellen.*)  Man  wird  daher  in  solcben 
F&llen,  wo  für  einen  gegebenen  Werth  von  t  der  zogehOrige  Werth 
von  p  iHstimmt  werden  soll,  die  vorstehende  (nach  Regnanlfs  Yer- 
SDchen  berechnete)  Tabelle  zu  benatzen  haben,  in  welcher  p  den 
Druck  in  Kilogrammen  pro  Quadratmeter,  und  t  die  Dach  dem 
Celsius'schen  Thermometer  gemessene  Temperatur  bedeutet.  Die 
Zahlen  der  dritten  Vertical-Columne  geben  den  Druck  in  Atano- 
sphären  an,  und  die  Zahlen  der  vierten  Vertii-al-Golumne  geben  den 
Druck  in  Millimetern  der  Qaecksilber-Säule  an. 

Nachdem  für  eine  bestimmte  Temperatur  t  die  Werthe  der 
Gr&ssen:  p,  r,  p  auf  solche  Weise  gefunden  sind,  kann  nach  der 
Gleichung  1)  des  §  209  nunmehr  auch  die  Grosse  u  fSi  jede  ge* 
geben«  Temperatur  berechnet  werden. 

§  214. 
Eatropia  du  gultllgtaii  WuiardaiapfM. 
Die  am  Schlüsse  des  §  211    für  dQ   gefundene  Gleichung  7) 
nimmt,  wenn  dieselbe  auf  beiden  Seiten  durch  T  dividirt  wird,  die 
fblgeode  Form  an: 

dQ  _  cdT     ,,{xr\ 

Der  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Quotient  kann 
(nach  §  183)   als  Differenzial   der  Entropie   wie  frfiher  gleich  d<S 


*)  Ann&lieroD  KI  weise  ISeat  sich  die  Btiiebung  xwiscben  I>rDek  nnd  Tem- 
peratar  des  gesittigten  Wuserdampfcs  nach  Kankine  daretelleD  dnrcb  die 
empiriielie  Fonnel: 

1  .  =-.„        »517,6         1S2  515 

'  logp  =  e,M77 ^'- j.,— . 

in  welcher  .log*  den  Brigg'»chen  Logarithmna  bedeutet;  nach  Magnus  dareh 
die  eropiriache  Fonnel : 

5=4,525.10"'-''  +  ', 
in  welcher  S  den  Druck  in  Hillimetern  der  Quecksilbersäule  anagedrOt^t  be- 
deutet; nach  Zenaer  durch  die  empirische  Formel: 

r  =  335,24  .  n°"™+ 87,774  .M«», 
in  welcher  n  die  Zahl  der  Atmosphären  bedeutet.     Die  Beiiehong  iwischen 
Dnek  nnd  Volnmen  tässt  sich  nach  Zeaner  ausdrOcken  dnrch  die  Formel: 

n  .  p'-«^  =  1,7049, 

ans  welcher  ftkr  das  Gewicht  eines  Cnbikmeters  der  folgende  Wertfa  rieh  ergiebt: 

7  =  —  =  0,6068  . »°  ""  . 


D,gM,zed.yGOOgIe 


Entropie  des  gesHttigtea  WaraeTdAmpree.  599 

^setzt  nerdea,  und  da  der  Factor  e  annftberuageweiee  als  eine 
constante  OrOsse  behandelt  werden  darf,  so  ist: 

2)  Ä  =  d(tigr+-^)- 

Indem  man  diese  Gleicbnng  i&tegrirt,  erb&lt  man  für  die  Entropie 
lunäcbst  den  folgenden  Ausdruck: 

3)  ffi  =  c  lg  r  +  ^''  -I-  Coost. 

Wenn  mit  Sg  derjenige  Werth  von  l£  bezeicbnet  wird,  welcber  den 
Wertben:  x  =  0  und  7=273'*  (oder  (  =  0)  entspricht,  so  ist: 

4)  (So  =  c  lg  273  -I-  0  4-  CoDst. 

Hierin  bedeutet  Sg  die  Kutropie,  welche  1  Kil.  Wasser  bei  der  Tem- 
peratur von  Null  Grad  (Celsius)  besitzt,  während  @  die  Entropie 
bedeutet,  welche  ein  Gemisch  von  x  Kilogrammen  ges&ttigten 
Dampfes  und  1  —  a;  Kil.  Wasser  bei  der  absoluten  Temperatur  T 
besitzt     Die  Differenz: 

5)  <&~-%  =  E 

bedeutet  also  diejenige  Grösse,  um  welche  die  Entropie  der  Masse 
zunimmt,  während  dieselbe  aus  dem  ersteren  in  den  letzteren  Zu- 
stand übergeführt  wird,  und  hat  den  Werth: 

6)  ^=«'g(-Jf)  +  f  ■ 

Betrachtet  man  jenen  ersteren  Zustand  —  denjenigen  nämlich,  bei 
welchem  die  ganze  Masse  noch  tropfbar  flüssig  war  und  die  Tem- 
peratur Ton  Null  Grad  (Celsius)  hatte  —  als  den  ein  fßr  alle  Mal 
gegebenen  Anfangazustand,  so  kann  man  abkürzungsweiae  den  Aiis- 
drack  „Entropie"  auch  für  die  oben  mit  E  bezeichnete  QriJsse  ge- 
brauchen. Hiemach  erh&It  man  für  die  Entropie,  welche  1  Kilo- 
gramm gesättigten  Wasserdampfe^  von  der  absoluten  Temperatur  7* 
besitzt,  indem  man  x^l  setzt,  den  Werth: 

7)  f  =  .lg(^)  +  -f. 

Um  nach  dieser  Gleichung  die  Entropie  eines  Kilogramms  ge- 
sättigten Waaserdampfes  von  atmosphärischem  Drucke  zu  berech- 
nen, bat  man;  T=  373  (oder  t  =  100)  zu  setzen  und  ffir  die  Grösse 
c  denjenigen  Werth  zu  wählen,  welcber  der  mittleren  Temperatur 
des  zwischen  den  Grenzen  Mull  und  hundert  Grad  (Celsius)  liegen- 
den Temperatur-InterTalls,  nämlich  dem  Werthe:  ^  =  60  entspricht. 
Nach  Gleicbnng  1)  des  vorigen  I^ragrapheu  entspricht  dieser  mitt- 
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Nennter  AlMcbütt.    §  314. 


8)    ^=.,004.„(^;|)  +  ^=,,, 


52. 


leren  Temperatinr  der  Werth:  c  =  1,004,  nod  nach  Sabstitotion 
desselben  erhfiU  m&n  mit  Benutzung  der  Tabelle  des  vorigen  Para- 
graphen fär  die  Entropie  den  Werth: 

r  373  \        536,5 

^"273  )  ■•"  "'373 

Dem  Dracke  tod  14  Atmosphären  entepreehen  die  Wetthe: 
(=195,53  (oder  3"=  468,63)  und:  »-  =  467.6.  Indem  man: 
c=  1,013  setzt  (entsprechend  der  Mitteltemperatur:  f  =  97,8),  er- 
hält man  fOr  die  Entropie,  welche  i  Eil.  gesättigten  Wasserdampfes 
bei  diesem  Dracke  besitzt,  den  Werth: 

Hieraus  erg^ebt  sich  das  bemerkenswerthe  Resultat:  dass  die  En- 
tropie des  gesättigten  Wasserdampfes  mit  steigender  Temperatur 
abnimmt,  dass  also  eine  Temperatur- Zunahme  mit  Wärme- 
Entziehung  und  eine  Temperatur- Abnahme  mit  Wärme-Zn- 
fOhrung  verbuoden  ist. 

Auf  dieselbe  Weise  wie  oben  erhält  man  nach  Qleichnng  7)  die 
in  der  nachfolgenden  Tabelle  zusammengestellten  Zablenwerthe : 


p 
10  333  ~" 

' 

r 

E 

0,00606 

0 

606,6 

2,222 

0.1 

46,21 

674,3 

1,956 

0,6 

81,71  1    649,4 

1,812 

1 

100,00  1    536,6 

1,762 

2 

120,60  1    621,9 

1,694 

3 

133,91 

612,4 

1,661 

1 

144,00 

505,1 

1,638 

ö 

162,22 

499,2 

1,621 

6 

169,22 

494,1 

1,607 

7 

166,34 

489,7 

1,696 

8 

170,81 

486,7 

1,686 

9 

175,77 

482,1 

1,677 

10 

180,31 

478,8 

1,669 

11 

184,60 

476,7 

1,662 

12 

188,41 

472,8 

1,666 

13 

192,08 

470,1 

1,661 

14 

196,63 

467,6 

1,646 
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Die  erste  Vertical-Colnmne  dieser  Tabelle  giebt  die  Werthe 
des  Druckes  in  Atmosph&ren  an,  und  die  vierte  ^ebt  an:  um  wie 
viel  die  Entropie  eines  Eilogrammes  gesättigten  Waaaerdampfes 
von  diesem  Dracke  grosser  ist  als  die  Entropie  eines  Eil(^;rBmnaes 
Wasser  von  der  Temperator  Null  Grad  (Celsios). 

§215. 
Entnpfe  eiMi  QeMfechw  von  Daapf  swt  Waner, 

Die  Entropie  doer  Mischang  tob  x  Eil.  Danapf  und  1  —  x  Kil. 
Wasser  hat  nacb  der  Gleichung  €)  des  Torigen  Faragrapfaen  die 
Grösse: 

T  -  _ 

Dieselbe  setzt  sich  znsammen  ans  zwei  Theilen,  vra  denen  der 
erstere : 

2)  -  =  =  te(w) 

die  Entropie  eines  Eilogrsmins  Wasser  von  der  Teinperatar  T  dar- 
stellt (oder  denjenigen  Werth  von  E,  welcher  fflr  x=:0  sich  er- 
geben würde),  w&hrend  der  andere: 

3)  5  =  =":--f 

die  Grosse  angiebt,  welche  zn  der  vorigen  noch  hinzukonamt,  wenn 
der  Tbeil  x  auf  isothermischem  Wege  in  dampß&rmigen  Zustand 
fibergeht  Hiernach  kann  die  Entropie  der  Mischung  bei  gegebenem 
Werthe  von  x  mit  Hfilfe  der  umstehenden  Tabelle*)  berechnet 
werden,  in  welcher  ausserdem  noch  die  Werthe  von  p,  sowie  auch 
die  bei  der  Berechnung  des  Yolumens  zu  benutzenden  Werthe  der 
am  Schiasse  des  §  208  definirten  Grfisse  „u"  angegeben  sind. 

Bei  dem  Drucke  von  10  Atmosphären  hat  nach  dieser  Tabelle 
die  Entropie  eines  Gemisches  von  x  Kil.  Dampf  und  1  —  x  Eil. 
Wasser  die  Grösse: 

4)  .ff  =  0,5131  + 1,0562.  a:. 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  fär  die  GrOssen  x  und  E  die 

nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe: 

x=0  0,1       0,2       0,8       0,4       0.5       O.fl       0,7       0,8       0,8       1 

ir  =  0,E>13    0,61«  0,724  0,830   0.936    1,011    1,147    1,252   1,8&8  1,464  1,H9. 


*)  Zenner:    .(jrondiB^  der  mechanischen  Wärmetbeorie*.    2.  Aufl. 
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10333 

1 

<         1         T 

1 

.    r 
T 

'     « 

P       i 

0,00605 

0 

» 

2,2216 

210,66 

575,40  ' 

0,1 

46,21 

0,1666 

1,7992 

14,55 

638,85 

0,6 

81,71 

0,2627 

1,5489 

3,171 

610,77 

1 

100,00 

0,3136 

1,4383 

1,660 

496,30 

2 

120,60 

0,3682 

1,3259 

0,8588 

480,00 

3 

133,91 

0,4021 

1,2691 

0,6864 

469,48 

4 

144,00 

0,4271 

1,2113 

0,4474 

461,60 

5 

162,22 

0,4471 

1,1740 

0,3626 

464,99 

6 

169,22 

0,4639 

1,1432 

0,3064 

449,46 

7 

166,34 

0,4784 

1.1171 

0,2642 

444,62 

8 

170,81  1  0,4912 

1,0944 

0,2329 

440,29 

y 

176,77 

0,6027 

1,0742 

0,2086 

436,37 

10 

180,31 

0,6131 

1,0662 

0,1887 

432,77 

11 

184,60 

0,6227 

1,0398 

0,1726 

429,46 

12 

188,41 

0,5316 

1,0248 

0,1689 

426.37 

13 

192,08 

0,5398  !   1,0109 

0,1473 

423,46 

Lli  __ 

195,63 

0,6476 

0,9980 

0,1373 

420,74 

Änf  dieselbe  Weise    erhalt  man    für  die  Entropie   des  Gemisches 
bei  dem  Drucke  von  1  Atmosphäre  die  Gleichung; 

6)     £=0,3136 -h  1,4383.  ar, 
ans  welcher  fSr  die  Grössen  x  und  E  die  nachfolgend  zossmmen- 
gestellten  Zahleowertbe  sich  ergehen: 


0.2       0.3 


0,5       0,6       0,7       0,8       0.9 


E  =  0,3U    0,*57    O.eOI    0,745    0.889    1,033    1,177    1,320    1,461    1,608   1,752. 

Die  letzteren  heiden  Tabellen  zeigen :  dass  z.  B.  hei  dem 
Drucke  von  10  Atmosphären  ein  Gemisch  von  0,9  Kil.  Dampf  und 
0,1  Kil.  Wasser  dieselbe  Entropie  (£^=1,464)  besitzt  wie  bei 
dem  Drucke  von  1  Atmosphäre  ein  Gemisch  von  0,8  Kil.  Dampf 
und  0,2  Eil.  Wasser.     Man  erkennt  hieraus,    dass  der  Debergaiig 
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ans  jeoeni  ersteren  in  diesen  letzteren  Zustand  mit  einer  partiellen 
Condensation  verbunden  sein  wQrde,  insofern  bei  dieser  Zustands- 
änderung  ein  Massentheil  von  0,1  Kil.  Gewicht  aus  dem  dampf- 
förmigen in  den  tropfbar  flQssigen  Zustand  übergeht.  Eine  solche 
Zastands&nderung,  bei  welcher  dem  Endzustande  und  dem  Anfangs- 
zustande  gleiche  Werthe  der  Entropie  entsprechen,  wird  z.  B.  dann 
stattfinden,  wenn  die  Masse  langsam  sich  ausdehnt  und  bei  dieser 
Ausdehnung  weder  Wärme  aufnimmt  noch  Wärme  abgieht. 

Das  Volumen  des  Gemisches  kann  man  mit  Benutzung  der 
Tabelle  berechnen  aus  der  Gleichung: 

6)  v  =  a  -^  XU, 

in  welcher:  a^  0,001  das  Volumen  von  1  Eil.  Wasser,  und  u  die 
bei  der  Verdampfung  eintretende  Volnmen-Vergrösserung  bedeutet 
Hiernach  hatte  hei  dem  Drucke  von  10  Atmosphären  das  Ge- 
misch Yon  0,9  Kil.  Dampf  und  0,1  KU.  Wasser  das  Volomen: 

7)  n  =  0,001  +  0,9  .  0,1887  =  0,1 708  Cnbikmeter. 
Bei  dem  nachherigen  Drucke  toq  1  Atmosphäre  hat  das  Gemisch 
von  0,8  Kil.  Dampf  und  0,2  KiL  Wasser  das  Volnmen: 

.   8)    «  =  0,001 +  0,8.  1,65  =  1,32  Cnbikmeter. 
Mit  der  oben    angenommenen  Znstandsfodemng   wfirde   also   eine 
Ausdehnung  auf  das  7,73-fache  des  ursprünglichen  Volnmena  ver- 
bunden sein. 

§  216. 
Cungn  CMittuitar  Entropie. 

Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  eingeführten  Bezeichnungs» 
weise  kann  man  dem  Ausdrucke  für  die  Entropie  des  Gemisches 
von  X  Kil.  Dampf  und  1 — x  Kil.  Wasser  auch  die  folgende  Form 
geben: 

1)  £  =  T-l-t 

Für  die  Cnrve  constanter  Entropie  (Iseutrope  oder  Adiabate)  er- 
giebt  sich  hieraus  die  Gleichung: 

2)  T  +  5  =  Const:, 

in  welcher  die  Constante  ans  dem  gegebenen  Anfongszustande  be- 
rechnet werden  kann. 

Wenn  der  den  Anfangszustand  reprftsentirende  Punkt  M^  in  der 
Isotherme  T,  gegeben  ist  (Fig.  598),    so  kann  man  die  Lage  de« 
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DurcbBchnittspunktes  M^,  in  welchem  irgend  eine  gegebene  zweite 
Isotherme  T,  von  der  Adiabate  jenes  Anfongspunktes  geachnitten 
wird,  berechnen  mittelst  der  Qleichung: 

3)       T.   +^j=T,  +$,. 

Far    den    adiabatischen    Uebergang    aus    der    Isotherme    des 
Druckes   von    10  Atmosphären   Jn  die  Isotherme  des  Druckes  von 
1    Atmosphäre    erhält 
Fig.  &98.  man  hiernach  mit  Be- 

'*  nntzung    der    Tabelle 

des    vorigen    Paragra- 
phen die  Gleichung: 
4)0,5131+1,0662.3-, 
;         =0,3136-1-1,4383. a-„ 
and  findet,  indem  man 
^       dieselbe  för  die  Grösse 
Xf  auflöst,  den  folgen- 
den Werih: 
''         &)  i,=  0,1388 

+  0,7343.  a:,. 
Wenn  man  x^  =  x,  setzt,-  so  erhält  man  ans  dieser  Gleichung  für 
:c,  den  Werth: 

6)  xi  =  0,522, 

und  dieselbe  zeigt,  dass  mit  dem  Uebergange  von  .V,  nach  Jtf, 
bei  dem  hier  angenommenen  Fatle  eine  Verdampfung  oder  eine 
Coodensation  verbnnden  sein  wird,  jenachdem  £,  kleiner  oder 
grosser  als  0,522  war;  denn  im  ersteren  Falle  wird  x,  '>  x^,  im 
letzteren  wird  x^  <ix^. 

Für   die   beiden  Volumina  erbftlt  man  ntd)  der  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  erklärten  Methode  die  Gleichungen: 

7)  »1  =0,001 +  0,1887.  a;„ 

8)  u,  =0,001  +  1,65.3:,. 

Der  letzteren  kann  man  mit  Benutzung  des  oben  fnr  z,  gefundenen 
Werthes  auch  die  folgende  Form  geben; 

9)  B,  =0,22986  +  1,2116.2:,. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  für  den  hier  angenommenen 
Fall  die  in  der  nachstehenden  Tabelle  znsammengestollten  Zahlen- 
werthe: 
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Carven  constaDtei  Entropie. 


*, 

*■ 

«1 

«i 

Ol 

0 

0,139 

0,001 

0,230 

230 

0,1 

0,212 

0,0199 

0,351 

17,66 

0,2 

0,286 

0,0387 

0,472 

12,11 

0,3 

0,369 

0,0576 

0,693 

10,30 

0,4 

0,432 

0,0766 

0,714 

9,34 

0,5 

0,606 

0,0954 

0,836 

8,76 

0,6 

0,579 

0,1142 

0,967 

8,38 

0,7 

0,663 

0,1331 

1,078 

8,10 

0,8 

0,726 

0,1620 

1,199 

7,89 

0,9 

0,800 

0,1708 

1,320 

7,73 

' 

0,873 

0,1897 

1,441 

7,60 

Mit  Benutzung  des  auf  solche  Weise  für  v^  gefundenen  Wertbes 
kann  man  nunmehr  in  Fig.  698  die  Lage  des  Durcbnittspunktes 
Mt  bestimmen,  in  welchem  die  gegebene  Isotherme  Tj  von  der 
Adiabate  geschnitten  wird,  und  durch  Wiederholung  des  obigen 
Verfahrens  in  Bezug  auf  eine  dritte,  vierte  .  .  .  Isotherme  würde 
man  alsdann  die  Construction  der  Adiabate  weiter  fortsetzen  kOnnen. 

Bei  Ausföhmng  dieser  Rechnung  würde  man  z.  B.  für  den 
Durchschnittsptinkt  der  Adiabate  mit  der  Isotherme  des  Druckes 
Ton  ö  Atmosphären  die  Gleichungen  finden: 

10)  31  =  0,06622  4-0,9.3;,, 

11)  f  =  0,0214  -f  0,3263  .  a:,. 

und  ßr  den  Durcbschnittspnnkt  mit  der  Isotherme  des  Druckes  von 
2  Atmosphären  wfirde  man  die  folgenden  Gleichungen  erhalten: 

12)  X  =  0,1093  +  0,7965  .  x^, 

13)  6  =  0,09487  + 0,684.  «1. 

Wenn  also  mit  n  der  Druck  in  Atmosphären  bezeichnet  wird, 
so  ergeben  sich  fSr  den  Fall,  dass  anfangs  die  ganze  Hasse  im 
tropfbar  flüssigen  Zustande  sich  befand,  die  nachfolgenden  zu- 
sammengehörigen Zablenwerthe: 

B=     10  6  2  1 

D  =  0,001       0,0214       0,09487       0,230, 
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und  für  dea  Fall,  dass  anfangs  die  ganze  Masse  im  dampf- 
rormigen  Zustande  sich  be&nd,  würde  man  die  folgenden  Werthe 
erhalten: 

»=10  6  2  1 

t)  =0,1897  0,3477  0.7789  1,441. 
Die  in  diesem  Paragraphen  gefundenen  Gleichungen  und  Ta- 
bellen wärde  man  selbstveistfindlich  auch  benutzen  kOnnen,  um 
das  Verbalten  eines  Gemisches  von  Wasser  und  Dampf  l>ei  adia- 
batiscfaer  Compression  zu  bestimmen.  So  z.  B.  zeigt  die  oben 
far  die  QrOsaen  ^,  und  x^  berechnete  Tabelle:  dass  in  einem  Ge- 
mische von  0,873  Eil.  Dampf  und  0,127  Eil.  Wasser  die  ganze  ur- 
sprünglich vorhanden  gewesene  Wassermasse  verdampfen  wfirde, 
wenn  bei  adiabatischer  Compression  der  Druck  von  1  Atmo- 
sphäre bis  zu  10  Atmosphären  gesteigert  wird  —  femer:  dass  in 
einem  Gemische  von  0,139  Eil.  Dampf  und  0,861  Eil.  Wasser  unter 
gleichen  Umständen  die  ganze  uisprüngtich  vorhanden  genesene 
Dampfmasse  in  den  tropfbar  flOssigen  Zustand  übergehen  wQrde. 


§  217. 
Adlabitlicha  Arball  dei  gMinigtan  Wauanlitnpln. 
Die  im   vorigen  Paragraphen    behandelte  Zustande -Aendening 
kann  man  sich  durch  die  beiden  Figuren  599  und  600  yeranschaa- 
lichen,    von  denen  die  erstere  den 
Anfangazustand    und    die    letztere 
den  Endzustand  darstellt.    Der  Vor- 
aussetzung nach  sollte    der  üeber- 
gang  aus  dem  ersteren  in  den  letz- 
teren   Zustand    ohne    W&rmezufüh- 
ning  stattfinden;  folglich  ist  es  ein 
Theil  der  inneren  Wllrme,  welcher 
bei    der    Ausdehnung,    in    mecha- 
nische   Arbeit   umgewandelt,    dazu 
verwendet  wird,  den  Eolben  zurßck- 
zndrängen  und  den  äusseren  Gegendruck  —  welcher  stets   gleich 
dem   inneren  Drucke  vorausgesetzt  wird  —  dabei  als  Widerstand 
zu  überwinden.    Um  die  Grüsse  dieser  (in  Figur  598  durch    die 
Bcbrafärte    Fläche    dargestellten)    Arbeit   zn    berechnen,    hat    nuui 
demnach  zunScbst  den  bei  der  Ausdehnung  stattfindenden  Verlust 
an   innerer  Wärme    zu    bestimmen,    und    diese    Wärme -Quantität 
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nachher  mit  dem  mechanischeD  AequiTalente  der  Wärme-Einheit 
zu  multipliciren. 

Für  die  AenderuDg  der  ioneren  Wärme  eines  Gemisches  von 
Dampf  nnd  Wasser  wurde  in  §  2l2  (Gleichung  4)  der  folgende 
Ausdruck  gefUDden: 

1)  dU  =  cdT -\- d{xg). 

Indem  man  diese  Qleichuag  iutegrirt,  erhSit  man  für  deo  ganzen 
bei  obiger  Zustands  -  Aenderung  eintretenden  Vertust  an  innerer 
Wärme  die  Gleichung: 

2)  U,-U,  =  clT,-T,)-\-x,g,-x,^,, 

in  welcher  statt  T,  —  T,  auch  i,  —  ?,  gesetzt  werden  kann.  Für 
die  gesuchte  adiatütische  Arbeit  ei^ebt  sich  hiernach  der  Werth: 

3)  a=-l-{c(i,-(,)  +  *ip.-3:,p,|. 

Den  Drücken  von  10  Atmosphären  und  1  Atmosphäre  ent- 
sprechen lesp.  die  Temperaturen  f,  =  i80°,31  und  (,  =  lOO".  Nach 
§  213  (Gleichung  3)  entsprachen  diesen  beiden  Temperaturen  die 
Werthe:  p^  =  432,775  und  p,  =  496,3.  Für  den  Uebei^ang  aus  der 
ersteren  in  die  letztere  Temperatur  kanni  c  =  1,023  gesetzt  werden 

(entsprechend  nach  §  213,  Gleichung  1,  der  Mitteltemperatnr:  'T"-' 

=  UO").  Hiemach  ergiebt  sich  fOr  die  hei  diesem  Uebei^ange  in 
äussere  Arbeit  umgewandelte  innere  Wärme  der  Werth: 

4)  P,—  E7,  =  1,023(180,31— i00)  +  432,776  .  *,— 496,3  .  x,. 
Wenn  man  hierin  fQr  x,  den  bereits  im  vorigen  Paragraphen  (G1(h- 
chung  5}  für  diesen  Fall  berechneten  Werth  einsetzt,  so  nimmt  diese 
Gleichung  die  folgende  Form  an: 

5)  pj  _  O,  =  13,33  -}-  68,34  .  a:,. 

Für  den  Fall,  dass  anfangs  die  ganze  Masse  im  tropfbar  flüs- 
sigen Zustande  sich  befand,  würde  bierin  :r,  =  0  zu  setzen  sein. 
Hierana  folgt,  dass  1  KU.  Wasser  von  seiner  inneren  Wärme:  13,33 
Wärme -Einheiten  abgiebt,  wenn  diese  Waasermasse  (bei  partieller 
Verdampfung)  aus  der  Isotherme  des  Druckes  von  10  Atmosphären 
in  die  IsoÜierme  des  Druckes  von  1  Atmosphäre  übergeht  Die 
auf  den  Kolben  übertragene  Arbeit  hat  also  in  diesem  Falle  die 
Grösse: 

6)  9  =  424  .  13,33  =  5652  Meterkilogramm. 

Für  den  Fall,    dass  anfangs    die   ganze  Uasse  im  dampfförmigen 
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Zustande  sieb  befftod,  nürde:  jr,  =  1  zn  setzen  sein.  Ein  Kilo- 
gramm  Dampf  wfirde  also  unter  gleichen  Umständen  (bei  partieller 
Condensaüon):  81,67  WSrme-Einheiten  oder:  34628  Meterkilo- 
gramm entwidceln. 

§  218. 
Erwlrinung  bal  conitintatn  Volumen. 

Das  Yoinmen  eines  Gemisches  von  x  EU.  Dampf  und  1  — x  Kil. 
Wasser  hat  nach  §  216  (Gleichung  6)  die  Grösse: 

1)  B  =  a  -\~xu. 

Da  die  Grösse  a  annäherungsweise  als  eine  constante  Grosse  be- 
handelt werden  darf,  so  einlebt  sieb  hieraus  fSr  die  tJnveränder- 
lichkeit  des  Volumens  die  BedingungBgteiühung: 

2)  d{xu)  =  0, 

und  die  in  §  212  gefundene  Differenzialgleicbung  3)  nimmt  nach 
Substitution  dieses  Werthes  die  folgende  Form  an: 

3)  dQ  =  cdT  +  dix^). 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  erhält  man  für  die  zum  Hervor- 
bringen der  Temperatur- Erhöhung:  T,  —  T,  erforderliche  Wärme- 
Qnantitfit  den  Wertb: 

.4)     ^  =  c(r,  — r,)  +  iF,p,— ir.p,. 
Da  nach  Gleichung  2)  die  Grosse  des  Productes  xu  bei  der  Er- 
wärmung unverändert  bleibt,  so  ist; 

6)    «,«1  ^ÄjWj 
zu  setzen,    und  mit  Benutzung  des  hieraus  für  die  Grosse  x,  zo 
entnehmenden  Werthes    kann   man   der  vorhergebenden   Gleichung 
auch  die  folgende  Form  geben: 

6)     e  =  . ((,_,,)+,,„,  (-Ö-Ä-). 

Nach  §  213  und  §  215  entsprechen  dem  Drucke  von  1  Atmo- 
sphäre die  Wertbe:  t^  =  100,  p^  =496,3,  u^  =  1,6&,  und  dem 
Drucke  von  2  Atmosphären  die  Wertbe:  (»  =  120,6,  p,  =  480, 
«,=0,8588.  Indem  man:  c=  1,0153  setzt  (entsprechend  der 
Uitteltemperatur  von  110,3  Grad),  erhält  man  hiemach  fOr  die 
Wärme -Quantität,  welche,  erforderlich  ist,  um  ein  Gemisch  von 
0,1  Eil.  Dampf  und  0,9  Eil.  Wasser  bei  constantem  Volumen  so 
weit  zu  erwärmen,  dass  der  Druck  von  i  Atmosphäre  bis  2  Atmo- 
sphären zunimmt,  den  Wertb: 
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7)     g=l,o,63(120,6-10O)  +  O,1.165(5^_Ä) 

=  63,5  Warme-EiDheiten. 
Ans  Gleichung  6)  ergiebt  sich  för  diesen  Fall  der  Wetth:  2:,=0,192. 
Bei  der  Erwfirmong  werden  also:  0,092  Eil.  Wasser  in  Dampf  ver- 
wandelt Um  das  Gemisch  aus  dam  letzteren  Zustande  in  den  erste- 
ren  wieder  zurflckznfflhren,  wtlrde  man  demselben  63,6  W&rme- 
SSnheiten  zu  entEieben  haben.  Das  unTerftndert  bleibende  Volumen 
bat  nach  Gleichung  1)  die  Grosse: 

8)  ff  =  0,001 +  0,1. 1,65  =  0,166  Gubikmeter. 

um  denjenigen  Grenzwerth  zu  finden,  welchen  der  Dmck  ia 
dem  Augenblicke  erreicht ,  wo  bei  fortgesetzter  Erwärmung  die 
ganze  nrsprQnglich  vorhanden  gewesene  Wassermasse  von  0,9  Eil. 
in  Dampf  übergegangen  ist,  hat  man  Xg  =  1  zu  setzen  und  erhält 
nach  OleichuDg  5)  den  Werth: 

9)  K,=«jH,  =0,1.1,66  =  0,165, 

welchem  nach  der  Tabelle  des  §  215  ein  Druck  von  11,5  Atmo> 
spbftren  entspricht  Um  das  ursprünglich  gegebene  Qemisch  ganz 
in  gesättigten  Dampf  Ton  diesem  Drucke  zu  verwandeln,  vrürde 
man  demselben  466  Wärme -Einheiten  zuführen  müssen,  und  eben 
80  gross  ist  die  Wärme-Qaantität  welche  1  Eilogramm  gesättigten 
Dampfes  tou  11,6  Atmosphären  Druck  abgiebt,  wenn  dasselbe  bei 
constantem  Volumen  bis  auf  100"  (CelsiuB)  abgekfiblt  wird,  wobei 
0,9  Eil.  in  den  tropfbar  flüssigen  Zustand  fibergehen  und  der  Druck 
bis  auf  1  Atmosphäre  sinken  würde. 

§  219. 
AutMHinng  M  plStilicher  DrackvarmiitdanHig. 

Wenn  der  von  aussen  gegen  den  Eolben  wirkende  Dmck 
plötzlich  von  p,  bis  p  abnimmt  und  während  des  alsdann  ein- 
bretenden  bescbleon^ten  Znrßckweichens  des  Eolbuis  die  constante 
Grosse  p  beibehält,  so  wird  die  mechanische  Arbeit: 

1)  a=i.(i',  — f.) 

auf  den  Eolben  übertn^en,  während  das  Volumen  von  v,  bis  v, 
zunimmt.  Mit  Benutzung  der  Gleichung  6)  des  §  215  kann  man 
dem  obigen  Ausdrucke  auch  die  folgende  Form  geben; 

2)  a=f  (*,«.  — a:,u,). 

Bltlvr,  laimdtm-lfMhuIk.    B.  Aufl.  SB 
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Dieser  in  Fig.  60i  durch  die.  scbraffirte  Bechteckfiäcfae  dargestellten 
Arbeit  eDtspricht  ein  Yerlnat  an  innerer  Wärme  tod  der  Ortlsse: 

3)     Ü,  —  P,  =  Ap(xiUt  — a^i«i)- 
lodern  man    hierin    fOr  die  anf  der  linken  Seite  stehende  QrOsae 
den  in  §  217  (Gleichung  2)  gefundenen  Anadn»^  einsetzt,  erh&lt 
man  die  Gleichung: 

^)       «(*I  —  ^l)  -f  a^Pl  —  ailP»  =  -4P(^J"»  —  -^iWl). 

in  velcher  t^  die  bei  nachher  eingebretenem  Bahezuetande  erreichte 
Endtemperalur  bedeutet  Ana  dieser  GlMchung  ergiebt  sieh  fOr  das 
Dampfgewicht  x,  der  Werth: 

^^     '^-  9.  +  APU, 

Der  os^herigen  Tem- 
peratur t,  entspridit  ein 
Qleichgewichtsdmck  p„ 
welcher  im  Allgemeinen 
Terschieden  sein  wird 
von  dem  vorherigen  con- 
stanten  Gegendnicke  p. 
Denkt  man  sich  die  Vo- 
lumen-YergrOsserung  ge- 
rade so  weit  fortgesetzt, 
dass  p,  =;)  wird,  so  er- 
giebt eich  für  diesen  spe- 
ciellen  Fall  die  Gleichung: 

^       ' P.  +  ^ft«. 

Wenn  z.  B.  der  Anfangsdruck  10  AtmosphSren  betrug,  und 
der  äussere  Dmok  plötzlich  bis  auf  1  Atmosphäre  abnahm,  so 
wörde:  (,  =  180,31,  (,  =  100,  c=l,023,  p,=431,775,  p,=496,3, 
«1  =  0,1887,  u,  =  1,6&,  ;),^  10333  zu  setzen  sein,  und  man  er- 
hält für  ^esen  Fall  die  Gleichang: 

7)  «,  =  0,1632  + 0,8162.  xj. 

Fflr  die  beiden  Yolnmioa  e^eben  sich  nunmehr  Dach  den  Glei- 
chungen 7)  und  8)  des  §  216  die  Werthe: 

8)  «,=0,001 +0,1887.  a„ 

9)  p,  =0,254  +  1,346.0!,. 


'  \ 
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Hieroach    wOrile   man  z.  B.  die  nachfolgesdeD  EnsammengetiOrigea 
Zahlenwerthe  erhalten: 


=  0 

0,1 

0,6 

0,829 

1 

=  0,153 

0,236 

0,661 

0,829 

0,968 

=  0,001 

0,01987 

0,09536 

0,1674 

0,1897 

=  0,264 

0,3886 

0,9266 

1,116 

1,699. 

Diese  Tabelle  zeigt:  dass  eine  YerdampfuDg  eintritt,  wenn 
Xi  kleiner  als  0,829  war;  eine  Condensation  dagegen,  wenn 
x^  grösser  als  0,829  war. 

Denkt  man  sich  einen  Dampfkessel  ganz  mit  Wasser  g^Bllt, 
dessen  Temperatur  (dem  Dmcke  von  10  Atmosphären  entaprecfaend) 
180'',3t  Celsius  beträgt,  so  ergiebt  sieb  aus  obiger  Tabelle,  dass 
bei  dem  Ausströmen  des  Wassers  in  den  äusseren  mit  atmosphä- 
rischer Luft  erfüllten  Baum:  16,3  Procent  der  ganzen  Wassermasse 
verdampfen  wQrden,  womit  eine  254-fache  VergrOsserang  des 
Yolumeos  verbunden  sein  würde.  Wenn  dagegen  der  Kessel  gans 
mit  gesättigtem  Dampfe  von  10  Atmosphären  gefallt  war,  so  wer- 
den: 3,2  Frocent  der  ganzen  Dampftaiasse  condensirt,  and  es 
findet  eine  8,i3-fache  Vargr&ssenuig  des  Volumens  statt. 

Die  Gleichung  5)  kann  auch  auf  den  Fall  des  Ausflusses  in 
einen  luftleeren  Baum  vom  Volumen  v,  —  t>j  angewendet  werden. 
Man  erhält  für  diesen  Fall,  indeio  mau  ^  =  0  setzt,  die  Gleichung: 

10)  '^(^-',)  +  ^,Pi, 

P» 
welche  nach  Substitution  der  oben  beispielsweise  gewählten  Zahlen- 
werthe die  folgende  Form  annimmt: 

11)  X,  =  0,16666  +  0,872  .  x,. 

Nach  §  216  (Gleichung  8)  entspricht   diesem  DuDpfgewichte   das 
Volamen: 

12)  p,  =  0,2743 -i- 1,4388.  :c,. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  für  den  hier  als  Beispiel  ge- 
wählten Fall   die  nachfolgenden    zusammengehörigen  Zahlenwerthe: 
Xi=0  0,1  0,5  0,9668 

ar,  =  0,166      0,253  0,602  1 

p,  =0,001      0,01987       0,09536       0,18145 
V,  +  0,274      0,418  0,994  1,661. 

Für  einen  Werth  von  x,,   welcher   grösser  ist  als  0,9568,    wQrde 
man    aus    Gleichung  11)    für  x^    einen   Werth   erhalten,    welcher 

«9» 
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^Saser  ist  als  „Eins",  woraus  zu  schliessen  ist,  dass  in  diesem 
Falle  der  Dampf  io  den  fiberhitzten  Zustand  flbergehen  värde. 
Die  Gültigkeit  der  Gleichnng  II)  ist  daher  an  die  BediogDng  ge- 
knflpft:  dass  x^^  <  0,9568  war. 

§  220. 
CompfBuIon  b«i  plOblichN-  Druck-Zurahaie. 

Die  Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen  kann  auch  auf  den 
in  Fig.  602  dai^estelUen  Fall  angewendet   werden,   bei   welchem 
angenommen  ist:  dass  der 
F'B-  W®-  äassere    Druck    plötzlich 

TOD  p^   bis  p   zunahm 
und  während  des  hierauf 
erfolgenden    beschleunig- 
ten Torrückens  des  Kol- 
bens die  constante  GrOsse 
p  beibehielt.  Während  bei 
dem  im  vorigen  Paragra- 
phen   behandelten    Falle 
die    innere   Warme    ab- 
7      nahm,    findet   hier   eine 
Zunahme    der    inneren 
Wärme    statt   —    und  zwar  um   daa  Aequivalent   der   durch   die 
schraffirte  Bechteckfläche  dargestellten  Arbeit.    Aus  der  Gleichnng  4) 
des  vorigen  Paragraphen  erhält  man  für  das  Dampfgewicbt  am  Ende 
der  Compression  den  Wertb: 

1)    X  ^  ~  ''^''  ~  ''^  "*"  ^'  ^^'  "^  '^^"'■* 
Pi  +  ■^P'*i 
Denkt  man  sich  die  Compression  gerade  so  weit  fortgesetzt,  dass 
der  nachberige   Gleichgewichtedruck  p^   gleich  p  wird,   so  ergiebt 
sich  für  diesen  speciellen  Fall  die  Gleichung: 

Pi  +  ^Pi«i 
Wenn  z.  B.  der  äussere  Druck  plötzlich  ron  1  Atmosphäre 
bis  auf  10  Atmosphären  vergrössert  wurde,  und  die  Compression 
alsdann  gerade  so  weit  fortgesetzt  wird,  dass  der  nachherige 
Gleichgewichtsdruck  ebenfalls  10  Atmosphären  beträgt,  so  erhält 
man  nach  Substitution    der   im    vorigen  Paragraphen  angegebenen 
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0,0916 

0,0169 

0 

0,166 

0,161 

0,004 

0,001. 
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Werthe  —  indem  man  zagleieh:  p,  =  103330  setzt  —  die  Glei- 
chung: 

3)  »,  =  —  0,1717  4-1,8762.«,. 

Ffir  die  beiden  Yoloiniiia  findet  man  auf  dieselbe  Waise  wie  im 
vorigen  Paragraphen  die  Werthe: 

4)  r.  =0,001+1,65.«,, 

5)  fj  =  —  0,0314  +  0,364.«,. 

Aus  den  letzteren  drei  Gleichungen  ergehen  sich  die  nachfolgenden 
zusammengehörigen  Zahlenwerthe: 

»,=0,626      0,5  0,196 

»,=1  0,766       0,196 

r,  =1,03        0,826       0,324 

r,  =0,19  0,146  0,038 
Diese  Tabelle  zeigt:  dass  mit  der  Compression  eine  Ver- 
dampfoDg  verbunden  sein  wird,  wenn  x,  grosser  als  0,196 
war,  eine  Condeosation  dagegen,  wenn  x,  kleiner  als  0,196 
war.  Dieselbe  ze^  Terner  —  da  »,  weder  grOsser  als  1,  noch 
kleiner  als  0  werden  kann  —  dass  die  obigea  Oleichangen  nicht 
mehr  als  gültig  zu  betrachten  sind,  wenn  «,  entweder  grosser 
als  0,625  oder  kleiner  als  0,0915  war.  Im  ersteren  Falle  wttrde 
die  ganze  Masse  schon  vor  Beendigung  der  Compression  im  Zu- 
stande des  überhitzten  Dampfes  sich  befinden;  im  letzteren  den 
tropfbar  flüssigen  Aggregat-Zustand  angenommen  haben. 

Für  diejenige  GrOsse  x,  welche  das  anfängliche  Dampfgewtcht 
T,  haben  musste,  wenn  bei  der  Oompresdon  weder  Verdampfung 
noch  CondensatioD  stattfinden  soll,  erhält  man  aus  GleicbuDg  2), 
indem  man  darin:  «^  ^ar,  =«  setzt,  den  Werth: 

6)  x=  ^C.-^)    - 

P.  +  ^Pi«!  —  (Pi  -\-  M«l) 
Nach  §  209  (Gleichung  1)   kann   man   diesem  Anadrucke,    indem 

man  zugleich:  -^  =  n  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

„  C=  ,   "'■-'■' 

"(•-.— hj+p.—"-. 

Wenn  der  antingliohe  Drnok  wieder  gleich  1  Atmosphäre  ange- 
nommen wird,  80  ist:  t,  =  100,  p,  =  496,3,  r,  =636,6  zu  setzen, 
und  für  diesen  Fall  wird: 

c(l,  —  100) 


8)    1  = 


n.  40,2  + 496,3  — r, 
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Hit  Benatzung  der  Tabelle  des  g  214  erhält  man  aas  dieser  Glei- 
chung £.  B.  die  nachfolgenden  insanunengehfirigen  Werthe: 
n=     2  5  10  14 

a:  =  0,381  0,27  0,19G  0,166. 
Wenn  die  anfängliche  Dampfmenge  grosser  war,  so  findet  Yer- 
dampfuDg  statt;  wenn  dieselbe  kleiner  war,  eo  findet  Con- 
densation  statt.  Dem  Grenzfolie,  in  welchem  weder  Verdampfung 
noch  Condensaüon  stattfindet,  entspricht  —  wie  die  obigen  Zsiilen- 
werthe  zeigen  —  eine  nm  so  kleinere  anftnglicbe  Dampfinenge, 
je  grosser  die  nachher  erfolgende  plötzliche  Dmcksteigemng  ist 


iMbuM  und  laathermiR  dM  Etigtbltts*. 
Wenn  man  durch  die  Temperatarfläche  eine  Ebene  legt:  pa- 
rallel zur  verticalen  Temperatur -Achse  und  zur  horizontalen  To- 
lumen-Achse  (also  rechtwinkelig  zur  horizontalen  Drock-Acfase),  so 
erb&lt  man  als  Dnrchschnittslinie  der  TemperaturflSehe  mit  dieser 
Tertical- Ebene  eine  „Isobare"  oder  „Linie  constanten  Drnckes". 
^     g^  Eine    solche   Isobare    enthalt 

im  Allgemeinen    zwei  gerad- 
/     linige     horizontale    Strecken, 

'        Ton    denen    die    obere   dem 

Terdampfen,  die  untere 
dem  Gefrieren  des  Wassers 
entspricht  Da  die  Horizontal- 
curren  der  Temperatuifl&ebe 
die  Isothennen  darstellen,  so 
ist  Ton  jenen  beiden  Horizon- 
tatstrecken  eine  jede  zugleich 
eine  isothermtsche  Strecke. 
So  z.  B.  fftllt  bei  derjenigen 
Isobare,  welche  dem  constan- 

ten  Drucke  von  1  Atmosphire 

"  entspricht,  die  obere  Horizon- 

talstreeke  mit  der  Isotherme  Ton  + 100",  die  untere  mit  der  Iso- 
therme von  Null  Orad  (Celsius)  zusammen  (Fig.  603).  Die  Länge 
der  oberen  Horizontalstrecke  reprfisentirt  die  beim  Verdampfen 
eintretende  (ungefShr  1650-foche)  Volumen -VeigrOsserang;  die 
Länge  der  ooteren  Horizontalstrecke  repräsentirt  die  beim  GeMeren 
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des  Waasen  stattfiadende  Volumen- VeigrOsserong,  welche  letztere 
angenhr  9  Procent  betri^.  Denkt  man  sich  durch  einen  Punkt 
der  nnt«ren  HoriEontalstrecke  eine  Verticale  gelegt,  so  erkennt 
naan:  dass  bei  gegebenem  Drucke  einem  und  demselben  Werthe 
y-    Mu  .des  Volumens  unter 

gewissen  Umstän- 
den drei  verschie- 
dene Temperaturen 
entsprechen  kOnnen, 
insofern  die  Linie 
constanten  Dnickea 
TOD  jener  VerUcalen 
dreimal  gesehnitten 
wird. 

Mit  dem  Wacbsen 
des  Druckes  ist  eine 
Zunahmeder  Tem- 
peratur des  gesät- 
tigten Dampfes  und 
eine  Abnahme  der 

Temperatur  des 
schmelzenden  Eises 
verbunden.  In  einer 
lonie  von  constw- 
tem  Drucke,  welcher 
mehr  als  1  Atmo- 
spbftie  betragt,  wird 
daher  die  obere  Ho- 
rizontalstrecke  eine 
höhere,  die  un- 
tere dag^n  eine 
tiefere  Lage  an- 
nehmen. Wenn  man 
die  Temperator- 
flftehe  wiederum  als 
eine  Gebirgsober- 
flfiehe  sich  vorstellen  wollte,  so  wSrde  der  den  Uebergai^  aus 
dem  tropfbar  flflssigen  in  den  festen  Aggr^atzustand  repriaenti- 
rende  Theil  des  Qebirges  als  eine  gesimaartig  vorepringende  und 
aberfaängende  Felswand  siidt  darstellen  (Fig.  604). 


1 
i 

Ix 

"'■^... 

A^ 

Jlf\ 
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Denkt  nun  sich  dnrch  den  unteren  Theil  dieses  Temperatnr- 
Oebir^  eine  horizontale  Ebene  gelegt,  so  erhftlt  man  als  Dnreh- 
schnittslinie  derselben  mit  der  Temperatnrfl&cbe  eine  laothenne, 
welche  nngefAhr  die  in  Fig.  606  dargestellte  Form  hat.  Diese 
iBotherme  hat  — •  ebenso  wie  die  Linie  constanten  Druckes  — 
4  Bckpnnkte  nnd  zwei  geradlinige  Strecken,  von  deren  Bedeutung 
man  eine  klare  Vorstellung  gewinnt,  indem  man  sich  die  Wa?ser- 
masse  ana  dem  Zustande  des  überhitzten  Dampfes  durch  iaother- 
miscbe  Gompression  allmählich  in  den  festen,  nod  hernach  in  den 
tropfbar  flössigen  Aggregatzustand  übergefabrt  denkt.  Der  Eck- 
fonkt  M  entspricht  dem  TJebergange  des  Dampfes  aus  dem  aber- 
hitzten in  den  gesattigten  Zustand.  Die  geradlinige  Sbwle  MN 
Teranschanlicht  den  allmählicheii  ITebergang  aus  dem  dampf- 
förmigen in  den  festen  Äggregatznstand  (Schneebildung).  Der  Eck- 
punkt L  bezeichnet  den  Beginn  des  erst  bei  höherem  Drucke 
«intreteoden  Schmelzena,  und  die  geradlinige  Strecke  LK  veran- 
schaulicht den  allmählichen  üebergaog  aus  dem  festen  in  den 
tropfbar  flüssigen  Aggr^tzustand. 

Die  Isothermen  des  Eises  unterscheiden  sich  also  ron  den  in 
Fig.  605  durch  die  punktirte  Linie  repräsentirten  Isothermen  der 
höheren  Temperaturen  dadurch:  dass  an  der  Stelle  doj  einen  Eck- 
punktes J  bei  den  ersteren  die  drei  Eckpunkte  ^,  X,  f  auftreten. 
Den  üebergang  von  der  ersteren  znr  letzteren  Gruppe  bildet  eine 
4)estimmte  Isotherme,  welche  (wie  in  den  folgenden  Panf^aphen 
gezeigt  werden  soll)  nm  0,007  44  Grad  oberhalb  der  Isotherme 
von  Null  Grad  (Celsius)  liegt.  Die  letztere  selbst  ist  also  noch 
EU  der  Gnippe  der  Isothermen  des  Eises  zu  zählen.  Jene  üeber- 
^ngs-Isothenne  von  -|-  0,007  44  Grad  entspricht  derjenigen  Tempe- 
fatnr,  bei  weldier  eine  Wassermasse  getrieren  (oder  eine  E^mosse 
schmelzen)  würde,  wenn  dieselbe  unter  dem  Drucke  des  bei  dieser 
Temperatur  gebildeten  Dampfes  sich  befände. 

Wählend  die  Isothermen  im  AUgemeinan  mit  horizontmlen  FoRHiregeii  anf 
der  Oberfläche  eiDes  Gebirges  TergUchMi  werden  konnten,  enoheint  diawrVer- 
gleich  hinsichtlich  der  Isothermen  des  Eiies  iiuofem  nicht  intreffend:  ftia  die 
letzteren  streekenweiae  an  der  UnterflEche  einer  Überhängenden  Felnrand  ent- 
lang laufen. 

Der  Temperator  von  -f-  0,007  44  Grad  (Celsius)  entspricht  ein   ~ 
Dampfdruck  von  0,006  Atmosphären.     Wenn  man  die  in  Fig.  604 
angedeutete  Constmction  der  Linien  constanten  Druckes  nach   der 
Seite  der  kleineren  Drücke  weiter  fortsetzte,  so  würde  sich  ergeben, 
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dus   bei   dem  Dracke   von  0,006  Atounphären    die    beiden  Hori- 

zontalstrecken   znsammeDblleii,    innfeni   eine  jede   von  beiden  in 

„.    ^1^  die  geradlinige  Strecke  der 

,.  Isotherme  von +0,00744 

/        Gnd  hineinf&llt  Bei  noch 

^  j^/  kleinerem  Drucke  nimmt 

\  die  Linie  constanten  Dru- 

/  ckes  die  in  f^g.  606  dar- 

'  gestellte  Form  an.   Diese 

Linie   enthält   nnr  eine 

y      geradlinige       boriiontale 

(^  Strecke    MS,     entspre- 

chend dem  directen  Uebergange  aas  dem  dampfförmigen  in  den 
festen  Äggregatznstand. 


Kantmi  d«r  TsmpantnrlUche  dM  Wumti. 
Denkt   man   sich  in  Fig.  604  die  Gonstruction  der  Isobaren, 
oder  in  Fig.  606  die  CoDstrnction  der  Isothennen  weiter  for^esetzt, 
so  erkennt  man:  dass  den  Eckpunkten  jener  Linien  die  £anten 
der  Temperatntfiäcbe   entsprechen.     Diese  Kanten    bilden   zugleich 
die  Grenzlinien  för  die 
Pig.  «n.  ^^^.       puujhengeWete, 

welche  den  drei  ver- 
schiedenen Aggi^at- 
znständen  entsprechen. 
Diese  drei  Gebiete 
grenzen  Jedoch  nicht 
unmittelbar  an  einan- 
der-, sondern  dieselben 
sind  durch  drei  üeber^ 
gangagebietfl  ron  ein- 
ander getrennt  (Fig. 
607).  Jedes  dieser  drei 
Uebergangegebiete  hat 
die  Form  einer  cylindrlsch  gekrümmten  Fläche,  deren  erzeugende 
gerade  Linie  der  Volumen- Achse  parallel  ist,  erscheint  also  in  dar 
Bichtnng  der  letzteren  gesehen  als  eine  Linie.  In  Bezog  anf  die 
Wasserkante  JW  und  die  Dampfkante  LD  darf  man  annehmen: 
dass  dieselben  in  einer  bestimmten  H0he  —  entweder  in  einander 


^rr 
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äbergehen  oder  in  der  Flflche  rerhiufea;  ineofem  bei  sehr  hohen 
Temper&turen  hdchst  wahrscheinlich  ein  Unterschied  twiscben 
tropfhar  flässigem  and  dampfförmigem  Aggregatzuatande  flber- 
banpt  nicht  mehr  existirt. 

Jedem  bestioimten  Punkte  der  Tempeniturfläche  entspricht 
ein  bestimmtes  Werthen-Sjstem  der  drei  Coordinaten:  j),  v,  T,  und 
durch  diese  drei  Werthe  ist  im  Allgemeinen  aoch  der  Zustand 
der  ganzen  Masse  eindeutig  bestimmt  Einen  hemerkenswerthen 
Ausnahmefall  jedoch  bildet  die  G^sammtheit  derjenigen  Funkte, 
welche  in  der  geradlinigen  Strecke  JKL  der  Isotherme  von 
+  0,007  44  Grad  (oder  der  Isobare  von  0,006  Atmosphären)  liegen. 
Die  in  dieser  geradlinigen  Strecke  übenden  Punkte  entsprechen 
denjenigen  Werthen  des  Druckes  und  der  Temperatur,  bei  wel^^en 
das  Wasser  in  allen  drei  Ag^regatzustäuden  gleichzeitig  exi- 
stiren  kann.  Wenn  zwar  durch  irgend  einen  gegebenen  Punkt 
dieser  Strecke  auch:  Druck,  Temperatur  und  Volumen  der  ganzen 
Masse  gegeben  sind,  so  ist  doch  der  innere  Zustand  derselben 
hierdurch  noch  keinesw^s  genügend  bestimmt,  insofern  die  Kennt- 
niss  des  Oesammtvolnmeus  noch  nicht  ausreicht  zur  Bestim- 
mung des  Verb&ltnieses,  in  welchem:  Dampf,  Wasser  und  Eis 
mit  einander  gemischt  sind.  Da  die  innere  Wärme  des  Dampfes 
aber  betrftchtticfa  grösser  ist  als  die  des  Wassers,  and  die  des 
letzteren  wiederum  grosser  als  die  des  Eises,  so  ist  mit  der  Lage 
jenes  Punktes  die  innere  Wärme  des  Gemisches  noch  keineswegs 
g^eben ;  vielmehr  werden  einem  und  demselben  Punkte  dieser 
Strecke  unendlich  viele  verschiedene  Werthe  der  inneren  Wärme 
entsprechen  kOnnen. 

So  würde  z.  B.  der  Punkt  K  dieser  Strecke  ebensowohl  den- 
jenigen Znstand  bezeichnen  kOnnen,  in  welchem  eine  Wassennasse 
von  1  Eil.  Gewicht  sich  befindet,  wenn  in  Folge  des  Gefrierene 
der  ganzen  Masse  ihr  Volumen  um  9  Frocent  zugenommen  hat, 
als  auch  denjenigen  Zustand,  in  welchem  diese  Wassermasse  sich 
befinden  würde,  wenn  in  Folge  partieller  Verdampfung  ihr  Vo- 
lumen um  9  Procent  sich  vergr&ssert  hätte.  Im  letzteren  Zustande 
aber  würde  die  Masse  an  innerer  Wärme  uugeföhr  80  Wärme- 
Einheiten  mehr  enthalten  als  im  ersteren  Zustande. 

Diese  geradlinige  isothermische  und  isobarische  Strecke  JKL 
(Fig.  607)  bildet  in  ihrer  ganzen  Längen-Ausdehnung  zugleich  eine 
Kante  der  Temperaturfiäche,  und  da  diese  Kante  vor  allen  übri- 
gen Unien  und  Kanten  der  Temperaturfiäche  durch  die  oben  g»* 
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Dftnnten  bemerkenswertheD  Bigensebaften  sich  auszeichnet,  so  soll 
dieselbe  im  Folgenden:  „die  Hanptkaote  der  Temperstntflftcbe" 
geflannt  werden. 

Die  Dampfkante  LD  konnte  man  anoh  die  „Nebelkante" 
nennen,  inBOfern  die  beginnende  CondenBation  durcb  Nebelbildung 
sich  charakterisirt,  nnd  die  Wasserkante  JW  konnte  man  die 
„Regenkante"  oder  die  „Tfaaukante"  nennen,  insofern  das 
Prodnct  der  roUendeten  Condensation  als  R^en  oder  Than  sich 
darstellt  Die  Eante  FJ  kann  aufgefasst  werden  als  diejenige 
IdDie,  in  welcher  das  Gefrieren  des  Wassers  beginnt,  und  aus 
diesem  Ontnde  die  „Frostkante"  genannt  werden.  Die  Kante  SK 
kann  aufgefasst  werden  als  diejenige  Linie,  in  welcher  das  Schmel- 
zen des  Eises  beginnt,  und  aas  diesem  Grunde  die  „Schmelz- 
kante"  genannt  werden.  Die  Kante  BK  kann  die  „Reifkante" 
oder  „Schneekante"  genannt  werden,  insofern  das  Product  des 
directen  Ueberganges  aus  dem  dampfftnnlgen  in  den  festen  Aggre- 
gatzQstand  als  Reif  oder  Schnee  sich  darstellen  wflrde. 

§223. 


Nach  dem  Clapeyron-Clansins'schen  Gesetze  (§  208,  Gt^ 
cbung  fi)  kann  die  Beziehung  zwischen  Druck  und  Temperatur 
des  gesättigten  Wasserdampfes  ansgedrflckt  werden  durch  die 
Differenzialgleichung : 

'     dT       AuT 
Dem  Werthe  T=273  (oder  2  =  0)  entsprechen  nach  den  Tabellen 
des  §  214  und  des  §  215  die  Werthe:  r  =  606,6  and  m  =  210,66. 
In   der  Isotherme    von  Nnll  Grad  (Celsius)    nimmt  also  der  obige 
DifferenzialqaoUent  den  folgenden  Werth  an: 
dy_  424.606,5 
^^     dr -210,66.  273  ~*'*^^'*' 
TOD  welchem  der  fQr  die  Isotherme  -|-  0,007  44  Grad  zu  berech- 
nende Werth  desselben  nur  um  eine  verschwindend  geringe  Grosse 
verschieden  ist. 

Die  in  §  208  fSr  den  Uebergang  ans  dem  tropfbar  flüssigen 
in  den  dampfförmigen  Aggregatznstand  gefundene  Gleichung  5) 
darf  auch  für  den  Uebergang  aus  dem  festen  in  den  tropfbar  flfi»- 
sigeo  Aggregatzustand  als  gfiltig  betrachtet  werden,  sobald  darin 
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statt  „u":  die  beim  Schmelzen  sintretende  (negative)  Tolumen- 
TergrOsserung  und  statt  „r":  die  Scfamelzw&rme  des  EÜsea  Bal>- 
stitairt  wird. 

Bei  atmosphftriBchem  Dracke  nnd  der  diesem  Drncke  ent- 
sprechenden Schmelztemperatar  von  Null  Grad  (Celsius)  hat  die 
Schmelzwärme  des  Eises  die  QrOsse: 

3)  1  =  80, 

d.  h.  es  wilrde  bei  diesem  Drucke  eine  Zoffthrnn;  TOn  80  W&rme- 
ISnheiten  erforderlich  sein,  um  1  Kilogramm  Eis  von  der  Tempe- 
ratur Null  Qrad  (Celsius)  in  Wasser  von  der  Temperatar  Null  Grad 
zu  verwandeln.  Beim  Schmelzen  vermindert  sich  das  Yoltunen  der 
Masse  um  die  Grosse: 

4)  u  =  0,001  09  —  0,001  =0,000  09  Cobikmeter, 
tmd   der   auf  die  Banmvermindemng   fordernd  einwirkende   atmo- 
sphftrische  Druck  verichtet  hierbei  die  mechanische  Arbeit: 

ö)  a  =  10  333  .  0,000  09  =  0,93  HeterUlogiamm. 
Diese  mechanische  Arbeit  liefert  —  in  Wftrme  verwandelt  —  einen 
Beitrag  tob  0,002  2  Wärme-Einheiten  zu  derjenigen  Wärme-Quan- 
tit&t,  welche  von  der  schmelzenden  Hasse  als  innere  Wftrme  auf- 
genommen wird.  Da  dieser  Beitrag  einen  verschwindend  kleinen 
Braohtheil  von  dem  ganzen  Zuwachse  der  inneren  Wftrme  bildet, 
80  darf  man  ohne  Bedenken  jene  äussere  Arbeit  ganz  unberück- 
sichtigt lassen  und  annehmen:  dass  bei  der  Temperatur  von  Null 
Qrad  ein  Kilogramm  Wasser  l  Wärme-Einheiten  mehr  enthält  als 
ein  Kilogramm  Eis,  oder  dass  die  innere  latente  Wärme  des  Was- 
sers dieselbe  Grösse  bat  wie  die  Schmelzwärme  des  fSses. 

Wenn  man  in  der  Gleichung  1)  nnnmehr  „ —  u"  an  die  Stelle 
von  „-{-  u"  und  „l"  statt  „r"  setzt,  so  erhält  man  fSr  die  Bede- 
lang  zwischen  „Druck"  und  „Schmelztemperatur"  die  folgende 
Differmzialgleichung: 

6)    ^  = '-, 

in  welcher  die  Grössen  {  und  u  als  Functionen  von  T  so  liekacb- 
ten  Bind.  Der  Tempentnr  7^273"  entspredien  die  in  den  Glei- 
ehnngen  3)  und  4)  angegetKnen  Werthe,  nnd  nacli  Substitution  der- 
aellwn  erli&lt  man  inr  den  obigen  Dilferenzialqnotienten  den  Werth: 
,,      dp  424  .  80  ,  „j.  ^ . . 

"  dT =-ö;ööb^9r273= -"*""'• 


D,„.z,d,  Google 


FlSehenwinkfll  4n  der  Hanptkante.  621 

Kner  Drock-VergrOBserung  om  1  380  545  Eil.  (oder  133,6  Atmo- 
sphären) würde  Meinach  eine  Erniedrigang  der  Schmelztetnpe- 
ratar  am  1  Qrad  (Celsius)  entsprechen,  wenn  angenommen  werdw 

dfirfte,  dass   der  Differenzialqnotient  ■—  bei  dieser  Temperatur- 

Aendern&g  den  obigen  constanten  Werth  beibehilt  In  Bezug  auf 
den  zwischen  der  Frostkante  and  der  Schmelzkante  liegenden 
Flächenstreifen,  welcher  das  Qemisch  Ton  Eis  and  Wasser  reprä- 
sentirt  (Fig.  607),  ergieht  sich  hieraas,  dass  derselbe  in  der  Nähe 
der  Baaptkante  am  einen  sehr  kleinen  Neigungswinkel  ron  der 
Horizontal- Ebene  abweicht,  insofern  einer  sehr  beträchtlichen 
Drack-VergrOsserung  eine  äusserst  geringe  Senkung  der  Isotiierme 
des  Schmelzpunktes  entspricht 

ESner  Druck -Verminderang  am  1  Eil   wfiräe  nach  QM- 

chnng  7)   eine  Erh9huDg  der  Schmelitemperatnr  um     qqa  f,As 

Grad  entsprechen.  Wenn  also  itir  Druck  von  der  GrOsse:  p  = 
10  333EÜ.  abnimmt  bis  rar  GrSsse:  j)  =  62,58  Eil.,  so  steigt 
der  Schmelzponkt  von  der  Isotherme:  <=i=Nall  Qrad  bis  zu  der 
Isotiierme: 

Da  b«  dies»  Temperatar  der  Dntck  ita  gesättigten  Wasserdampfes 
ebenfalls:  62,58  Eil.  (oder  0,006  Atmosphären)  beträgt,  so  ergiebi 
sich  hieraus  in  Bezog  aaf  die  Lage  der  Haaptkante:  dass  dieselbe 
—  wie  oben  behauptet  warde  —  zusammenailt  mit  der  gerad- 
linigen Strecke'  der  Isotherme  Ton  -|-  0,007  41  Grad  und  der  Iso- 
bare  von  0,006  Atmosphären. 

Die  Beifkante  BK  (Fig.  607)  kann  aufgeftast  werden  als 
diejenige  Linie,  in  welcher  der  directs  üebergang  des  Eises  in 
den  dampfl&nnigen  Zastand  beginnt.  Um  die  Gleichung  5)  des 
§  208  anf  die  Verdampfung  das  Eises  anzuwenden,  hat  man  „r  -f  I" 
an  die  Stelle  von  „r"  zu  setzen,  und  „u  —  u"  an  die  Stelle  von 
„u"  zo  setzen;  man  erhält  dann  fdr  die  Beziehung  zwischen  Druck 
and  Verdampfangstemperatur  des  Eises  die  DifferenzialglMcbungr 

9^      *. ^+1.      . 

'     dT       A(u—  u)  T 

Id  der  Isotbwnie  tod  NnU  Grad  (Celaiiu)  nimmt  dieser  Differen- 
mlqaotient  den  folgenden  Wertli  an: 
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dp  _        424(606.5  +  80)        _ 
-'      dT        (210,66  —  0,00009)273  '     * 

Ton  welchem  der  für  die  Isotherme  von  -\-  0,007  44  Grad  za  be- 
rechnende Weith  desBelben  nur  am  eine  Terscbwisdend  kleine 
Grösse  Terschiedeo  ist.  Die  Vergleiebnng  dieses  Werthes  mit  dem 
ia  Gleichung  2)  für  diesen  DitferenzialquotieDtea  gefundenen  Werthe 
seigt,  dass  die  Hauptkante  JKL  (Fig.  607)  in  dem  Tbeile  KL 
eine  einspringende  Kante  bildet,  wShrend  dieselbe  io  dem  Tbeile 
JK  eine  TOrgpringende  Kante  bildet. 

§  224. 
DlicontinuitHt  beln  UabmchralUn  dar  Huiplkinto. 

Im  Allgemeinen  wird  eine  gegebene  Zustands-Aenderung  stets 
aufgefasst  werden  l^Onnen  als  Bewegung  eines  Punktes  längs  einer 
bestimmten  Linie  In  der  TemperaturBäche.  In  der  Form  dieser 
Bahnlinie  prägt  sich  das  Gesetz  aus,  nach  welchem  die  Zusttuida- 
Aendero&g  erfolgt 

Wenn  in  jedem  Punkte  der  Temperatorfläohe  durch  die  zu- 
gehörigen Werthe  der  drei  Goordinaten  mit  der  Lage  des  Posktes 
zugleich  auch  der  Zustand  der  Masse  eindeutig  bestimmt  wate, 
80  kflnnte  eine  jede  zusammenhängende  Linie  in  der  Temperatur-' 
fläche  als  Bepräsentant  einer  stetigen  Zastanda-Aenderung  be- 
trachtet werden,  insofern  der  Zurückl^ang  eines  unendlich  kleinen 
Weges -Elementes  immer  nur  unendlich  kleine  Aenderungen  aÜM- 
derjenigen  Grossen  entsprechen  wfirden,  welche  den  Zustand  der 
Masse  charakterisiren.  Auch  an  solchen  Stellen,  wo  jene  Idoie 
etwa  eine  Kante  der  Temperaturfläche  durchschneidet,  wflrde  die- 
selbe immer  noch  als  Darstellung  einer  stetigen  Zostands-Aend»- 
rung  gelten  kOnnen,  obwohl  das  Gesetz  derselben  beim  TJeber- 
schreiten  der  Kante  im  Allgemeinen  eine  plStzUche  Aenderung  er- 
leiden wird. 

Nach  §  222  repräsentirt  die  Hanptkante  in  ihrw  ganten 
Längen-Ausdehnung  von  J*  bis  X  den  singnlären  Auanahmehll, 
in  welchem  die  oben  erwähnte  Vorbedingung  nicht  erfülU  ist 
Jedem  bestimmten  gegebenen  Punkte  der  Hanpäante  entspricht 
zwar  ein  bestimmtes  Werthen-System  der  drei  Coordinsten:  p,  v.  T\ 
aber  jedem  von  diesen  Werthen- Systemen  kOnnen  unendlich  viele 
verschiedene  Werthe  der  inneren  Wärme  V  entsprechen.  Es  kann 
also  hier  eine  Zustands-Aenderung  stattfinden,  ohne  von  gleich- 
zeitiger Aendemng  der  Goordinaten  begleitet  zu  sein. 
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Wenn  man  das  die  Hauptk&nte  durchschneidende  unendlich 
kleine  Ljnienstfick  Jf  ^  als  Bahn -Element  des  in  der  Temperatur- 
flache  sich  bewegenden  Zustandspunktes  betrachtet,  so  ergiebt 
sich,  dass  bei  dem  üebergange  von  M  nach  N  die  Grosse  TJ 
sprungweise  aas  einem  gitesereD  in  einen  kleineren  Werth 
flbergeht,  wfthrend  Druck, 
Fig.  «06.  Volamen  und  Temperatur 
"  gleichzeitjg  nur  unendlich 
kleine  AendeniDgen  erlei- 
den (Pig.608).  Derunmit- 
\£  '  tetbar  oberhalb  der  Haupt- 
\  kante  liegende  Anfengs- 
pnnkt  M  repräsentirt  ein 
Gemisch  von  Wasser  und 
Dampf;  der  unmittelbar 
'^  unterhalb  derselben  lie- 
gende Endpunkt  N  reprä- 
swtirt  ein  Gemisch  von  Eis  und  Dampf.  Jedem  dieser  beiden 
Punkte  entspricht  ein  bestimmter  Werth  von  U,  und  diese  beiden 
Werthe  sind  um  eine  endliche  Grösse  von  einander  verschieden, 
welche  einen  Uaximalwerth  von  mehr  als  80  Wärme-Einheiten  er- 
reicht, wenn  die  Uebergangsstelle  nach  dem  Punkte  K  hin  verlegt 
wird.  Einer  stetigen  Aenderung  der  Grösse  V  wQrde  eine  dis- 
continuirllche  Bewegung  des  Zustandspunktes  entsprechen.  Der- 
selbe wfirde  bei  seiner  Ankunft  an  der  Uebergangsstelle  plötz- 
lich zum  Stillstande  gelangen,  um  an  dieser  Stelle  so  lange  eu 
verweilen,  bis  jene  Aenderung  der  Grösse  U  sich  vollzogen  hat, 
und  erst  nach  Beendigung  derselben  seine  Bewegung  Ungs  des 
unterhalb  der  Hanptkante  übenden  Theiles  der  Bahnlinie  weiter 
fortsetzen. 

Zar  TeransebiiiilichaDg'  dieser  XtiBCODtianität  konnte  man  aich  die  Tem- 
per&tnrfl&cfae  längt  der  ^Dien  Länge  der  Hanptkante  aafgeaohnüten  denken 
und  die  letiter«  als  eine  ani  iwei  unendlich  n&he  bei  «inander  liegenden 
Partllelkantui  laearomengeaetite  Doppelkante  anfTasMn.*}  Die  iwei  Farallel- 
kaoten  kann  man  lioh  durch  eine  Elaft  getrennt  denken,  deren  Tiefe  an  der 
Stelle  K  ein  Uaiimnm  erreicht  und  von  da  nach  beiden  Selten  bin  bii  Nall 
abnimmt  —  wobei  jedoch  der  Aosdmck  .Tiefe*  nicht  im  rfinmlicbeo,  »ondern 
im  flgfitlichen  Sinne  in  denten  sein  wQrde. 

*)  Ve^l.  C.  NonmaDu:  .Torleenngen  über  die  mechanische  Theorie 
der  Wärme',    S.  IS». 
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AdialMÜMb«  V9btntänH»»t  dar  Haaptkant*. 
Bei  adütbatiscber  Aasdehnung  eines  GemiBches  Ton  Wasser 
und  Dampf  nehmen  Temperatur  nnd  Druck  stetig  ab  bis  zn  dem 
Augenblicke,  in  welchem  die  sinkende  Temperatur  den  Werth 
-J-  0,007  44  Onid  (Celsius)  erreicht.  In  diesem  Augenblicke  beginnt 
das  Wasser  eu  gefrieren,  und  die  hierbei  frei  werdende  Wärme 
wird  ein  ferneres  Sinken  der  Temperatur  so  lai^e  verhindern,  als 
noch  ein  Theil  der  Hasse  im  tropfbar  flüssigen  Zustande  sich  be- 
findet. Die  Adiabate  SS 
Fig.  609.  ^^  j^pj    ^n    ^gy  g^^ljg 

M,  wo  dieselbe  die  Hanpt- 
kantfl  erreicht,  einen  Eck- 
punkt bilden,  und  das  nun 
folgende  StQck  der  Adia- 
bate wird  als  geradlinige 
horizontale  Strecke  mit 
der  Hauptkante  selbst  zu- 
sammenfallen (Fig.  609). 
Nachdem  das  Gemisch  von. 
Wasser  und  Dampf  in 
ein  Gemisch  Ton  Eis  und 
Dampf  sich  verwandelt  hat,  beginnen  Druck  und  Temperatur  von 
Neuem  zu  sinken.  Der  Endpunkt  der  horizontalen  Strecke  MN 
bildet  daher  einen  zweiten  Eckpunkt  der  Adiabate. 

Die  Bewegung  des  Znstaudspunktes  längs  der  horizontalen 
Strecke  MN  repräsentirt  eine  Zustands-Aenderung,  bei  welcher  ein 
Theil  des  Wassers  gefriert,  während  gleichzeitig  der  andere  Theil 
in  Dampf  verwandelt  wird.  Die  beim  Gefrieren  des  ersteren  frei 
werdende  Wärme-Quantität  wird  zur  Verdampfung  des  letzteren  in 
Anspruch  genommen.  Wenn  mit  x,  das  dem  Anfangspunkte  M 
entsprechende  Dampfgewicht  bezeichnet  wird,  und  mit  x,  die  Grösse, 
welche  das  Dampfgewicbt  am  Ende  jener  Zustands-Aendernng  er- 
reicht hat,  so  ist  1 — X,  das  Gewicht  des  gefrierenden  Theiles, 
und  Xf  —  Xj  das  Gewicht  des  verdampfenden  Theiles  der  ursprüng- 
lich vorhanden  gewesenen  Wassermasse.  Die  Verdampfung  des 
letzteren  Theiles  erfordert  die  Wärme-Quantität: 
1)     Q  =  r(x,—x,), 
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und  die  b«im  Gefrieren  des  ersteren  Theiles  frei  werdende  Wilrme> 
Qaantit&t  hat  eben  dieselbe  Grösse: 

2)  Q  =  lH-x,). 

Durch  Gleichsetzung  der  obigen   beiden  Werthe  erhält  man  eine 
Gleichung,  welche  für  x^  aufgelöst  die  folgende  Form  annimmt: 

3)  .  =  ^.  . 

Der  Verwandlung  von  x^  —  Xj  Eil.  Wasser  in  Dampf  entspricht 
eine  VolnmeD-Znuahme  TOn  der  GrOsse: 

4)  «,  — fi  =  «(a^  — «j), 

und  die   hierbei   von    dem   Dampfilrucke  verrichtete    mechanische 
Arbeit  hat  die  GrOsse: 

5)  a=^u(jCj,  — »,). 

Dieser  in  Fig.  609  durch  die  sehraffirte  Bechteckfläche  dai^estellten 
Arbeit  entspricht  die  Wärme-Quantit&t: 

6)  2  ^  Apu  (arg  —  a;,). 

Der  Temperatur:  i  =  + 0,00744  entsprechen  die  Werthe: 
r  =  606,5,  1  =  80,  /j  =  62,58,  k  =  210;  und  nach  Substitution 
dieser  Werthe  kann  mau  den  obigen  Gleichungen  auch  die  folgen- 
den Formen  geben: 

7)  ar,  =0,1165 +  0,8836.  «■„ 

8)  rg— r,  =2i,5(l  — Xi), 

9)  5  =  3,61(1 —  x,). 

Wenn  ah&ngs  die  ganze  Uasse  im  tropfbar  flässigen  Zustande 
sich  befimd,  so  ist  x^s=0  in  setzen,  und  man  erhält  für  diesen 
Fall  die  Werthe:  «,=0,1165,  w,— «i=24,5,  {  =  3,61.  Bei 
adiabatischem  üebei^nge  eines  Kilogramms  Wasser  in  ein  Ge- 
misch von  Eis  und  Dampf  werden  also  0,1166  Kil.  verdampfen  - 
und  0,8835  EIL  gefrieren.  Das  Volumen  w&cbst  hierbei  um  24,6 
Cubikmeter,  und  von  der  inneren  W&rme  werden  3,61  Wärme- 
Einheiten  in  äussere  Arbeit  umgewandelt. 


Zweih  Hauptglelchuflg  dar  mMshanUchM  Wlrnalheari«. 
In   §  208    wurde    für   die   isothermische  Zustands-Aenderung 
eines  Gemisches  von  Wasser  und  Dampf  aus  dem  zweiten  Haupt- 
sätze der  mechanischen  Wännetheorie  die  Gleichung  abgeleitet: 


1)     Azdp  =  ^- 

agtuitai-ütetmli.    3.  Anll. 
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In  dieser  QleichuDg  bedeutete  Q  die  zum  Hervorbringen  der  iso- 
thermiacben  Volumen  -  Vei^öaseroDg  z  erforderliehe  Wärme-Qnan- 
tität,  uod  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  bedeutete  das  Wilrme- 
Äequivalent  der  in  Fig.  592  durch  den  Bchraffirten  Flacbenstreifen 
geometrisch  dargestellten  ArbeitsgrCäse.  Der  FUcheninfaalt  dieses 
Streifens  konnte  berechnet  Verden  wie  die  Fläche  eines  Bechtecka 

von  der  Höhe  -^  dT  und  der  Grundlinie  m. 

Fär  den  Fall  eiser  nnendlich  kleinen  Volumeo-Vei^Tösse- 
mng  würde  man  dv  statt  z  und  demgem&ss  dQ  statt  Q  in  setzen 
haben;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

i.)      Adx    ^rj,di~         j, 

Mau  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Gleichung  in  dieser  letzteren 
Form  nicht  nur  für  den  in  Fig.  592  dargestellten  Fall  der  gerad- 
linigen Isothermen  des  Gemisches  von  Wasser  und  Dampf,  son- 
dern aacb  für  den  in  Fig.  610  dargestellten  Fall  der  krumm- 
linigen Isothermen  eines 
Fig.  610. 


«f+Üff 


beliebigen  anderen  Kör- 
pers ihre  Gfiltägkeit  be- 
hält, insofern  auch  hier 
der  Inhalt  der  scbrafßr- 
ten  Viereckfläche  berech- 
net werden  kann  wie  der 
Inhalt    eines    Rechtecks 

von   der  Höhe   -^  dT 

und   der   Grundlinie    dp. 
F3r  die  zum  Hervorbrin- 
gen der  unendlich  kleinen 
isotbennischen    Volumen -Vergrössemng    du    erforderliche   Wärme- 
Quantität  ei^ebt  sich  aus  obiger  Gleichung  der  Werth: 

3)     dQ  =  AT{fj)d,. 

Einen  uideren  Ausdruck  für  diese  Wärme-Quantität  kann  man 
ans  der  Gleichung  5]  des  §  181  ableiten,  indem  man  dieselbe  auf 
den  speciellen  Fall  der  isotbermischen  Zustanda-Aenderung  an- 
wendet und  demgemäss  f^  die  Grösse  dp  den  aas  der  Gleichung: 

^)  »=(f )*+(f)* 
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za  entnebmeaden  Werth  ia  jener  Qteichuog  subsütuirt;  man  erbftlt 
dann  die  öleichung: 

in  welcher  Cp  die  specifijche  WArme  bei  cODstantem  Dracke,  and 
c  die  specifiacbe  Wärme  bei  coastaatem  Volumeo  bedeutet.  Die 
Oleiehsetzun;  der  obigen  beiden  Ausdrücke  för  dQ  fuhrt  aledann 
zu  einer  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben  kann: 

e,   .r=(.-c.)(f )(f)..) 

Diese  Gleichung  zeigt:  dasB  von  den  beiden  GrOssen  Cp  and  e^  dis 
eine  allemal  aus  der  anderen  berechnet  werden  kann,  sobald  die 
Gleichung  der  Temperatnrfläcbe  für  den  betreffenden  EOrper  ge- 
geben ist. 

So  z.B.  würde  für  die  atmoBphäri<eh3  Lnft:  pti  =  BT,  folglieb  -7-=-^- 
and  -j-  =  -^  ta  aetun  sein.    FBr  die  beiden  specifiseben  WfirmeD  der  Laft 

eihStt  n»D  alsdann  die  frUher  bereits  mehrfuh  angewendete  Gleichnng  (§  180, 
Oleicbnng  U),  AR  =  ef  —  c,  welcbe  man  benntzen  könnte,  ntn  die  eine  Ton 
diesen  beiden  OrSesen  auf  dem  Wege  der  ßechtinDg  in  bestimmen,  nachdem 
die  andere  diiect  auf  eiperimentellem  Wege  gefanden  war. 

Wenn  man  nunmehr  die  Gleichung  9)  des  §  179  und  die  Glei- 
chung 5)  des  §  181  auf  die  Weise  mit  einander  verbindet;  dass 
man  in  der  letzteren  das  eine  Hai  für  dp,  das  andere  Hai  für  dv 
den  aus  der  ersteren  zu  entnehmenden  Ausdruck  substituirt,  so  er- 
hält man  die  Gleichungen: 

7)  dg~c,dT  +  (c,-,:.){^)d,; 

8)  dQ  =  c,dT~(,:,-c,}(^)dp, 

welchen  maa  mit  Benntzang  des  aus  Gtleichung  6)  für  die  Gr&aae 
Cp  —  Cv  zu  eotnehmenden  Wertlies  aucll  die  feigenden  Formen 
geben  kann; 

9)  dQ^cdT+j^d., 

10)    dQ=c,dT-j^dp. 


*)  Claniins:  .HechaDÜctie  W£rmetheona*.    3.  Aafl.    I.Band  S.  188. 
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§  227. 
SemUch  von  iwei  vartchMenm  Oaurten.*) 

Weon  in  einem  und  demselben  Bannte  zwei  verschiedene  Gss- 
arten  eingeschlossen  sind,  deren  jede  fdr  sich  allein  bestehend  dem 
Huiotte-Gaj-LosBBc'schen  Geselize  gemäss  sich  verhalten  würde, 
so  darf  man  annehmen,  dass  auch  nach  eingetretener  Mischung 
der  beiden  Oase  jenes  Gesetz  seine  Gültigkeit  behalt  —  nicht  nur 
ffir  das  Gemisch  im  Ganzen,  sondern  anch  für  jeden  der  beiden 
Bestandtheile  einzeln  genommen.  Als  Beispiel  kann  die  reine 
atmosphärische  Luft  gelten,  welche  aus  einem  Gemisch  von  Sauer- 
stoff nnd  Stickstoff  besteht.  Den  Wertb,  welchen  die  Coostante 
des  Mariotte-Qay-Lussac'schen  Gesetzes  ffir  ein  solches  Gemisch 
annimmt,  kann  man  —  sobald  die  Wettbe  dieser  Constanten  für 
die  beiden  Bestandtbeile  bekuint  sind  —  auf  folgende  Weise  be- 
rechnen. 

Wenn  mit  f  das  Gewicht  der  Gnbikeinheit  und  mit  v  das 
Volamen  der  Gewichtseinheit  bezeichnet  wird,  so  ist:  yv  =  l  zd 
setzen;  mau  kann  daher  der  Mariotte-Gsy-Lussac'schen  Gleichung, 
indem  man  dieselbe  znn&chst  auf  das  Gemisch  im  Ganzen  anwen- 
det, an(A  die  folgende  Form  geben: 


In  gleicher  Weise  gelten  für  die  beiden  fiestandtheile  resp.   die 
GleichuBgen: 

Da  jede  von  den  beiden  Gasmassen  den  Baum  gerade  so  er- 
ffillt,  ^uch  gegen  die  Geflssw&nde  auf  dieselbe  Weise  drückt,  wie 
wenn  die  andere  nicht  vorhanden  wäre,  so  ist  femer: 

zn  setzen,  und  nach  Substitution  dieser  Weithe  nimmt  Gleichung  1) 
die  folgende  Form  an: 


*)  Bei  den  nacbsteheadeD  ÄDWeDdnngen  der  mechuiischen  WÄrmetheärie 
■af  die  Vorginge  in  der  Erd-AtmoBpliire  wnrden  die  folgenden  Weihe  ab  Ginnd- 
lage  tenntit:  Reje:  .Die  Witbelstfirme,  Tornados  nnd  Wetterränlen  in  dir 
Erd-Atnatpbfire.*  HannoTer.  Carl  ßCmpler.  1872.  Mohn  nnd  Onldberg: 
.^tsdea  tar  les  moaTementa  de  rMmo^phire*.  Chriitiania.  W.  BiCggcr.  1876. 
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Dl  überall  gleiche  Temperatur  voraus^setzt  wird,  so  ist: 
T,  =  Tj  =  7  zu  setzen.  Aus  den  beidea  GloiehuDgen  2)  und  6) 
erhält  man  demnach,  indem  man  letztere  durch  eratere  dividirt, 
die  folgende  Gleicbung: 

7) Jl-  =  A, 

Yi 
Auf  gleiche  Weise   ergiebt   eicti   für    des  Verh&ltniss    der   beiden 
EiDzeldrfidfe  ans  den  Qleicbangen  2)  nnd  3)  der  Werth: 

and  nach  Substitution  desselben   nimmt   die  vorige  Gleichung  die 
ide  Form  an: 

i+Jl.Ä 


Wenn  also  abkfirznngsweise:  -^  =  a; 
BO  eigiebt  sich  hieraus  die  Gleichung: 

Die  Grösse  x  kann  als  das  VerhäUniss  der  absoluten  Gewichte, 
die  Grösse  e  als  das  Verh&ltniss  der  speciGschen  Volumina  (oder 
als  das  umgekehrte  Verhältnisa  der  specifischeu  Gewichte)  der  bei- 
den Bestandtheile  aufgefasst  werden.  Die  Bedentnng  der  ersteren 
Grösse  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

H)    .=-!!-=-?■-':  =  -&-, 

in  welcher  mit  G,  und  G,  resp.  die  absoluten  {gewichte  der  bei- 
den Bestandtheile  bezeichnet  sind.  Die  Bedeutung  der  OrlisBe  s 
ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

_&_ 


12) 
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welche  zeigt,  dass  die  GrOsse  e  das  umgekebite  Veihaltniss  der 
beiden  Dichtigkeiten  oder  specifiscben  Gewichte  darstellen  vürdp, 
wenn  ausser  den  Temperaturen  auch  die  Drflcke  in  beiden  Gas- 
arten  dieselben  wären.  Da  bei  Vergleicbung  der  specifischen  Ge- 
wichte 2weier  GaEarten  etets  gleiche  Drücke  und  gleiche  Tempe- 
raturen Torauegefetzt  werden,  eo  kann  die  Grinse  «  als  das  um- 
gekehrte Yerbältniss  der  BpecifiEcben  Gewichte  der  beiden  Gas- 
arten deflnirt  werden. 

Wenn  mit  c  die  specifische  Wärme  des  GemiEches  bezeichnet 
wird  (für  conßtanten  Druck),  so  ist: 

13)  n  =  c(T,  +  Y,) 

die  Warme-Quantit&t,  welche  der  Cubikeinbeit  des  Gemisches  eine 
Temperaturerhöhung  von  1  Grad  Celsius  ertheilen  würde.  Diese 
Wärme-Quantität  ist  gleich  der  Summe  der  beiden  Wärme-Quan- 
ütftten,  welche  auf  gleiche  Weise  für  jede  einzelne  der  beiden  Gas- 
arten  sieb  ergiebt;  folglich  ist: 

14)  c(7i  +  Ti)  =  CiYi +  «-51711.    oder: 


15) 


Wenn  man  also  abkörznngsweise  das  Verbftltniss  -*-  mit  -»i  be- 
zeichnet, so  erhalt  man  mit  Benulznng  der  in  Gleichung  li)  ein- 
geführten Bezeichnung  für  die  apeafiscbe  Wäime  des  Gemisches  die 
Gleichung: 

1  -|-  Ha^ 


Gemiich  von  Htmoiphlrtathtr  Lutt  und  Dtwrhilztem  Wtuerdxmrt, 
Das  Gewicht  des  in  der  Atmosphäre  eolbaltenen  Wasserdampfes 
bildet  unter  gewöhnlichen  ümständeii  einen  Terbältniasmässig  so 
kleinen  Bmchtheil  vom  Gewichte  der  Luft  —  und  überdies  sind 
es  Terbflltnissmässig  so  niedrige  Temperaturen,  welche  hier  in  Be- 
tracht kommen  —  dass  man  im  vorliegenden  Falle  ohne  Bedenken 
den  Wasserdampf,  bo  lange  derselbe  im  überhitzten  Zustande  sich 
befindet,  wie  ein  vollkommenes  Gas  behandeln  darf.  Sowohl  für 
das  Gemisch  im  Ganzen,  als  auch  für  jeden  der  beiden  Bestand- 
theile  einzeln  genommen,  darf  man  demgero&ss  das  Uariotte-Gay- 
Lussac'scbe  Gesetz  als  gültig  betrachten. 
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Da  die  specifische  Wärme  der  vollkommenen  Gase  einea  con- 
stanten  Werth  hat,  so  wird  durch  die  obige  Bebaadinngsweise  die 
Aanabme  eines  passenden  Mittelwerthes  für  die  (io  Wirklichkeit 
veränderliche)  specifische  Wftnne  des  Wasaerdampfes  bedingt.  Ob- 
wohl der  von  BegnanU  gefnodene  Mittelwerth: 

1)  Cj,^0,48 
streng  genommen  nnr  für  Wasserdampf  von  atmosphärischem 
Drucke  bei  Temperaturen  zwischen  -|-  122,7  and  -|-  316  ^■'ad 
(Celsius)  als  gQUig  betrachtet  werden  dflrfte,  so  wird  man  doch  in 
Ermangelang  anderer  Versucbsresultate  genOthigt  sein,  den  obigen 
Werth  einstweilen  auch  fGr  solche  Tempemtoren  und  Drücke,  wie 
sie  bei  dem  atmoephftrischen  Wasserdampfe  vorkommen,  als  Mittel- 
werth zu  benutzen.  Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  tj  bezeicb* 
nete  YerhlUtnisszabl  nimmt  also  fär  den  vorliegenden  Fall  den  fol- 
genden Werth  an: 

und  nach  der  am  Scblasse  des  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Gleichung  erhält  man  für  die  specifische  Wärme  des  Gemisches  von 
Luft  und  Dampf  den  Wertb: 


3,    .  =  „,,3,K^±^)- 


Das  TerhftltnisB  des  specifischen  Gewichtes  der  trockenen  Lnft  aum 
specifiscben  Gewichte  des  Wasserdampfes  hat  die  Grosse: 

Nach  Gleichung  10)  des  vorigen  Paragraphen  bat  also  fQr  ein  Ge- 
misch von  1  Eil.  atmosphärischer  Luft  und  x  Kil.  Wasserdampf 
die  Constante  des  Mariotte-Qaj-Lussac'cben  Gesetzes    die  GrGsse: 

6)     ü  =  29,27  (lijM^). 

Ffir  den  Fall,  dass  die  Grösse  x  nicht  direct  gegeben  ist,  kann 
man  dieselbe  aus  dem  gegebenen  Dampfdrucke  p^  und  dem  gleich- 
falls g^ebenen  Totaldrucke  p  auch  auf  folgende  Weise  berechnen. 
Nach  der  Gleichung  8)  des  vorigen  Paragraphen  iet: 

6)    ^  =  ta! 
Pi 
zu  setzen,  and  mit  Benutzung  dieses  Werthes  erhält  man  für  das 
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VerhäUniss:  -      ,  welches  abkürtUDgüneise  mit  m  bezeichnet  wer- 
den soll,  die  GleichuDg: 

welche  fär  die  QrOsse  x  aofgelOst  die  folgende  Form  annimmt: 

g.        _         o 0,622  ■  a 

'     '^"«(l  — ro)  ""     1  — o    * 
In  dieser  Gleichnng  bedeutet  a  das  Verhättnias   des  vom  H,vgro- 
meter   angezeigten  Dampfdruckes    zu   dem   Tom  Barometer    an- 
gezeigten Totaldrucke  der  dampfhaltigen  atmosphärischen  Luft. 

Die  Grössen  x  und  m  erreichen  ihre  relativen  Maximalwertfae, 
wenn  die  Luft  mit  Wasserdampf  gesättigt)  ist,  für  welchen  Fall  die 
GrJJsse  p,,  als  Druck  des  gesättigten  Wasserdampfes  bei  gegebener 
Temperatur,  nach  der  Tabelle  des  §  213  bestimmt  werden  kann. 
Hiemach  erhält  man  z.  B.  für  den  Barometerstand  von  760°"° 
(entaprecbend  dem  Totaldrucke:  ji  =  10333  Eil.)  die  nachfolgend 
zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

T        =      243  253  263  273  28S  293  303 

«(»..)  =  0,CM)0  508    0.00122    0,00275    0.0060Ö    0.01206    0,02888    O.WIS] 
iTin.,)  =  0,000316    0.00076    0,00172    0,00379    0,00759    0,01457    0.02694. 

Die  absolnteu  Werthe  der  Grössen  x  und  <o  kdnneo  um  so 
grösser  werden,  je  kleiner  der  Totaldmck  ist.  So  z.  B.  wfirden 
fOr  den  Barometerstand  von  76  Millimetern  (entsprechend  dem 
Totaldrucke:  p  =  1033,3  Eil.)  die  folgenden  Maximalwerthe  sich 
ergeben: 

T       =    243  273  303 

e>(in«t)  =  0,00508         0,0605         0,4151 
3^(m.«  =  0,003176      0,040  0,4414. 

Nach  Substitution  der  aus  Gleichung  8)  für  x  zu  eutoebmen- 
den  Werthes  kann  man  dem  in  Gleichung  5)  fQr  die  Constante  R 
gefundenen  Ausdrucke  auch  die  folgende  Form  geben: 

"'     ■""  1—0,378.1» 

Ana  dieser  Gleichoog  erhält  man  für  die  GrfaBen  o>  TMid  A  z.  B. 

die  nachfolgenden  znaamraengehörigen  Zahlenwerthe: 

0=     0  0,00605         0,01206       0,02288       0,04151 

ü  =  29,27       29,34  29,40  29,53  29,74. 
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Uit  BenntEHDg  des  auf  solche  Weise  fitr  die  Constante  B  zd 
bereehnenden  Werthes  kann  man  nunmehr  die  Mariotte-Gay- 
Lussac'sche  Gleichnng: 

10)     -Sp^R 

auch  anf  die  ZostandsäDderungen  der  dbmpfhaltigen  Lnft  anwenden 
—  ToraosgesetEt,  dasa  bei  diesen  Znatandsilnderangen  keine  Conden- 
flation  eintritt. 

§  529. 
Mlabatltdw  Zuitandianilarang  dar  tempfliaHtgaR  LuH. 
Nach  dem  Poisson'scben  Gesetze    kann  bei  adiabatiacher  Zn- 
standsfindernng  eines  voUkommeneQ  Oases  die  Beziehung  zwischen 
Druck  und  Temperator  dai^eatellt  werden  dnrcb  die  Oleiobung: 

1)  ^  =  Cn,t.=  ^.. 

Hierin  bedeutet;  (i.  eine  Genstante,  für  welche  (nach  §  181  und 
§  180  der  folgende  Werth  einzusetzen  ist: 

2)  u.  =      *  -  =  -     V  _  =  Jp    . 

Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  eingef&brten  Bezeichnungsweise 
hat  man  also  für  dampfhaltige  Luft  den  Exponenten  p.  zq  berechnen 
aus  der  Gleichnng: 

indem  man    darin  för  c  und  B  resp.  die  in  den  Gleichungen  3) 

und  5)  des  TOrigen  Paragraphen  gefundenen  Werthe  einsetzt;  man 

erhält  dann,  indem  man  zugleich:  A  =  -j^  setzt,  die  Gleichnng: 

«  -,  /'l  +2,023. 3- \ 

weicher  man  nach  Substitution  des  in  Gleichung  8)  des  vorigen  Para- 
graphen fBr  die  Grftsse  x  gefandenen  Werthes  auch  die  folgende 
Form  geben  kann: 

5)    (1  =  3,44(1+0,2083.©). 
Wenn  z.  B.  der  anfängliche  Totaldrack  die  GrOase:  ji«  =  10333 
Eil.  und  der  anfängliche  Dampfdruck  die  GrSsse:  /,  =  236,4  EU. 
hatte,  eo  ist: 
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EU  Betzeo.  Diesem  Weithe  toq  a  entapricht  nach  der  GUicbnng  8) 
des  Torigen  Paragraphen  der  Werth:  2^  =  0,01457  und  nach  Qlei- 
choDg  5)  wird  für  diesen  Fall; 

7)     fjL  =  3,44  (1  +  0,2583  .  0,02288)  =  3,46. 

Nach  der  ersten  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  würde  den 
obigen  Werthen  von  d  und  p^,  die  Sättigungateoiperatur  von  293" 
entsprechen.  Wenn  also  die  wirkliche  Aofangstemperatur  des 
Qemjscbes  die  Grdsse:  %  =  SOS"  hatte,  so  befand  sich  der  Dampf 
anfangs  im  überhitzten  Zustande,  nnd  wird  derselbe  erst  später, 
nachdem  bei  adiabatischer  Ausdehnung  die  Temperatur  um  eine 
gewisse  Qr&sse  gesunken  ist,  in  den  gesättigten  Znstand  Qbei^ehen. 

So  lange  der  Dampf  noch  im  überhitzten  Zustande  sich  be- 
findet, bleibt  e>  constant  und  gilt  für  die  Beziehung  zwischen  Druck 
und  Temperatur  die  Gleichung  1)^  welcher  man  auch  die  folgende 
Form  geben  kann:     - 


yT„J 


Nach  dieser  Gleichung  würde  z.B.  der  Temperatur :  7"=  293"  der 
Totaldruck:  j)  =  9200Kil.  and  der  Dampfdruck; 
9)  /=  0,02288.  9200  =  210,6  Kil. 
entsprechen.  Da  bei  der  Temperatur  von  293"  (nach  §  213)  der 
Druck  des  gesattigten  Dampfes:  236,4  Kil.  beträgt,  so  befindet 
sich  auch  bei  dieser  Temperatur  der  Dampf  noch  immer  im  über- 
hitzten Zustande. 

Indem  man  nunmehr  für  T  einen  noch  kleineren  Werth  sub- 
stitnirt  und  wiederum  den  wie  oben  zu  berechnenden  Werth  von 
/  vergleicht  mit  dem  Drucke  des  gesättigten  Dampfes  bei  dieser 
Temperatur:  findet  man  durch  wiederholtes  Probiren,  dass  erst  bei 
der  Temperatur;  T  =  290'',7,  welcher  der  Totaldruck:  y=  8950  Kil. 
und  der  Dampfdruck:  /^  205  KU.  entspricht,  der  Dampf  in  den 
gesättigten  Zustand  übergebt;  denn  bei  der  Temperatur  von  290'',7 
betr^  der  Druck   des  gesättigten  Dampfes   ebenfalls  205  Kil. 

Bei  adiabatischer  Ausdehnung  eines  Gemisches  von  1  Kil.  Lufl 
und:  0,01457  Kil.  Wasserdampf  wird  also  die  CondensaÜon  in  dem 
Augenblicke  .beginnen,  wo  die  Temperatur  gesunken  ist  von  -|-  30° 
(Celsius)  bis  auf  -|~  17'',7  (Celsius),  und  der  Druck  abgenommen  hat 
von  10333  Kl.  bis  auf  8250  Kil.  Bei  noch  weiter  fortgesetzter 
adiabatischer  Ausdehnung  würde  für  das  Gesetz  der  Druck&nderung  ' 
die  Gleichung  8)  nicht  mehr  als  gültig  zu  betrachten  sein,  insofern 
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durch  die  nunmehr  eintretende  Condensation  eine  wesentliche  Aen- 
derusg  jenes  Gesetzes  bedingt  wird. 

§  230. 

Adlabitlwhe  AuidriinnriB  eliiM  GemUchH  von  Lull,  Dampf  und  Waiiar. 

Wenn  mit  /  der  Dampfdruck  uod  mit  p  der  Totaldrtick  be- 
zeichnet wird,  so  ist  nach  §  228  der  Druck  p,  welchen  die  trockene 
Luft  für  eich  allein  ausübt,  zu  berechnen  ans  der  Gleichung: 

Die  Wätme-Qnantitflt  dQ,  welche  erforderlich  iat,  um  in  einer 
Mischung  von  l  Eilogr.  Luft  mit  x  Eilogr.  Wasaerdampf  und  m — ^ 
Ktlogr.  Wasser  gleichzeitig  die  Temperaturerhöhung  dT  und  die 
DnickzTiDabme  dp  hervorzubringen,  setzt  sich  zusammen  aus  der- 
jenigen WSrme- Quantität  dQi,  welche  die  Lnftmasse  auftaimmt, 
und  derjenigen  Wärme  -  Quantität  dQ^,  welche  das  Gemisch  von 
Dampf  und  Wasser  aufhimmt.  Ffir  die  erstere  ergiebt  sich  ans 
der  Oleichung  2)  des  §  18&  der  Werth: 

2)  äQi  =  cdT~A^T^- 

In  dieser  Gleichung  bedeutet:  c  =  0,2375  die  specifische  Wärme 
der  trockenen  Luft  (bei  constantem  Drucke)  und  ER  =  29,27  die 
Constante  des  Mariotte-Gay-Lnssac'scben  Gesetzes  für  trockene  Luft. 
Die  Warme- Quantität  (i^,,  welche  von  der  Dampf  und  Wasaer- 
masse  aufgenommen  wird,  kann  uumittelbar  nach  der  Gleichung  8) 
des  §  211  berechnet  werden  und  bat  die  Grösse: 

3)  dQ,=  mcdT-\-Td{-''f-y 

Wenn  die  Zuatandsänderung  der  ganzen  Masse  ohne  Wärme- 
znf&hrung  stattfindet,  so  ist  die  Summe  der  obigen  beiden  Wärme- 
Quantitäten  gleich  Null  zu  setzen.  Für  die  adiabatiache  Ausdehnung 
des  Ganzen  erhält  man  hieraach  die  Gleichung: 

4)  0  =  cdT  —  A1ftT-^  +  mcdT-\-Td(~^^M<!r: 

Indem  man  diese  Gleichung  integrirt  und  mit  dem  Index  „Null"  die 
Anfkngswerthe  bezeichnet,  gelangt  man  zu  der  folgenden  Qlricbung: 
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6)    ^Mlg(|--)=(c-H«c)lg(|-)  +  ^;— ^- 

Hieria  bedeutet  c  äie  specifische  Wärme  des  Wassers,  ond  da  vor- 
ausgesetit  werden  darf,  dass  die  Ma<iae  rni  einen  verh&ltnissmftssig 
kleinen  Bruchtlieil  tod  der  ganzen  Masse  bildet,  so  darf  man  im 
Torliegenden    Falle    (nach    g    213    ohne   Bedenken:    c  =  1    setzen. 

Nach  EinßiliniQg  der  nnmerischen  Werthe:  A  =        -,  91  =  29,27, 

c  =  0,2375,  «=1  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  fol- 
gende  Form  geben: 

7)  lg(?-)  =  3,44(l+4,21.»)lg(^-)  +  lJ,486(^':-aa). 

Da  bei  Anwesenheit  des  Wassers  der  Dampf  stets  in  gesät- 
tigtem Zustande  sich  befindet,  so  ist  mit  der  Temperatur  T  zn- 
gleicfa  der  Dampfdruck  /  als  gegeben  zu  betrachten,  insofern  der- 
selbe ans  der  Tabelle  des  §213  entnommen  verdan  kann.  Mittelst 
der  beiden  Gleichungen  1)  und  7)  kSnnen  demnach  die  beiden 
unbekannten  Grössen  p  und  x  aus  dem  gegebenen  Anfangszustande 
berechnet  werden,  sobald  die  End-Temperatnr  gegeben  ist. 

In  obiger  Gleichung  bedeutet  „lg"  den  „natürlichen"  Logarith- 
mus. FQr  den  Fall,  dass  man  es  vorzieht  mit  „Brigg'schen"  Lo- 
garithmen zu  rechnen  (welche  mit  „log"  bezeichnet  werden  sollen), 
hat  man  die  folgende  Gleichung  zu  benutzen: 

8)  log(t)=3,44(l  +  4,21.m)log(^^)+6,29l(^j^-^)- 

Erstes  Zahlenbeispiel.  Im  vorigen  Paragraphen  ergab 
sich  in  Bezug  anf  die  adiabatische  Ausdehnang  eines  Gemisches 
von  1  Kil  Luft  und  0,01467  KiL  Dampf  als  Resultat:  dass  die 
Abnahme  des  Druckes  von  10333  Kil.  bis  auf  8960  Kil.  einem 
Sinken  der  Temperatur  von  303*  bis  auf  290',7  entsprach,  bei 
welcher  letzteren  Temperatur  der  Dampf  den  Sättigungspunkt  er- 
reichte. Wenn  mau  diesen  Endzustand  als  Anfangszostand  eines 
neuen  (adiabatischen)  Ausdebnungsprocesses  betrachtet,  so  bat  man: 
Po  =  8960,  To  =  290,7,  /„  =  206  und  po  =  8745  zu  setzen.  Da 
anfangs  noch  kein  Wasser  vorhanden  war,  so  ist  ausserdem:  m=r^ 
:=  0,01457  zu  setzen. 

Wenn  also  z,  B.  derjenige  Werth  von  p  berechnet  werden  soll, 
welcher  der  Endtemperatur  T=^  273  nnd  dem  zugehörigen  Dampf- 
drucke: /=  62,6  entspricht,  so  hat  man  (nach  §  213)  zn  setzen: 
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r^  =  594,2  und:  r  =  606,5.  Nach  Substitution  der  obigen  Zithlen- 
werthe  kann  man  alsdann  den  Gleichungen  1)  und  8)  die  folgen- 
den Formen  geben: 


10)  1(«  p  =  3,666  -f  13,976  .  x. 
Indem  man  prorisoriscb  ^^  =  0  setzt,  erh&lt  man  aus  der  letzteren 
QleichuDg  zunächst  einen  vorläufigen  Annähernngswerth  fBr  p, 
worauf  nach  Gleichung  d)  ein  Ann&heruDgswerth  für  x,  und  hier* 
nach  aua  Gleichung  10)  eiä  genauerer  Wertb  von  p  berechnet  wer- 
den kann.  Durch  Wiederholung  dieses  CorrecMonsverfahrens  findet 
man  die  Werthe: 

p  =  6640     und     a;  =  0,00689. 
Der  Totaldruck  des  Gemischea  sinkt  also  während  der  Ausdehnnng 
bis  auf  die  Grösse : 

i>  =  p4-/=  5702,5. 

Hieraus  folgt:  dass  bei  adiabatischer  Ausdehnung  eines  Oe- 
misches  von  1  Kil.  Lnft  und  0,01457  Kü.  Dampf  eine  Abnahme 
des  Druckes  Ton  10  333  Eil.  bis  auf  5702,5  EU.  verbunden  ist 
mit  einem  Sinken  der  Temperatur  von  -j-  SO"  (Celsius)  bis  auf  Null 
Grad  (Celsius),  wobei  von  dem  ursprünglichen  Dampfgewichte  der 
Theil:  a-o— »  =  0,00768  Eil.  in  den  tropfbar  flüssigen  Zustand 
übergeht,  welcher  letztere  Uebergang  während  desjenigen  Zeitab- 
schnittes sich  vollzieht,  in  welchem  die  Temperatur  von  -j-  17,7  Grad 
bis  auf  Null  Grad  Celsius  sinkt. 

Zweites  Zahlenbeiapiel.  Die  Werttie  T^  =  303,  p^  = 
10333,  j:(,  =  m  =  0,02693,/o=428,9,  Po=9904,l  r(,  =  586,62, 
T  =  273,/=62,6,  r  =  606,6  entsprechen  dem  Falle,  in  welobem 
die  Condensation  schon  bei  der  Anfaugstemperatur  von  -|-  30  Grad 
Celsius  begann,  und  für  diesen  Fall  erhält  man  auf  dieselbe  Weise 
wie  oben  die  Werthe:  p  =  4208,  a:  =  0,00924,  i>  =  4270,6. 

Drittes  Zahlenbeispiel.  Die  Werthe:  Xa  =  0  und:  «  =  0 
entsprechen  der  Voraussetzung:  dass  die  Luft  gar  keinen  Wasser- 
dampf enthielt,  und  für  diesen  Fall  findet  man  —  entweder  nach 
Gleichung  8),  oder  nach  Gleichung  1)  des  vorigen  Paragraphen, 
indem  man  in  der  letzteren:  [i.=:3,44  setzt  —  dass  dem  Sinken 
der  Temperatur  von  ■+■  30  Grad  bis  auf  Null  Grad  Celsius  eine 
Abnahme  des  Druckes  von  10333  Eil.  bb  auf  7219  Eil  ent- 
spricht 
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Adltbatltche  Autdebnung  einei  GemlichM  von  Lufl,  Dampf,  Wuier  und  Eii. 

Die  gleichzeitige  Anwesenheit  von  Waaaer  und  Eis  bedingt 
eine  anverändert  bleibende  Temperatur  von  Nnll  Grad  Celsius. 
Die  adiabatiscbe  Ausdehnung  ist  daher  in  diesem  Falle  zu- 
gleich eine  isothermische  AusdehniiDg,  und  die  OrOssen: 
r=273,  /=  6-2,5,  r  =  606,5  bleiben  während  der  Ausdehnung 
conslant. 

Von  der  tropfbar  fiössigen  Masse  wird  ein  Theil  gefrieren, 
ffSbrend  gleichzeitig  ein  anderer  Theil  verdampft.  Wenn  bei 
einer  solchen  adiabatischen  und  zugleich  isothermischen  Ausdeh- 
nung eines  Oemischea  von:  1  Eil.  Luft,  x  Eil.  Dampf,  j/  Eil.  Eis 
und  ni  —  X  —  t/  Eil.  Wasser  das  Volumen  der  ganzen  Masse  um 
die  Grösse  dv  zunimmt,  so  wird  das  Dampfgewicht  nm  die  Grösse 
dx  und  das  Eisgewicht  um  die  Grösse  di/  zunehmen,  während 
das  Wassergewtcht  um  die  Grösse  dx-i-di/  abnimmt. 

Bei  isothermischer  Volumenzuoahme  um  die  Grösse  dv 
erfordert  1  Eil.  trockener  Luft  (nach  §  184)  die  Zuführung  der 
Wörme-Quantität: 

1)  dQt=Ap  dv. 

Die  zur  isothennischen  Verdampfung  von  dx  £i1(^r.  Wasser  erfor- 
derliche Warme-Quantität  hat  (nach  g  209)  die  Grösse: 

2)  dQ^  =rdx. 

Die  beim  Gefrieren  von  dy  Eilogr.  Wasser  frei  werdende  Wftrme- 
Quantitat  hat  (nach  §  223)  die  Grösse: 

3)  dft  =ldy. 

Indem  man  diese  letztere  gleich  der  Summe  jener  beiden  ersteren 
setzt,  erhalt  man  die  Gleichung: 

4)  l(1y  =  Apdv-^r  dx. 

Da  bei  niedrigem  Drucke  das  specifische  Volumen  des  Dampfes 
ausserordentlich  viel  grösser  ist  als  dasjenige  des  Wassers  und  des 
Eises,  so  darf  der  von  letzteren  beiden  Bestandtheilen  des  Gemisches 
eingenommene  Baum  als  verschwindend  klein  vernachlässigt  wer- 
den. Da  femer  von  den  beiden  gasförmigen  Bestandtbeilen  ein  jeder 
den  ganzen  Baum  gerade  so  ausfüllt,  wie  wenn  der  andere  nicht 
vorhanden  wäre,  so  ist  die  Grösse  v  —  als  Volumen  der  ganzen 
Masse  —  zugleich  anzusehen  als  derjenige  Baum,  welcher  von  den 
X  Eilogrammen  Dampf  ausgefüllt  wird,  und  ebenso  auch  als  der- 
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jenige  B&nm,  welcher  von  dem  1  Eilogramin  Luft  ausgefüllt  wird. 
Für  die  Qr&sse  p  kann  daher  auch  der  aus  der  Oleichung :  pv^ SIT 
zu  eDtnehmeDde  Werth  eingesetzt  werden,  und  wenn  mit  u  das 
specifische  Volumen  des  Dampfes  (bei  der  Temperatur  tou  Null 
ärad  Celsius)  bezeichnet  wird,  so  ist: 

5)  v^=ux    und     dv  =  udx,    also:    — -  =  — 

zu  setzen.  Hiernach  kann  man  dem  oben  für  dQi  substituirteu  Aas- 
drucke auch  die  folgende  Form  geben: 

6)  Apdü  =  Ä^T~  =  AnT~- 

Wenn  man  diesen  letzteren  Ausdruck  in  Gleichung  4)  einsetzt  und 
hernach  die  Integration  derselben  ausführt,  so  gelangt  man  zu  den 
folgenden  Gleichungen: 

7)  ldy  =  A^T^-i-rdx, 


8)    ifdy^^AyiTJ—'  +  rfdx, 


Dem  Wachsen  des  Dampfgewichtes  von  x^  'bis  x  entspricht  ein 
Wachsen  des  Eisgewichtes  von  y^  bis  y,  oder  ein  Gefrieren  des 
Waesergewicbtes:  ij  —  y,.  Wenn  als  Anfangszustand  derjenige  be- 
trachtet wird,  bei  welchem  das  Wassergewicht  die  Grosse  a  und 
das  Eisgewicht  die  GrOsse  yo=0  hatte,  oder  derjenige  Zustand, 
bei  welchem  das  erste  Wassertheilcben  gerade  im  B^riffe  war  zu 
gefrieren;  als  Endzustand  aber  derjenige,  bei  welchem  das  Ge- 
frieren des  letzten  Wassertheilcbens  gerade  beendigt  war,    so    ist: 

ZU  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  fOr  y  zu  entnehmen- 
den Werthes  kann  man  der  Gleichung  9)  auch  die  folgende  Form 
gehen: 

11)    «i  =  ^S(irig(^)  +  (r  +  Z)(x-Xo). 

Nach    Etof&hruDg    der    numerischen  Werthe:    7=273,    2  =  80, 

r  =  606,0 ,   A  =  -TTTT '  JR  =  29,27  kann  man  die  Grösse  x  nun- 

mehr  berechnen  aus  der  Gleichung: 
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12)  Ig  (— )  +  36,427  .  {x  —  Tu)  =  4,245  .  a, 

oder  auch  —  &Us  man  vorzieht,  statt  der  „natarlichen"  die  „Brigg'- 
schen"  LogarithmeD  zn  benutz«ii  —  ans  der  folgenden  Gleichung: 

13)  log(— )  +  16,907  (»  — ^o)  =  1.8436  .  o. 

ZahlenbeiBpiel.  Im  yorigen  Par^rapben  eigab  aicb  in 
Bezog  auf  die  adiabatische  Ausdehnung  eines  Gemisches  von  1  Kil. 
Luft  und  0,01467  Kil.  Dampf  als  Resultat:  dass  der  Dnickabnahme 
Yon  10333  bis  auf  6702,6  ein  Sinken  der  Temperatur  vwi  -j-  30 
Grad  Celsius  bis  auf  Null  Grad  Celsius  entsprach,  wobei  von  dem 
Dampfgewichte  der  Tbeil:  0,01457—0,00689  =  0,00768  Kil.  in 
den  tropfbar  flflssigen  Znetand  Sber^g,  wfihrend  der  Best  von 
0,006  89  Kil.  im  dampfförmigen  Zustande  verblieb.  Wenn  mao 
diesen  Endzustand  als  Anfangszustand  des  neuen  Aasdehnungs- 
processes  betrachtet,  so  hat  man  die  Werthe:  x^  ^0,006  89  und 
a  =  0,007  68  in  Gleichung  13)  zu  substituiren,  welcher  man  als- 
dann die  folgende  Form  geben  kann: 

14)  log  a:  +  1 6,907  .  x  =  0,961  976  —  3. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  der  Werth:  «=0,007  07,  und 
nach  SubstltutJOD  desselben  erhält  man  aus  der  Gleichung  7)  des 

§  228  den  Werth:  o  =  0,01124  =  — ■  Der  Totaldruck  sinkt  aUo 

während  der  Ausdehnung  von  der  Grfisse  6702,5  bis  auf  die  Grösse: 

wobei  von  der  anßtngs  vorhanden  gewesenen  Wassermasse:  0,0075 
Kil.  gefrieren  und  0,000  18  Kil.  in  Dampf  verwandelt  werden. 

§232. 
Adlabatitche  Autdehnung  elM«  GamlKhM  von  Liilt,  Dampf  und  EU. 
Wenn  bei  noch  weiter  fortgesetzter  adiabatischer  Ausdehnung 
die  Temperatur  unter  Null  Grad  Celsius  gesunken  ist,  so  wird 
nunmehr  der  Dampf  diract  in  Eis  sich  verwandeln.  Um  für 
diesen  Fall  die  einer  gegebenen  Temperatur- Abnahme  entspre- 
chende Druckrerminderung  zu  berechnen,  bat  man  in  der  Glei- 
chung 6)  des  §  230  an  die  Stelle  der  Yerdampfangawärme  und 
der  specifischen  Wärme  des  Wassers  resp.  die  Terdampfungs- 
wärme  und    die    specifiscbe  Wärme   des  Sises    zu  setzen.    Wenn 
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also  die  letztere  mit  ^  beseiehaet  wird,  so  erhftlt  mao  die  Glei- 
cbuDg: 


T\       xjr  +  D       ^o(r,+0 


welcher  mau  nach  Snbatittition  der  nnmerischen  Werthe:  A  =  -T^r~' 

9t  =  29,27,  c  =  0,237ö,  ?  =  0,&,  l  =  80,  indem  man  zugleich  den 
„natfirlichen"  Logaritbinns  durch  den  „Bri^'achen"  Lc^&rithmus 
auadrfickt,  such  die  folgende  Form  geben  kann: 

2)  log(^)  =  M4(l +2,105.«)  log  (-|^) 

V  6,291  l^+^-^^i!:^). 

Die  Qleichung  1)  dee  §  230  ist  auch  hier  LOch  als  gültig  so  be- 
trachten.    Indem  man  demgem&ss: 

3)  x=^ 

setzt,  kann  man  die  beiden  unbekannten  örOssen  p  and  x  aus  den 
obigen  beiden  Gleichungen  nunmehr  auf  dieselbe  Weise  wie  in 
§  230  berechnen,  sobald  die  Endtemperatur  T  gegeben  ist,  insofern 
mit  letzterer  zugleich  die  aus  §  213  zu  entnehmenden  Werthe  der 
QrOssen  /  und  r  g^eben  sind. 

Zahlenbeispiel.  Wenn  der  Endznstand  des  im  vorigen 
Paragraphen  berechneten  Ausdehnangsprocesses  hier  als  Anbogs- 
zustand  gewählt  wird,  und  diejenige  Druck-Abnahme  berechnet 
werden  soll,  welche  dem  ferneren  Sinken  der  Temperatur  von 
Null  Orad  Celsius  bis  auf  —  30  Grad  Celsius  entspricht,  so  hat 
man  die  folgenden  Werthe  zu  substitairen:  T^  =  273,  p^  =  5560, 
/o  =  62,6,  pa  =  5497,5,  «o  =  0.007  07.  r«  =  606,5,  m  =  0,014  57, 
r=  243, /=  5,25,  r  =  627,34.  Den  obigen  beiden  Gleichungen 
kann  man  nach  Substitution  dieser  Werthe  alsdann  die  folgenden 
Formen  geben: 

4)  log  p  =  3,449  +  18,3123  .  x, 

3,265 

5)  x=——. 

Durch  Anwendung  des  in  §  230  erkl&rten  Verfohrens  findet  man 
hieraus  die  Werthe:  p  =  2947  Kil.  und  x  =  0,001  108  Kil.  Der 
Totaldruck  sinkt  also  bis  auf  die  Grosse:  j)  =  2952,25  Eil. 

Bltt*i,  Iti«siil(nir-][e«buUk.    t.  AoB.  H 
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Ana  den  letzteren  vier  Fangrapheo  ergiebt  sich  demnach  als 
Qesammtreanltat:  dass  bei  adiabatisclier  Äusdehnnag  eines  Ge- 
mischefl  von  1  Eil.  Lnft  und  0,014  67  Eil.  Wasaerdampf  dorn  Sinken 
der  Temperatar  von  -\-  30  Grad  Gelaina  bis  aaf  —  30  Grad  Celsias 
ein  Abnehmen  dea  Druckes  von  10  333  Eil.  bis  auf  2962,25  EU. 
entsprechen  wird,  und  dass  nach  Beendigung  des  Ausdehnnngs- 
processes  das  Gemisch  aua  1  Eil.  Luft,  0,001  108  Ei).  Dampf  und 
0,013  462  Eil.  ESs  bestehen  wird. 

Bei  adiabatischer  AusdebouDg  der  trockenen  Luft  wOrde  der 
gleichen  Temperatur- Aendeniog  ein  Sinken  des  Druckes  von 
10  333  Eil.  bis  auf  4836  Eil.,  und  der  gleichen  Druck-Aenderung 
ein  Sinken  der  Temperatur  von  4-  30  Grad  bis  auf  —  62,44  Grad 
ent8[vechen. 

§233. 
Annllwrnd«  SPItiglnlt  dM  Poluon'KhM  SMetzM  «Ihrmd  der  CondemHon. 
In  §  229  wurde  geseigt:  dass  bei  adiabatischer  Ausdehnung 
feuchter  Luft  die  einer  gegebenen  Temperatur- Aenderung  ent- 
sprechende Druck-Aenderung  —  so  lange  keine  Condeusation  des 
Wasserdampfea  erfolgt  —  berechuet  werden  kann  nach  der  Poisson- 
schen  Gleichung: 


')  i-ÜY' 


in  welcher  für  den  Exponenten  p.  der  aus  Gleichung  4)  des  §  229 
zu  entnehmende  Werth  einzusetzen  ist. 

In  dem  Augenblicke,  wo  die  CondeDaation  b^nnt,  ändert 
sich  plötzlich  das  Ausdehnungsgesetz,  insofern  die  nunmehr  frei 
werdende  latente  Wärme  des  Wasserdampfes  ein  langsameres 
Sinken  der  Temperatar  bedingt. 

Anstatt  für  den  nun  folgenden  AnsdefannngsproceBS  die  Glei- 
chungen des  §  230  zu  benutzen,  kann  man  jene  plötzliche  Aende- 
nmg  des  Ausdehnungsgesetzes  auch  auffassen  als  eine  sprung^ 
weise  eintretende  VergrOsserung  des  Eiponenten  (i,,  und  bei  ge- 
höriger Berücksichtigung  dieser  Aenderung  wird  man  demgem&ss 
auch  während  der  Gondensation  noch  die  Gleichung  1)  zur  Be- 
rechnui^  der  Druckabnahme  benutzen  dOrfen. 

Streng  genommen  mfisste  man  hierbei  Bücksicht  darauf  neh- 
men: dass  während  des  neuen  Ausdehnnugsprocesses  die  QrOese 
des  Exponenten  |jl  eine  allmfthliche  Aenderang  erleidet,  und 
müsste    für  jedes  der   folgenden  Temperatur-Interralle  den  nnme- 
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riachen  Werth  desselben  besonders  berechnen.  Da  jedoch  dies« 
stetige  Aenderung  der  Orttsse  \t.  TerhftltnisBmäsaig  langsam  erfolgt, 
und  fiberdies  das  ganze  Temperatur-Intervall  swischen  dem  SätU- 
gungspunkte  und  dem  Gefrierpunkte  in  der  Begel  einen  verh&lt- 
BissmOssig  kleinen  Brucbtheil  von  der  absoluten  Temperatur  bil- 
det, BO  darf  man  hei  Auswahl  eines  passenden  Mittelwerthes  die 
Grosse  p.  aun&herungaweise  hierbei  als  eine  constante  QrOsse  be- 
handeln. 

Man  findet  jenen  Mittelwertb,  indem  man  zunächst  nach  den 
Gleichungen  des  §  230  den  genaueren  Werth  ron  p  berechnet,  und 
hernach  denjenigen  Werth  aufsucht,  welcher  in  Gleichung  1)  für 
(L  substituirt  werden  müsste,  um  das  gleiche  Resultat  zn  liefern. 

Beispiel.  In  §  230  wurde  bei  der  Berechnung  des  ersten 
Zahlenbeispieles  gefunden :  daas  der  Abnahme  des  Totaldruckes 
von  8950  Kil.  bis  5T02,&  Eil.  ein  Sinken  der  absoluten  Temperatur 
Ton  2900,7  bis  273o  entspricht  FQr  diesen  Fall  wSrde  also  der 
Mittelwertb  von  }l  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 
„.     0702,5       /   273  V        .  _^,„ 

Um  einen  Maassstab  zu  gewinnen  für  die  Schätzung  des  Feh- 
lers, welchen  man  begeht,  indem  man  die  Grösse  (j,  während  der 
ganzen  Temperatur-Aendernng  als  constant  ansieht,  hat  man  sich 
das  ganze  Temperatur-Intervall  in  zwei  oder  mehrere  Tlieile  zer- 
legt zu  denken  und  den  Mittelwertb  von  \i.  fflr  jeden  Theil  einzeln 
genommen  zu  berechnen.  Aus  den  Gleichungen  des  §  230  wfirde 
in  Bezug  auf  das  obige  Zahlenbeispiel  sich  ergeben,  dass  dem 
Zwischenwerthe:  r=283o  der  Druck;  jj  =  7300  Kil.  entspricht 
Hiernach  findet  man  durch  Anwendung  der  obigen  Methode:  dass 
dem  Sinken  der  Temperatur  von  290<',7  bis  auf  283'  der  Mittel- 
wertb: {L,  =  7,58,  und  dem  ferneren  Sinken  der  Temperatur  von 
283°  bis  auf  273*>  der  Mittelwertb:  [^  =  6,87  entspricht  um  fär 
einen  bestimmten  gegebenen  Zustand  den  genauen  Werth  von 
[L  in  erhalten,  wQrde  man  die  obige  Berechnnogsmethode  auf  ein 
unendlich  kleines  Temperatur -Intervall  anzuwenden  haben. 
In  Bezug  auf  das  obige  Zahlenbeiapiel  wurde  man  alsdann  finden, 
dass  der  Exponent  [l  continaiilich  abnimmt  tod  dem  Wertbe: 
(i.  =  7,8  bis  zu  dem  Werüie:  tx  =  6,4,  wahrend  die  Temperatur 
von  290,7  bis  auf  273  sinkt 

In  derselben  Weise  wie  hier  das  Fmsson'ache  Gesetz  auf  ein 
Gemisch  von  Luft,  Dampf  und  Wasser  angewendet  wurde,  kann 
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dasselbe  auch  auf  ein  Gemtecli  von  Luft,  Dampf  und  Eis  an^ 
wendet  werden.  In  Bezug  auf  die  in  §  232  weiter  fortgefQhrte 
Untersuchung  des  obiges  Falles  würde  taan  z.  B.  finden:  dass 
dem  Sinken  der  Tenaperatur  von  273°  bis  auf  2ß3<>  der  Mittelwerth 
(I,  =  6,1,  und  dem  femereD  Sinkec  der  Temperatur  von  263°  bis 
auf  243°  der  Uittelwertb  )jl  =  6,0  entspricht. 

Die  GrCsse  des  Exponenten  (jl  w&chst  mit  dem  Feuchtigkeits- 
gehalte der  Luft.  FSr  die  im  zweiten  Zahleubeispiele  des  §  230 
berechnete  adiabatische  Änsdehnung  einer  Laftmasse,  welche  bei 
dem  Anftingsdrucke  von  10  333  Kil.  und  der  Aulangstemperatar 
Ton  -|-  30"  Celsius  mit  Wasserdampf  gesättigt  war,  wfirde  man 
auf  dieselbe  Weise  wie  oben  den  Mittelwerth:  [j.=  8,474  linden, 
w&brend  fAr  vollkommen  trockene  Luft:  (^=3,44  za  setzen  ist. 

"Eäaen  die  Anwendung  der  obigen  Methode  ansscbliessenden 
Ausnahmefall  bildet  die  in  §  231  behandelte,  wahrend  des  Oe- 
frierens  der  Wassertbeilchen  stattfindende  Zustandsänderung,  in- 
sofern bei  dieser  Zustaudsänderung  eine  Dntckabnahme  stattfiodet, 
ohne  von  einer  Temperaturabnahme  begleitet  zu  sein.  Für  diesen 
Fall  würde  der  Exponent  der  Foisson'schen  Gleichung  den  Werth: 
[jL  =  00  annehmen. 


Indiffa  renter  6lelchaewlctit(ziutind  der  OmpfkiltlgM  Alineiphlre. 
Da  der  Druck  der  atmosphEkrischen  Luft  mit  zunöhmender 
HJihe  fiber  der  £rdobetfl9che  abnimmt,  so  kOnnen  die  in  §  229 
fQr  die  adiabatische  Ausdehnung  der  dampfhattigen  Luft  gefun- 
denen Gleichungen  angewendet  werden  auf  ein  in  der  ruhendes 
Atmosphäre  langsam  und  gleichfSrmig  emporsteigendes  Lufttheil- 
chen.  Die  steigende  Bewegung  des  sich  selbst  überlassenen  LufV 
theilchens  wird  eine  gleichförmige  sein,  wenn  bei  jeder  Lage 
desselben  Auftrieb  und  Gewicht  einander  das  Gleichgewicht  halten. 
Diese  Bedingung  wird  erfüllt  sein,  wenn  die  Temperatur  des  auf- 
steigenden Lufttheilcbens  stets  übereinstimmt  mit  der  Temperatur 
der  benackbarten  ruhenden  Luft.  Da  bei  Gleichheit  der  Tempe- 
raturen keine  Warme- üebeitragung  stattfindet,  so  wird  in  diesem 
Falle  zugleich  die  Bedingung  far  die  adiabatiscbe  Ausdehnung 
erfüllt  sein.  Das  gleichförmige  Emporsteigen  und  die  adiabatische 
Ausdehnung  sind  daher  an  die  gemeinschaftliche  Bedingung  ge- 
knüpft: dass  in  der  ruhenden  Atmosphäre  die  Temperatur  mit  zu- 
nehmender HChe   genau   nach    demselben  Gesetze   abnimmt,    nach 
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welchem  die  Temparatar  eines  aufateigeDden  Luflthailchens  ab- 
nehmen  würde.  Wenn  diese  Bedingung  flberall  erfAlU  ist,  so  he- 
findet  sich  die  Atmo^phikre  im  indifferenten  Gleichgewichts- 
zustande.  Dar  Oleichgemchtszastand  würde  dagegen  ein  labiler 
oder  stabiler  sein,  wenn  die  Temperatur  nach  oben  bin  resp. 
rascher  oder  langsamer  abnähme,  als  die  Temparatar  des 
aufsteigenden  Lufttbeilchens  abnehmen  würde. 

Unter  Voraussetzung  des  indifferenten  Gleichgewichtszustandes 
der  Atmosphäre  wird  man  demnach  fiir  die  Beziehung  zwischen 
Druck  und  Temperatur  die  FoiBson'scbe  Gleichung: 


')  i-ar 


als  gültig  betrachten  dürfen,  wobei  der  Expenent  {j.  —  je  nach 
dem  Zustande  der  Atmosphäre  —  entweder  nach  den  Gleichungen 
des  §  229  oder  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  erklärten  Me- 
thode zu  berechnen  sein  wird.  Die  obige  Gleichung  kann  auch 
als  Differenzialglelchung  in  der  folgenden  Form  benutzt  werden: 

zu  welcher  man  gelangt,  indem  man  die  vorige  Gleichung  diffe- 
renzürt,  and  die  so  entstandene  Gleichung  nachher  durch  erstere 
dividirt. 

§236. 
KBh«  der  unleren  Wolkengrenie. 
Wenn  mit  p  der  Totaldruck  in  der  Hohe  e  über  dem  Meeres- 
spiegel bezeichnet  wird,  und  mit  y  das  Gewicht  eines  Cubikmeters 
der  dampfhaltigen  Luft  an  dieser  Stelle,  so  entspricht  der  Elben- 
zunahme  da  die  Druckänderung: 

1)  dp  =  —  ydz. 

So  lange  die  Luft  nicht  mit  Wasserdampf  gesättigt  ist,  kann  das 
Mariotte-Gaj-Lussac'scbe  Gesetz  als  gültig  betrachtet  werden,  und 
nach  Substitution  des  aus  §  228  (Gleichung  10)  für  die  QrSsse  y 
zu  entnehmenden  Werthes  erhält  man  die  Gleichung: 

2)  dp- ^-dz. 

Mit  Zuziehung  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  aufge- 
stellten Poissoa'schen  Differenzialgleichung  kann  man  dieser  Glei- 
chung nunmehr  auch  die  folgende  Form  geben: 
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3)  d«  =  — fiÄdr, 

QDd  weDn  man  dieselbe  alsdann  integrirt  —  snf  der  linken  Seite 
Zfriechen  den  Grenzen  i:^  und  2,  auf  der  rechten  Seite  zwischen 
den  Grenzen  Tg  und  T  —  so  erh&H  man  die  GleicKnng: 

4)  a:  —  «0  =  [*Ä  (^0  —  T). 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  zeigt,  dasa  die  Temperaturabnabme 
der  Eohenzunahme  proportional  ist,  ergiebt  sich  für  diejenige 
HOhenzunahme,  welcher  eine  Temperatarabnahme  von  1  Grad  «nt- 
spricht,  der  constante  Wertb: 

ö)  \  =  i>.If. 
Unter  Voraussetzung  des  indifferenten  Gleicbgewicbtszustandes  der 
Atmosphäre  wärde  man  hiemach  die  Höhendifferenz  zweier  Sta- 
tionen aus  den  daselbst  beobachteten  Temperaturen  berechnen 
können,  indem  man  die  Differenz  der  letzteren  mit  dem  Factor  X 
multJpUcirt. 

Wenn  nuter  T  die  dem  Dampfgehalte  der  Luft  entsprechende 
Sättjgungstemperatur  Torstanden  wird,  so  bedeutet  nunmehr  z  die- 
jenige Hohe,  in  welcher  die  Condensation  des  Dampfes  oder  die 
NebelhilduDg  he^nnt.  Mit  Zuziehung  der  in  §  228  und  §  229 
resp.  für  die  Grossen  B  und  |i  gefundenen  Gleichnngen  kann  man 
daher  die  Gleichung  4)  dazu  benutzen,  die  Hohe  der  unteren  Wolken- 
grenze über  der  Erdoberflftche  zu  berechnen. 

Beispiel.  In  §  229  ergab  sieh  bei  der  Berechnung  der  adia- 
batischen  Ausdehnung  eines  Gemisches  Ton  1  £i1.  Lnft  und  0,014  57 
Eil.  Wasserdampf  als  Resultat:  dass  das  Abnehmen  des  Druckes 
Ton  10  333  Eil.  bis  auf  8960  Eil.  verbunden  war  mit  dem  Sinken 
der  Temperatur  von  303'  bis  auf  290*,7,  bei  welcher  letzteren  der 
Dampf  den  Sättigungspunkt  erreichte.  Mach  §  228  und  §  229  ent- 
sprechen dem  hier  angenommenen  Dampfgehalte  resp.  die  Wertbe: 
E  =  29,63  und  \>.  =  3,46.  Wenn  also  angenommen  wird,  dass  in 
der  Hohe  des  Meeresspiegels  der  Druck  10  333  Eil.  und  die  Tem- 
peratur 303"  betragt,  so  ist  s^  =0  zu  setzen,  und  man  erh&lt  für 
die  Hohe  der  unteren  Wolkengrenze  über  dem  Meeresspiegel  den 
Werth : 

z  =  3,46  .  29,53  (303  —  290,7)  =  1257". 
um    die  Höhendifferenz   direct  aus    dem   gegebenen  Drnckrerhftlt- 
niss  zu  berechnen,    hat  man  in  Gleichung  4)  für  T  den  aus  der 
Poisson'scben  Gleichung   zu    entnehmenden  Wertli  zu  substituiren; 
man  erhfilt  dann  die  Gleichung: 
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-V-ST^ 


-(^rl' 


welcher  man  ffir  den  umgekehrten  Fall,  in  welchen)  die  Hohen- 
differenz  gegeben  ist,  imd  das  Dmckverhältniss  berechnet  werden 
soll,  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

'>    p.       V        t,BT,   I 
Die   Anwendung   dieser   letzteren   Gleichung   auf  das    obig« 
Zahlenbetspiel  würde  wiederum  zu  dem  schon  in  §  229  gefundenen 
Resultate  fuhren;  d.  h.  es  wOrde  sich  ei^eben,  daes  an  der  unterea 
Wolkengrenze  der  Druck:  8960  Eil.  beträgt. 


Da  das  specifiscbe  Gewicht  des  Wassers  grOsser  ist  als  das 
specifiBche  Gewicht  der  Luft,  so  wird  ein  in  der  ruhenden  Atmo- 
sphäre schwebendes  Wasserkflgelchen,  eich  selbst  überlassen,  all- 
mählich zur  Erdoberfläche  herabsinken.  Die  GeBchwindigkeit  des 
Herabsinkens  wird  jedoch  um  so  kleiner  sein,  je  kleiner  der  Durch- 
messer desselben  ist.  Wenn  also  in  einem  aufsteigenden  Gemische 
von  Luft,  Dampf  und  Wasser  das  letztere  in  äusserst  fein  zertheiltem 
Zustande  sich  befindet,  so  darf  man  annehmen,  dass  die  Wasser- 
tfaeilchen  in  der  Luftmasse  suspendirt  bleibend  an  der  aufsteigeuden 
Bewegung  derselben  theUnehmen.  Unter  dieser  Voraussetzung  wird 
es  daher  zulässig  sein,  die  in  §  230  für  die  adiabatische  Ausdeh- 
nung eines  Gemischea  von  Luft,  Dampf  und  Wasser  gefundenen 
Gleichungen  auch  für  die  aufsteigende  Bewegung  desselben  in  der 
ruhenden  Atmosphäre  als  gültig  anzusehen.  Zur  Ableitung  des  Ge- 
setzes, nach  welchem  innerhalb  des  Regenwolken' Gebietes  der 
Druck  mit  der  HOfae  sich  ändert,  wird  man  diemnach  die  Glei- 
chung 4)  des  g  230  benutzen  dürfen,  welcher  man  auch  die  fol- 
gende Form  getwn  kann: 

1)  0  =  (c  +  me)dT-\-d{xr)~A^T^—xr^- 

Für  das  letzte  Gbed  dieser  Gleichnng  ergiebt  sich  ans  dem  Cla- 
peyron-Clansius'scben  Gesetze  (§  208)  der  Werth: 

2)  xr—=j-  =  Axudf. 
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Da  das  Tolnmen  des  WasBera  als  TerscliwindeDd  klräa  Tentach- 
iSsBigt  werden  darf,  so  kann  die  Grösse: 

3)  xtt  =  v 

als  Tokmen  der  Dampfpusse,  zugleich  aber  auch  als  das  Volumen 
des  ganzen  Qemisches  angesehen  werden,  und  da  von  den  beiden 
gasförmigen  BestandtheÜen  ein  jeder  den  ganzen  Raum  ^rade  so 
»usfQllt,  wie  wenn  der  andere  nicht  vorhanden  w&re,  so  ist  die 
QrOsse  V  zugleich  als  das  Volumen  des  1  KU.  trockener  Luft  zu 
betrachten.   Nach  dem  Mariotte^CTaj-Lussac'scheD  Gesetze  ist  daher: 

4)  t)»  =  SRT 

EU  setzen,  und  wenn  man  die  obigen  Werthe  in  Gleichung  1)  sub- 
stitoirt,  so  eriiiüt  man  die  Gleichung: 

6)    0  =  {c-\-mc)dT-\-d(xr}  —  Av(dp-i-d/). 
Uit  ßerQcksicbügang   der  Gleichong  1)   des   vorigen  Paragrapfaeu 
kann  man  hierin: 

6)  dp  +  d/  =  dp  =  —  Y  (fe 

setzen,  and  da  die  Grösse  ff  (uls  Gewicht  des  ganzen  Gemisches) 
gleich  1  -|-  m  ist,  so  kann  nian  der  Gleichung  5)  auch  die  fo^nde 
Form  geben: 

7)  0  =  ic-{-mc)dT-\-d(,xr)-\-Ail-\-m)dz. 
Wenn  man  diese  letztere  Gleicdmng  nunmehr  int^rirt  und  zugleich 
fhr  die  drei  Gonstanten:  c,  c,  A  ihre  numerischen  Werthe  einsetzt, 
so  erhält  man  fEir  die  Beziehung  zwischen  Höhendifferenz  nnd  Tem- 
peraturdifferenz die  nachstehende  Gleichung: 

8)  0  =  (0,2375.+  m)(r~ro)  +  a:r-Xor,+(^")(«  — ^„). 

Da  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Druck  mit  der  Temperatur  ab- 
nimmt, bereits  in  §  230  aufgefunden  wurde,  so  ist  mit  der  obigen 
01eichung  zugleich  die  Beziehung  zwischen  Druck- Aenderang 
und  HOben-Äenderung  gegeben. 

Wenn  man  T=:273  setzt,  so  bedeutet  nunmehr  g  diejenige 
Höhe,  in  welcher  die  Wassertheilchen  zu  gefrieren  beginnen,  oder 
die  Höhe  der  oberen  Grenze  des  Regenwolken-Gebietes,  und  wenn 
zugleich  unter  Sg  die  Höhe  der  unteren  Wolkengrenze  verstanden 
wird,  so  kann  man  die  ganze  Dicke  der  Begenwolkenscbicht  be- 
rechnen aus  der  Gleichung; 

9)  Ä— 2o=(i^^){(0.237ö  +  m)(ro— 273)+a!(ro— a;.606,5)j- 
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Zahlenbeispiel.  Im  Torigen  Paragraphen  ergab  sich  fftr 
die  untere  WoIkengreDze  die  Höbe  tod  1257  Metero,  und  nach 
§  230  (erstes  Zahleni>eispiel)  Bind  fOr  dimen  Fall  die  Werthe: 
ro  =  290,7,  m  =  xo  =  0,01457,  r^  =  59i,2,  »  =  0,00689  zn 
substitniren.  Hiernach  erhält  man  ans  obiger  Qleichnng  für  die 
ganze  Dicke  der  Begenwolkenschicht  den  Werthiz — 2^  =  3736  Meter, 
und  für  die  Höhe  der  oberen  Grenze  der  Regenwolkenschicbt  den 
Werth:  z  =  4993  Meter. 

§237. 
Uebtrgtjigttcliichi  zwltchen  Regen-  and  Sohnes-Wolken-GebleL 
Während  des  Gefriereas  der  Wassertheilchen  bleibt  die  Tempe- 
ratur naver&ndert  gleich  Null  Grad  (Celslns).     In  der  üebergangs- 
schiebt  ist  daher  überall:  (2T=0,  folglich  nach  dem  Hariotte-Oaj- 
Lussac'schen  Gesetze  auch:  d(pv)^0,  oder: 

1)  \)dv  =  —  vdp 

zu  setz«),   und   nach  Substitution   dieses  Wertbes  kann  man  der 
Gleichung  4)  des  §  231  die  folgende  Form  geben: 

2)  0  =  ldy  —  rdx-\-Ävdp. 

Da  bei  constanter  Temperatur  auch  der  Dampfdruck  constant 
bleibt,  80  ist  d/=0,  also  dp  =  dp  za  setzen.  Nach  der  Glei- 
chung 1)  des  §  235  kann  daher: 

3)  rfp  =  —  yds 

gesetzt  werden,  und  da:  -^v^^i-j-m  ist,  so  kann  man  statt  dessen 
aach  setzen: 

4)  ,,p  =  _IL±^. 

Wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung  2)  substituirt  und  die- 
selbe alsdauQ  integrirt,  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Glei- 
chungen : 

6)    0  =  ldif~rdx  —  Äil'j-m)di, 

6)  Q  =  i(^-y^)-rix-x,)-A(l+m){z~z;). 
um  die  ganze  Hfthe  der  üebei^ngssdiicht  zu  berechnen,  hat 

man  hierin  nach  der  in  §  231  gegebenen  Erklärung:  ^o^O  und: 
^  =  a-\-Xo — X  zu  setzen;  man  erh&lt  dann  die  Gleichung: 

7)  0  =  la-{r-{~l){x^x,)~Ai\+m){z~Za), 
weldier  man  nach  Einfährung  der  in  §  231  angegebenen  nume- 
rischen Werthe  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 
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$50  Neunter  Abechoitt.    §  238. 

424(80.0— 686,6. fa  —  T,)l 

8)  ,-..=  — 3 ^-^ '-n.- 

Zablenbeispiel.    Das  im  vorigen  Para^phen  berechnete 
Zahlenbeispiel  bezog  sich  auf  einen  Znstand  der  AtmospUlre,  wel- 
chem   nach  §  231    die    fol- 
^'  geaden  Wertiie  entsprechen: 

m=0,0U57, 2^0=0,00689, 
0  =  0,00768,  a;  =  0,00707. 
Hiernach  erhält  man  ans 
QleichnDg  8)  FQr  die  Dicke 
der  üebergangsscbicht  den 
Werth:  »—«0  =  205»,  und 
da  im  vorigen  Paragraphen 
««»*  fflr  die  Höhe  der  unteren 
Grenze  Qber  dem  Meeres- 
spiegel der  Werth:  2^  = 
4993'°  gefunden  wurde,  so 
liegt  die  obere  Grenze  in 
"der  Höhe:  «  =  6198"  ober 
dem  Meeresspiegel. 

Die  Besnitate  der  in  den 
letzten  drei  Paragraphen  in 
Bezug  anf  den  vorliegenden 
j]i^      Fall  ausgeführten  Rechnun- 
gen sind  in  Fig.  611  öber- 
sichtlich     zusammengestellt. 
Die  eingeschriebenen  Zahlen 
gelten  fDr  den  indifferenten 
Gleichgewichtsznstand       der 
»^i'      Atmosphäre    und   zwar  spe- 
ciell  für  denjenigen  Zustand, 
in  welchem  die  Atmosphäre 
sich  befindet,    wenn  an  der 
Erdoberfläche   die   Temperatur:    -|- 30"^  Celsius,   der   Totaldruck: 
10333  Eil.  und  der  Dampfdruck:  236,4  Eil.  betragt. 


Schmewolhm-Seblst. 
Um  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  innerhalb  der  Schnee- 
wolkenregion der  Druck  mit  zunehmender  Höhe  abnimmt,  hat  man: 
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C  statt  e  und  r  + 1  statt  r,  ebenso  auch  rg  -\-  l  statt  r^  za  setzen 
in  den  Oleichnngen  7)  D&d  8)  des  §  236.  Man  erhält  alsdann  zu- 
nächst ffir  die  Beziehung  zwischen  Höhendifferenz  und  Temperatur- 
differenz  dte  folgende  Oleichnng: 

1)  0=(c+mO(r-r,)+;r(r+0-a:„(r,+ö+^(H-m)(^-^„), 
und  da  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Druck  mit  der  Temperatur 
abnimmt,  bereits  in  §  232  gefunden  wurde,  so  ist  hiermit  zugleich 
die  Beziehung  zwischen  Druckdifferenz  und  Höhendifferenz  ge- 
funden. 

Wenn  nnter  z^  die  Hohe  der  unteren  Grenzfiäche  des  Schnee- 
wolkengehietes ,  oder  die  Höhe  der  oberen  Grenze  der  Ceber- 
gangsschicht  verstanden  wird,  so  ist  T^  =  273  und  r^  =  606,6  zu 
setzen.  Nach  Einführung  der  bereits  in  §  232  fQr  die  Constanten 
angegebenen  nomeriecheo  Werthe  kann  man  der  obigen  Oleichnng 
alsdann  die  folgende  Form  gehen: 

2)2— 2o=7jir^|(0.2376+0,ö.f»X273— r)+2:o. 686,6— a!(»-+80)}- 

Zahlenbeispiel.  0m  für  den  in  Fig.  611  ai^enommenen 
Zustand  der  Atmosphäre  die  H5he .  deijenigen  Stelle  zu  berechnen, 
an  welcher  die  Temperatur;  —  SO'^  (Celsius)  betr&gt,  wflrde  man 
nach  §  232  die  Werthe;  m  =  0,01467,  2'=243,  a:,,  =  0,00707, 
3;  =  0,001 108,  r  =  627,34  zu  substltuiren  haben.  Für  die  Höhe 
dieser  Stelle  aber  der  oberen  Grenzfillche  der  Uebergangsschicbt  er- 
giebt  sich  alsdann  aus  obiger  Gleichung  der  Werth:  z — Z(,=4769'", 
und  da  nach  Fig.  611  für  diesen  Fall:  2g=5198'"  zu  sebeen  ist,  ao 
erhalt  man  ffir  die  ganze  Höhe  jener  Stelle  Ober  der  Meeresflftche 
den  Werth:  z  =  9967*°.  Nach  §  232  hat  in  dieser  Hohe  der  Total- 
druck die  Grosse:  p=  2952,25  Eil.,  und  der  Dampfdruck  die 
Grosse:  /==  6,26  Kil. 

§  239. 
Tempwalarnch«  dar  IsimMm  Luft. 
Wenn  1  Eilc^ramm  feuchter  Luft,  enthaltend  §  Eilogr.  Waeser- 
dampf  und  1 — ^Eilogr.  Luft,  in  einem  Cylinder  zwischen  dem 
festen  Soden  desselben  und  einem  beweglichen  Eolben  einge- 
achlosBen  sich  befindet,  so  kann  för  alle  möglichen  Zustandsftnde- 
rungen  dieses  Gemisches  die  Bezlefanng  zwischen  den  drei  Grössen: 
p,  V,  T  mittelst  der  TemperatnrflSche  anf  folgende  Weis«  geome- 
trisch dargestellt  werden. 
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Neanter  Abtebnitt.    §  2. 


Nach  dem  Mariotte-Gaj-Luasac'Bchen  Gesetze  gilt  für  trockene 
Laft  die  Gleichung: 


in  welcher  q  das  Gewicht  eines  Gubikmetera  trockener  Luft  be- 
deutet. Da  in  jenem  QemisdiB  die  1  —  t  Kilogr.  Luft  den  ganzen 
Kanm  v  In  derselben  Weise  auaffillen,  wie  wenn  der  Dampf  nicht 
vorhanden  wäre,  eo  ist: 

2)  qD  =  l— 5 

EQ  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  fOr  die  Grösse  q  zu 
entnehmenden  Werthes  kann  man  der  Gleichung  1)  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

3)  pt>  =  29,27  (l—?)r. 

Der  Totaldruck  p  setzt  sich  zusammen  aus  dem  Luftdrucke  f  und 
dem  Dampfdrucke  /,  hat  also  die  Grösse: 

4)  p  =  p+/. 

Nach  der  in  den  vorigen  Paragraphen  angewendeten  Bezeichnungs- 
weise  ergiebt  sich  für  das  Yerh&ltniss  des  Dampfgewichtes  zum 
Luftgewichte  die  Gleichung: 

Kg.  612.  ^^    '^^T^^' 

oder: 

Wenn  also  i.  B.  der 
Dampfgehalt        diejenige 
Grosse  bat, .  welcher  bei 
dem  Drucke:  p=  10333 
Eil.  die  SätÜgungstempe- 
ratur:  T  =  303  Grad  ent- 
spricht,   so   ergeben  sich 
nach  §  228  die  folgenden 
numerischen  Werthe: 
a;  =  0,02694,     £  =  0,02623,     (0  =  0,04151,     Ä  =  29,74. 
Die  Gleichung  3)  behalt  fOr  alle  Zustands&ndemngen  ihre  Gül- 
tigkeit.   Ffir  das  Gemisch  im  Ganzen  ist  dagegen  die  Mariotte-Gay- 
Lussac'scbe  Gleichung  nur  so  lange  gültig,  als  keine  Condensation 
stattfindet.    Die  Temperaturflfiche   besteht  demnach  aus  zwei  ver- 
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schiedenen  Qebieteo,  welche  in  der  Nebelkante  an  einander  grenzen. 
Fär  das  oberhalb  der  Nebelkante  liegende  Gebiet  gilt  die  OleichaDg: 

6)  pv  =  29,7i.T. 

Das  asterhalb  der  Nebelkante  liegende  Gebiet  kann  man  con- 
stniiren  nach  der  Gleichung  3)  oder; 

7)  (p—/)v  =  2S,b02.T, 

indem  man  darin  fär  die  Grösse  /  den  der  Temperatur  T  ent- 
sprechenden Druck  des  gesättigten  Wasserdampfes  eubatttuirt 
(Fig.  612). 

Die  Durchschnittslinia  der  nach  obigen  beiden  Gleiobongen  zn 
coDstrairenden  krummen  Flächen  ist  die  Nebelkante,  in  velcber 
z.  B.  die  den  nachfolgenden  Wertben-Systemen  entsprechenden 
Funkte  liegen: 

T  =       303         293         283         273         243 
p  =  10333       6690       3000       1605         126,4 
V  =    0,872     1,0307       2,805      6,394  57,16. 

Die  Isobare  bat  oberhalb  der  Nebelkante  eine  geradlinige, 
unterhalb    derselben    dagegen   eine    krummlinige   Form.     Der 
Isobare:  p  =  10333  Eil.  gehören  z.  B.  die  nachfolgenden  Punkte  an: 
T  =     333  303        273  243 

V  =  0,9585     0,872      0,7576     0,6706. 
Die  Isopiere   hat   ebenfalls  in   dem  oberen  Gebiete  eine 
geradlinige,   in  dem  unteren  eine  krummlinige  Form.    Der 
Isoplere:  9  =  5,394  gehören  z.  B.  lUe  folgenden  Punkte  an: 
T  =    333        303        273        243 
p  =  1836       1670       1505       1289. 
Die  in  Fig.  612  angegebene  Adiabate  hat  drei  Eckpunkte; 
der  obere  liegt  in  der  Nebelkante,    die   anderen   beiden  liegen  in 
der  Isotherme:    T=273'',  und  das  zwischen  den  beiden  letzteren 
liegende  Stück   der  Adiabate   ftUt   mit    der  Isotherme    zusammen 
(vergl.  §  231).     Wenn  jedoch  die  Adiabate  eine  solche  Lage  hat, 
dass  ihr  DurchBchnittspunkt  mit   der  Nebelkante  unterhalb    der 
Isotherme  T=273°  liegt,  so  bildet  dieser  Durchschnittapunkt  den 
einzigen  Eckpunkt  der  Adiabate. 
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I  Brtlo»en-Conitrnotlooen  ducoh  Bs- 
TTOT^fbrubt  Verden. 

i»*r  MtUhott  dar  itatlMlni  VoMOrta,  waloha  lo  gnt  wl*  gu  krine 
-^riwnntnlHe  lornDualit,  ilnd  klar  nud  icbarf,  wie  dla  ReialUta  dar  Oeomatrle,  and  Tan 
dunlltalbar  prakllaoheT  ADWenilbulielt 

Dia  BDch  eatbUt  eine  gräxare  Balha  voa  AnHandongeD  dleaec  Uethoda.  Anfgiban- 
baraelinniigan  und  AmreBdangeii  t.ut  iiugefahrta  Conatraatloiian  bilden  blaibel  dar  Natur 
der  BmM  »acb  den  grSaiaren  Ttaetl  da*  Inballi. 
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